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De potestatum periodis, radicibns primitivis 

residuisque quadraticis. 

Auetore 

" : ' ; ,*."'•',. C. F. Arndt' ' 

math. stud. in Universitate litterar ij Gryphiswaldensi. 



(J uo ni am in disquirendis rebus, quae ad numeroram spectant doc- 
trinam, occupatus forte detexi, de residuis quadraticis tbeorcmata 
simillima iis exstare, quae de potestatum periodis radicibusque pri- 
mitivis per vini in clariss. Gauss in luccm prodierunt, ut videre li- 
cet in ejus Disquis. Arittim. pag. 73 sqq., finem in sequeotibus mibi 
proposui, ut urctissimum boruin tbeorematum vincuium, quatenus 
neri possit paiefaciam. Quaerenti mihi in bac arena etiam nota se 
obtulit, ex qua faeillime dijudicari possit, ulrum in congruentia 

' 1.2.3.4 l{;> — l)==*=l{mod.p) ' -V 

designnnte p numerum primum formae 4»-f-3, signo superiore 
utendum sit an inferiore. Quudsi vituperes, quod praeter nova 
etiam satis nota recepcrim, tarnen novis adliibitis plerumque demon- 
strandi methodis studioquc rem ita instituendi ut latius pateant 
tbeorcmata, excusatum me esse veliui. Sed longiores sumus quam 
necesse est et ne verbis solum attingamus ea quae volumus ostcn- 
dere, ad rem ipsam vcniamus. Initium autem faciendum erit cum 
propositione jam ab Euclide inventa et in doctrina numerorum haud 
dubie memoratu disrnissima. 

A. De Dumcris primis in Universum agitur. 

§. 1. Numerus quicunque primus qui neque unum ne- 
que alterum d uorum numerorum metitur etiam produ- 
c t u in bor um non metietur. 

Demonstratio. Ut demonstrandi metbodus latius pateat, assu- 
mamns utrumque numerum datura numero dato primo esse majorem, 
et desjgnemus numerus datos per a. //. numerum primum per p. 
Residua illorum ex divisionc per p relicta sint a, /?, ita ut eos boc 
modo liceat exhiberi a = mp-^-a, b =; np -\- ß, ubi uterquc a, ß 
minor quam p atque ///, n sunt integri. Productum igitur ab for- 

TbeU II. 1 
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habebit kp-\-aß, quam ob rem si ab per p divisibile esset, 
etiam productum aß per p divisibile esse oporteret. Itaque res eo 
reducta est, ut demonstretur, numerum primum p productum aliquod 
aß metiri nun posse, cujus factores ainbo sunt minores quam ;/. 
Hoc vero ita probamus. 

1. Si duplum ipsius ß vel 2ß per p divisibile esset, numerum 

25 

integrum -7 unitati aequivalere oporteret, quoniam /?<>, 2ß<2p, 

r 

~~<2. Neque vero aequatio 2ß = p locum habere potest, quia 

tum numerus primus impar p per 2 divisibilis esset. 

2. Etiam triplum ipsius ß vel 3/J primus p non metietnr. Nam 



3£ 
P 

quoniam 3/?<3/>, atque ^<!3. Si vero baberetur aequatio ~~=1 
vel 3/? = ;?, ipse p per 3 divisibilis esset, quod fieri nequit, quia p 
non est 3 ex suppositione. Si denique esset ^ = 2 vel 3/?=2/>, 

ipse 2p per 3 dividi posset, quod primo casui repugnat. 

3. Uuia p productum 2ß non metitur secundum 1. etiam ex eadem 
causa 2 . 2ß vel Aß metiri nequit. 

4. Quando bß per p divisibile esset, una barum aequationum 

55 55 55 55 

locum habere deberet — =1, — = 2, — — 3, — = 4, quoniam 

p V P P 

5/?«<5/>. In priori casu esset hß=zp atque p per 5 divisibilis; at- 
qui p non est 5, nam valores ipsius a semper sunt minores quum 

p\ in secundo casu haberetur hß=z2p atque y integer contra t., 

in tertio casu bß=z3p atque y integer contra ~. , in quarto deni* 

kp 

que casu 50 = 4/> atque y integer contra 3., ergo p productum 5f? 
metiri nequit. 

5. Quomodo ulterius progredi possimus satis intelligitur, sed 
ut tbeorema in genere demonstretur, assumamus verum id esse pro 
omnibus ipsius a valoribus inde ab 2 usque ad primum queocunque 
ipso p minorem, ita tarnen, ut inter hunc et p alius etiam numerus 
primus // cxstct. Priorem designemus per //'. 

Jam dico pro omnibus factoris a valoribus inter ;/' et // theo- 
re^ma nostrum valere nec minus pro ipso p' quem numero primo p" 
proxime majorem esse accipiamus. Nam st quicuoque numerus com- 
positus inter primos p" et // in factores primos hoc modo resolvitur 
A a B b C c . . . patet ipsos A, ß, C , .. minores esse quam //. Jam 
vero ex suppositione tbeorema valet pro A,ß n ergo pro A .Aß=A*ß 1 
hinc pro A . A*ß=A , ß i universim pro A a ß. Quo facto propositio 
valebit pro A°ß . B = A°B . ß, binc pro A«B . ß . B = J«B*ß y 
universim pro A a ß b ß. Hoc modo progredi licet facillimeque perspici- 
tur revera productum A a B h & . . . per p non divisibile esse. Nunc 
denique etiam p'ß per p non divisibile erir. Nam si fieri posset, 

numerus integer Ö unus ex his esse deberet 1, 2, 3, ...//— 1, 
quoniam /?</>, p'ß^Cp'Pt Erit igitur p'ß aut p, aut 2p, 



si fieri posset, numerum integrum aut 1 esse oporteret aut 2, 
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aut 3/*,.*.. nut (;/ — \)p. In priori casu 5 esset numerus integer q. e. 

a. quin p non'cst // atque/; primus. In secundo casa baberetur numerus 

integer -p contra I« vcl supp., in tertio, quarto, quinto, etc. casu 

. Zp hp bp (p'—l)p . . . . 
numeri — , —, n p, . . . -, — essent integn contra ea, quac sta- 

luimus. Hinc sequitur si tbeorema valcat usque ad productum p"ß 
etiam pro producto N . ß verum esse designantc A numer. quencun- 
que inter p" et ;/ ncc minus pro p'ß ita ut inter p" et p' numerus 
non exstet primus. 

Jam vero propositionem ilcmonstravimus pro productie 2/J, 3/9, 
Aß y bß; erjro (5) valebit pro 6ß et Iß, Line pro 8/S, 9ß, lOß etil/?, 
hinc pro V2ß et 13/ff, ex quo sequitur verain eam esse pro pro- 
ducto aß. 

Ali. im et quidem simplicissimam demonstrationem videre licet 
in Disq. Aritbmet. 

§. 2. Duorum numerorum productum, quorum uter- 
que ad numerum queneunque p est primus, ipse bic non 
m e t i t u r. 

Resolvatur p in factores duos // et q quorum unus // sit nu- 
merus primus ita ut babeatur p"=zp?q. Quodsi productum numero- 
rum datorum quos a. b vocemus, per j> divisibile esset, etiam per ff 
manifesto dividi posset. Ipse p' autem nulluni borum a> b metietur, 
nam si ex. gr. a esset multiplum bujüs primi ;/, ipse // quum a 
tum p roetiretur, quo facto a et p divisorem communem baberent 
contra byp. Ergo primus p' tieque a neque b metietur neque igi- • 
tur productum (§. 1.), quam ob rem ab per p non erit divisibile. 

Cd roll. 1. Si quisque numerorum «r, b, c % d... ad num. 
queneunque p est primus, bic ipse productum abcd , . non metietur. 
Nam propositio valet pro ab, binc pro abc, hinc pro abcd . . . ergo 
oniversim. 

Co roll. 2. Etiam potestas aliqua puta a k cujus exponens nu- 
merus integer positivus, per numerum queneunque /»ad a primum 
divisibilis esse nequit. 

§. 3. Quanüo ad a, b, c, ... estprimus produetum- 
que abc . . . Z per /> divisibile est, Z per /? divisibilem 
esse oportet. 

Resolvatur p in factores primos acqualcs inter se vel diversos 
hoc modo //, p", p"\ p* v , quorum multitudo ex. gr. sit 4. Quia 
abc . . Z per p, ergo per p' divisibilis est // bujus produeti facto- 
rem Z metiri debet (§. 1.); si euim Z non metiretur etiam abc.,Z 

. abc . . Z 

metiri uon posset. Qua re poni licet Z=zp'Z' entque — 

abc . . Z' 

— ' p-'»'ptr numerus integer. Sequitur productum abc . . Z' per p" 
divisibile esse, ergo etiam Z' (§. 1.) ita ut poni liceat Z'^p'Z'', 
eritque — ~ ' Z — numerus integer. Quia igitur abc. Z" 

ipse cum. pP'p** metitur, etiam p'" hoc productum metietur, quam 

• mmm .„rw... mWC . . Z übe . . Z'" 

ob rem poni licet Z" =:;>"' Z'" eritque = — -fp — nume- 
rus integer. Ponamus denique, quia Z'^ per p ir dividi potest, 
Z m = p i ^Z tr habebimusque per substitutionem Z = p' 'Z' ' = p'p" Z* 
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= pyp'»Z'"==p , pyy r Z IV ==pZ rr i ergo revera Z per p divisi- 
bilis est. 

§. 4. Duo numeri secundum tertium, quem semper positivum 
esse oportebit, congrui dicuntur aut incongrui prouti hie illo- 
rum ditferentiam metitur aut noo metitur. Uuorum numerorum, 
quem tertium diximus, utriusque modulum et qutdem alter um 
alterius residuum aut nou-residuum vocemus. Congruentia 
signum hoc adoptatum est (=), ita ut si num. a num. b sec. mo- 
dulum m congruus est, ita scribendum sit a = b (mod. m). Si igi- 
tur uterque «, b minor est modulo /», bi numeri secundum m con- 
grui esse nequeunt, nisi a = b. Si vero a^>m, b<m ipse b 
erit residuum ex divisione numeri a per m relictum. Nam quum 
a — b per m divisibilis sit ponendum erit a — /> = /.•. y// , vel 
a = k. m-\ ex quo sequitur b esse residuum ipsius a per tn 
divisi. Si denique b num. a sec. m est congruus, ipsum b residuo 
ex divisione numeri a per m relicto congruum esse oportebit. Qui- 
bus notiouibus stabiiitis patebit, cuivis numero a in bac serie 

0, 1, 2, 3, — 1 

residuum respondere secundum modulum m et quidem unum tan- 
tummodo nempe id residuo aequivalebit ex divisione numeri a per 
m relicti. 

Haec residua modulo ininora alicui numero congrua hujus resi- 
dua minima sec. mod. prop. vocantur. 

§. 5. lntcr tbeoreinata quae statin» sub aspectum cadunt, baec 
sunt referenda. 

1. Si bini numeri sec. mod. queneunque sunt congroi 
etiam summa priorum summae posteriorum sec eundem 
mod. erit congrua. 

2. Uuando quisque duorum numerorum aliorum duo- 
rum cuique congruus est, etiam priorum differentia po- 
steriorum congrua erit d ift'ere ntiae. 

3. Productum numerorum quoteunque, quo rum quis- 
que aliorum cuique numerorum congruus est, horum 
ipsorum produeto erit congruum. 

Sit cm in a = b (mod. m) , d = b\ a" = b" etc. eritque pro- 
banda congruentia er da" vtc.=bb'b" etc. (mod. m). Quoniam diffe- 
rentiae a — b, a? — U t a" — b'\ etc. per m divisibilcs sunt (§. 4.) 
statuendum erit 

a — b = km, a' — l/ = Km, a" — b'' = k'm, etc. 

vel 

a = km~\- b, a' = k'm -+- b\ a" == k"m ■+- b'\ etc. 

ubi k> k\ k" etc. sunt integri Zero non excluso. 

Productum aa'a" etc. formae esse Km-\- bb'b" etc. facile per- 
spiciiur, qua re differentia aa'a" — bb'b" etc. formae erit £Cm t at- 
que per m divisibilis i. c. aa'a" . . = bb'b" . . . (mod. m). 

4. Quando congruentiae 

a = b y c~d (mod. m) 
a b 

locum babent atque — , -j sunt integri producftimque cd 

f 

/ 
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ad m est primum etiam liaec locum habebit congruenjia 

7 = d ( mod - m \ 

Ex 3. sequitur ad=bc, quo facto differentia ad — bc tanquam 

j»er m divisibilis forma cxhibctur km; tum erit — — j — = vel 

a b km 

c d cd' 

Jam vero cd ad m est priinus, ergp (§. 3.) k per erit divi- 

Ic ab 
sibilis atque jg integer, quam ob rem — — -j inultiplum erit ipsius 

m i. e. y = -j (mod. m). 

§. 6. Numerus indetermioatu s x ita Semper potest 
detcrmioari ut exprcssio <7^+Ä,8ecundum modulum 01 
ad /* primum cuivis numero fiat congrua vel quod idein 
valet congrucntia ax b = c (mod. m) Semper poterit re- 
solvi, 8i quidem m ad a est primus. 

Considercmus producta haec 

<r, 2«, 3«r, 4«r, . . . . (m — l)a. 

Quum a ad m sit primus nulluni borum productorunf per m erit di- 
visibilc; nam si qundcunque illorum ka (k <^ m) ipse m metiretur 
etiam k per m divisibilis esset, quod fieri nequit (§. 3.). Kt quidem 
omnia producta sunt scc. m incongrua. Si enim duo quaelibet per 
ka, lfm designaraus ita ut XrO#, k'<^m, diilereutium ka — k'a 
= (/• — k')a ipsum m metiri oporteret, ergo (k — k') (§. 3.) quod 
fieri nequit. Horum isfitur produetorum residua minima ex divi- 
sione eorum per m rclicta erunt ordine neglecto bacc 

1, 2, 3, 4, . . . m — 1. 

Jam vero differentiae c — b residuum miuimum positivum intcr illa 
residna oportet inveniri, quam ob rem c — b alicui produetorum, de 
quibus agitur, congrua erit. Sit boc produetum ka eritque 

ka = c — b vel ka b = c (mod. m). 

Coro 11. Quando a et m divisorem comm. babent maximum S 
congruentiae ax -f- b = c (mod. ///) satisfieri nequit nisi c — b per 
6 e»t divisibilis. Nam quum cungrueutium baue pro modulo J non 
minus quam pro modulo m oporteat locum habere, numerus c — b 
per 6 erit divisibilis. Ccterum si resolvi potest ad aiiam reducitur 

ax c — b . . t/t. 
— = — (mod. -j) 

in qua ~ ad modulum ™ est numerus primus. 

§. 7. Quando p est numerus primus numerum A non 
metiens plures quam n secundum modulum p valores iu- 
congrui variabilis x non exstant, qui congruentiae 

J&* -+• ßx^ + Ca; 0 - 2 -+- etc. -f- Mx -f-iV=0 

secundum eundem mod. satisfaciant. 

1. Si n unitati aequivalet propositio nostra ex paragr. praeced. 
illico sequitur. 
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2. Si vero n linitotem superat, congruentia si fieri possit plu- 
res quam exempl. gr. »-fr-1 valores admittat incongruos o, /?, <J 
etc. Tum erit 

^a»+i?a«-i-r- Ca"-* etc. -fr- Ma -fr- A = 0 (m. p) 

Jß»-i-Bß»-i-h Cß»~* etc. H-J!//J + A = 0 



ergo 

A{pn — 0«) _|_ ß (a»-i — etc. -+- — /9) = 0. 

Potestatum differentias quae in hac congruentia reperiantur, per 
o — ß divisibiles esse satis notum est, facillimeque perspicitar con- 
gruentiam forma exbiberi 

(tt — ß) (Jß*-* -f- B'ß*-* -fr- Cfi—* etc. -fr- L'ß -fr- M') = 0 

ergo erit 

Jßn-i + ^ß«-2 + C"/?»-» etc. -hjL'ß-+-M' = 0 

quoniam a — ß per p non divisi.bilis est, nam a, sunt valores in- 
congrui. Jam quum multitudo horum a, /j. ;\ <),... sit »+1 at- 
que ipsum a cum aliorum quoque combinari liccat, mnnifesto // con- 
gruentiae formae, quam modo diximus, habebuntur et quidem omoes 
sunt (» — 1)'' gradus. Congruentia igitur (» — ])" gradus admit- 
tet n valorcs incongruos., ex eadem causa congruentia (u — 2)'« 
gradus n — 1 valores incongruos. Qua conclusione continuata seque- 
retur congruentiam primi gradus admittere 2 radices diversas, quod 
fieri nequit (§. 6). Multo minus plures quam // | 1 radices diver- 
sac congruentiue propositi n ii grudus satisfacient. 

§. V Designante (pJV multitudinem numerorum ad iV 
primorum ipsoque minor um et n, n\ n", etc. omnes divi- 
sores numeri Si unitute et ipso N non exclusis semper 
erit <pa -fr- tpa' -fr- ma" -fr- </>«'" etc = jV. 

1. Quando N est forinae p n vel numeri primi potestas, omnes 
ejus divisores sunt bi: 1, />-. p* i ,,.p n . Multitudo numerorum 
ad p n primorum eoque minorura est j^*~^(p — 1), ergo 

<pl -f- <pp -fr- tpp* -fr- <pp* -fr- . . + <pfi* 

= 1 + (p — 1) -fr- p(p — 1) -+-p*(p — 1) etc. -fr- p^i[p — 1) 

quam summam potestati p* acquivalere ex doctrina serierum constat. 

2. Quando .V est numerus compositus puta A a B b C c etc. qui- 
cunque bujus divisor forma AfBsC h ... exbibetur, ita ut expo- 
nentes f> u. h vel nonnulli eorum etiam evancscere possint, atta« 
men minores sint resp. quam «, 6, c, • • . Poterit igitur f omnes 
valores inde ab Zero usque ad g omnes valores inde ab Zero 
usque ad b % h omnes valores a Zero usque ad c etc. aeeipere. Et 
si valoribus his respondentes potestates inter se combinantur, mani- 
festo omnes numeri A divisores exstabuot. Jam dico, si numeri 
F, G, H etc. sint ad singulas potestates Af, Bs, etc. primi 
etiam nroduetum FGH , . ad illud AfBsC k . . . nritnum fore. Nam 
quum Iii modo fuetoros A, B, C. . produetum AJBiC h . . . possint 
metiri, si producta AfBsC h . ., FGH,, divisorem communem bn- 
berent, unum ex factoribus A, B, C . . . simul ea metiri oporteret 
ex. gr. A. Tum autem A tanquam primus aut F metiri deberet, 
aut G, aut // etc. v. c. F, neque vero Af ad F esset numerus 
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primus contra suppositionem nostram. V ice versa quicunque numerus ad 
ASBeO 1 . . . primus factores modo involvet quorum nullus cum po*» 
testatibus Af, Bf, C h . . babeat facto rem communem. Nunc repe- 
riantur numeri ad A'\ ./', A % y . . A a primi singnlisque non majo- 
res, deinde numeri ad potestates B°, B l , B % , . . B*> primi singulis- 

3ue non majores similiterque de ceteris, C° f CK C», . . . £>. Primo 
ictorum multitudo erit A a , secundo tertio O etc. ex prima 

parte. 

Quodsi numeri de quibus agitur inter se combinantur, ex prae- 
cedentibus patebit, omnes numerus exstare ad divisores numeri A pri- 
mus ipsisque non majores manifestoque multitudo babebitur t II ( 
etc. sive A. 

Aham licet videre demonstrationem huj. prop. in Gauss Disq. 
Arithm. pag. 33. ^ 

B. De numerorum periodis, radieibus primitivis resi- 

duisque quadraticis. 

§. 9. Quum Fermatii theorema in sequentibus maximi sit 
momenti in memoriam id revocabimus sed ita enunciatum, ut latis- 
sime pateat, nempe ut sequitur. 

Quando numeri a, p sunt inter se primi, semper con- 
gruentia 

afp = l(mod. p) 

locum babebit, denotante <pp multitudinem numerorum 
ad p primorum eoque minorum. 

Signiiicatis omnibus numeris ad p primis eoque minoribus per 

statim patebit, nullum borum productorum 

0 x a . 0 % a . 0 t a . . . »Ott . a 

per p divisibile esse (§. 2.), deinde producta de quibus agitur se- 
cundum p esse incon&rua. Nam si universim baberetur 0 x a ~ ("> k a 
denonantibus 0 X , @x nuraeros ex bis 0 2 , . . . 0p differentiam 
0,& — @x a ergo 0 X — 0^ per modulum esse divisibilem oporteret, 
qnod fieri ncquit. Tertio dico quodvis residuum ex divisione pro- 
ductorum illornm per p relictum ad p esse primum. Nam si resi- 
duum produeti alieujus 0 x a est Q vel 0 x a =i q quicunque residui q 
divisor produetum 0xa inetiri deberet, siquidem etinm numerum pri- 
mum p metiretur. Tum uutem aut 0 X aut a cum p baberet divisorem 
communem contra ca, quae statuimus. (£uum igitur productorum 
residua sint inaequalia, ad p prima nuliumque evanescat, residua 
haec ordine neglecto his ipsis 0, . 0, . 0, ... Op aequivalere sta- 
tim perspicietur. Ergo bunc habemus cougruentiam 

0 x a . 0 a « . 0 % a . . . 0 t ua = 0, . 0 2 . 0, . . . 0p (mod. p) 

vel banc 0,0 a 0, . . 0/n (a'fP — 1) = 0. Jam vero p ad produetum 
0,0, . . Oft est primus, quam ob rem (§. 3.) differentia a'lP — 1 
per p divisibilis esse debet i. e. afp = 1 (mod. p). 

Quando p est numerus primus omnes ad p primi eoque mino- 
res sunt 

1 , 2, 3 , . . . p — 1 
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ergo ar-i3l (mod. p) quo modo vulgo enunciatur Fermatii theo- 
r«ma. • . 

§. 10. Pedetentim vero quaestio sese offcrt, Dum etiam infe- 
riores potestates quam {<pp) ia unitati secundum p possint congruae 
fierif Hoc argumentum mox aggrediemur, seil id certe conteodi 
poterit, exponentein infimae uumeri alieujus a potestatis 
unitati congruae aut numero <pp aequalem esse aut eum 
certe metirv 

Si eniui at esset infima numeri a potestas unitati secundum p 
congrua et / numerum <pp non metiretur, ponere liceret (pp=mt-\-r, 
ita ut r non evanesecret minorque esset numero / Erit autem 
a'fP = 1 i. e. a mt + r vel a mt . a r uoitati congrua; jam vero a" 1 * = 1 
ergo « r =l exstaretque minor num. a potestas quam t ta unitati 
congrua contra supp. nostram. 

Quando autem a* est infima numeri a unitati congrua potestas, 

hae 

secundum p crunt incongruac. Nam si esset a* = a*' ita nt nullus 
Im mm x, x' exponentem t superaret, haberetur a*—* = 1 (m. p) 
(§. 5. 4.) quo loco statuimus esse x^>x'. Atqui x — x'<V, ergo 
a e nou esset infima unitati congrua potestas. Nec minus potestates, 
nuarum exponentes inter t -f- 1 et 2t, intcr 2t-+-l et 3/, inter 
r'W -\- 1 et kt etc. contiuentur, incongruae erunt. Nam quaneunque 
potestatem, cujus exponens inter t ~\ \ et ~f contineatur, potestati 

alicui cujus exponens 1 et congruam fieri facillime intelli- 

getur. Idem valet de reliquis. Potestates vero a*, a 2t , a* f , . . . a mt 
omnes secundum p unitati t'ore congruas id quoque quisquc perspi- 
ciet. Habetur igitur periodus neinpe putestatum series, quaruui 
residua minima sunt inaequalia omniaque ad modulum prima. Ce- 
terum si ** est infima unitati congrua potestas atque a r = aQ (mod. 
p) etiam r = £ (mod. /) erit; nam a r ~Q=\, qua re diftcrentiam 
numeri / inultiplum esse oportebit vel r = Q (mod. t). Vice versa 
quando congruentiam liabes r = Q (mod. t) etiam baue alteram ha- 
bebis a r = aQ (mod. /;). 

Si tt' est iufima radicis a potestas unitati secundum modulum 
queneunque p congrua, a ad exponentem / pertinere, cum 
Eulero in sequentibus dicemus. 

§. 11. Numeros, in quorum periodis omnes ad inodu. 
lum primi eoque non majores numeri reperiuntur, radi- 
ces primitivas vocabimus. Sequitur ex bac definitionc, expo- 
nentem, ad quem radix primitiva pertineat, aequalem esse multitu- 
dini numerorum ad modulum primorum eoque non majorum. Perti- 
neat enim radix quaccunque primitiva a ad exponentem / eritque 
a* infima numeri a potestas unitati congrua. Jam vero a ad mo- 
dulum primus nec minus « s , . . . a* omniaque harum potestatum 
residua minima sunt inaequalia. Quia igitur periodus haec t nume- 
rus ad modulum primos complectitur ceteracque potestates eadem prae- 
bent residua, ut omnes ad modulum primos complectatur, ipsum t mul- 
titudiui numerorum ad modulum primorum aequivalere necesse erit. 
Valde autem quaeritur, num revera pro quovis modulo radices inve- 
niantur primitivae et si exstant, quae sit earum muttitudo. Videbimus 
in sequentibus in eo modo casu radices exstare primitivas, in quo mo- 
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dolos sit 4 aut nna formarnm exhibeafar p*, 2p tt denotante p nu- 
raerum primum imparem. Priusquam aatcm hoc nggredimur argu- 
mentum radices congruentiae superioris gradus, in quibus nititur 
disquisitio. sunt considerandae. Sed eam statim tractabimus casum, 
io quo p est numerus primus. 

§. 12. Semper exstant numeri, quorum nulla pote- 
stas inferior quam (p — 1)'« unitati congrua est, vel quod 
idem valet, pro modulo primo radices exstant primi- 
tivae. 

Quando p — 1 in factores suos primos hoc modo resolvitur 
A a B b C c . . . dico inveniri posse numerum a ad exponentem A a , 
uum. ß ad exp. numerum y ad exp. C° etc. pertinentem. Con- 

1 £* p _ x 

gruentiam as A =1 (mod. p) non plures quam 7 . radices ad- 

mittere diversas ex §. 7. patebit, quam ob rem qui*que numerorum 

1, 2, 3, 4, . . . p — 1 quorum multitudo major quam 2— — ? con . 

grueotiae illi satisfacere non potest. Sit igitur »• mms hujusmodi 
numerus, congruentiae propositae non satisfaciens eritque si pouitur 

g A ' =a, a numerus ad exponentum A a pertinens. Potestafem 
enim (A«\ ta numeri a unitati congrua in fore ex Fermatii tlicoremate 
j'otelligitur. Jam si exstarent inferiores numeri a potestates uni- 
tati congruac, harum inflinae exponens expon. / deberet metiri 
(f. 10.) atque unus esse ex bis 

Ja-1 } u 4a-2 i A«-*, . 

Jam vero a A — x z=z\g A "J =g A ex suppositione nostra uni- 
tati non est congrua* multoque minus cc^ fl-Ä , u Am ~ 3 etc. ergo a ad 
exponentem A a pertinet. Tum dico produetum numerorum a, ß. y,.. 
qui ad exponentes singulos A a t Z? A , C 0 , . . . pertineant, ad expo- 
nentem A a ß h C° . . sive p — 1 pertinere. Quod produetum ad po- 
testatem (p — l) tam elevatum unitati cougruum fore facile patet. 

Nam a Aa = 1, ß Bh = 1, y c ' = 1 etc. ergo 
a A°mc< • = 1, ßA-m& . . = \ } yA*ffic* • • = 1, qua ex re 

{aßy . .y BbCe "•SEI (mod. p) sive (aßy . .)p-i == 1. 

Quodsi produetum ad minorem exponentem Jpertineret, t numerum 
p — \ metiri deberet. Sit igitur t=zA a ~ x ß b C c etc. eritque (ußy..y=z 
(aßy . .)A—iB*> C' . . t Quum jam ad exponentes B & , C° . . 

pertineant potestates ßA—Q&C*»^ yA— *i?*6v.. unitati erunt con- 
gruae ergo [aßy . .)* = a A *~ lBb c ' • •. Quum denique « ad exponen- 
tem A a pertiueat, debet A a metiri produetum A a ~ *ß h O... q. e. a. 
Neque igitur aßy . . ad exponentem A a - 1 ß i C c . . pertinebit, multo- 
que minus ad minorem. 
. §. 13. Quouiam residua minima potestatum 

I 

• . * * j 

si modo a est radix primitiva, sunt inaequalia illa numeri s ordine 
neglecto 

1, 2, 3,...^-l 
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nequivalere oportebit, nee minus omnem numerum per p non divi- 
sibilem residuo harum potestatum aiicui congruum fore. Quodsi 
a n = b (mod. p) n ipsius b in dir cm cum Eulero vocemus perspi- 
cieturque, aiicui numero piures secundum eaodem radicem primi- 
tivam respondere indices et quidem bi iodices sec. modulum p — 1 
erunt congrui (§. 10.). 

§. 14. Index produeti ex quoteunque factoribus com- 
positi summae indicum singulorum factorum secundum 
modulum — 1 congruus est. Etiam index potestatis du- 
meri alieujus produeto ex indice radicis in exponentem 
potestatis secundulum eundem modulum congruus est 

Sint primo propositi duo factores /, // eritque demonstran- 
dum, coogruentiam 

Ind AB = lud ^H-Ind B (m. p — 1) 

locum habere. 

Ex notione autem indicum (§. 13.) intelligitur esse si radicem 
adoptabis quancuuoue a « lud A = A 9 « Iud B = B sec. mod. p, ex 
quo sequitur « I,,d •* -*- lud B = AB. Jam vero a lud AB = AB y ergo 
etiam « ,nd AB = « ,,,d A + \a& B a tq U e a lad AB — (lad A + ladB) = l 
(m. p). Qua re dilferentiam Ind AB — (Ind A-+-\nd B) numerus 
p — 1 debet metiri, quoniam aP— 1 est infima ips. a unitati congrua 
potestas., i. e. Ind AB = Ind ^-f-lnd B (mod. p — 1). A duobus 
factoribus poterit prorsus simili modo ad tres, Ii ine ad quattuor, 
omnino ad quoteunque factores. Sequitur deinde Ind^ a = Ind^y4 
= Ind A-\-\nd J = 2lnd A (m. /> — 1), Ind A> =3lnd A % 
Ind A n = //lud A sec. mod. p — 1. 

§. 15. Congruentia aP = A (m. p) denotante p nume- 
rum primum aut nullam admittet radicem, aut tot radi- 
ces, quot unitates habeat divisor communis maximus 3 
numerorum n et p — 1. Et quidem nullus numerus con- 

gruentiae satisfaciet propositae, nisi potestas^i * uni- 
tati fit congrua. 

Si congruentia resolubilis est sequitur ex indicum doctrina 
«Ind j? = \nd A (m. p — 1), cui semper satisfieri potest, quando n 
ad p — l est primus (§. 6.), quo in casu unam modo admittet ra- 
dicem. Sin // et p — 1 divisorem babent comm. max. J, indicem 
ipsius A per d divisibilem esse oportet' (§. 6.), qua conditione locum 
babente patet congruentiam 

wind x Ind A . p — 1. 

admittere 6 valores diversos sec. mod. 1 vel p — 1, nempe va- 

, «Ind x ,. 
lores num. * — sunt hi 



Ind 



A Ind A p—1 Ind A 2(p— I) Ind A (d—\) (p — \) 
— , — -t; I rf s — lt I - t * 7 f • 



cf » cf T cf > d ^ d cf ^ cf 

Jam vero si valores ipsius Ind a: sec. mod. p — 1 sunt congrui etiam 
radices respondentes congruentiae a; H: =A (in. p) sec. p erunt con- 
gruae, ergo exstabunt 6 valores diversi. 

Quando denique congr. prop. resolubilis esse debet, num. Ind A 
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per <f divisibilem esse oportebit vel lad A = 0 (mod. 3). Sit a radix 
quaecunque primitiva entque 

Iod A(p—\) p-l 

a™* = A (mod. p), a * ==A* (m. p). 

Ind A lad A(p—\) p—l 

Jam quum — j— sit integer, erit a * =1 adeoque A * = 1 

(mod. /i), qua deficiente conditione congruentiae x n ~A (m. p) 
satisiieri nequir. 

Coroll. 1. Quando ms=s2 congruentia »-r 2 = A (mod. />) re- 
solubilis erit, si AHp—D unitati congrua, sin vero minus non reso- 

lubilis. Ut igitur numerus aliquis quadrato sec. mod. primum congruus 

p — l 

fiat, potestas A 2 unitati debet esse congrua. Quum jam p — 1 
sit numerus par congrueotia & % =A (m. p) aut nullam admittet 
radicem aut duas. 

Coroll. 2. Quando A=\ congruentia or* = 1 (m. p) Sem- 
per poterit resolvi, si vero ^ = —1 in eo modo casu, quo 

est numerus par. * 

§. 16. Congruentia a?* = A (mod. 2) unam tan tu m- 
modo radicem admittet nempe 1 quando A est numerus 
impar, liaec vero a: H =A (mod. 4) denotante A etiam nunc 
numerum imparem, aut nullam, aut unam, aut denique 
dnas. 

Propositionis prima pars tarn obvia est, ut demonstratione non 
opus sit. Quod vero attinet ad alteram, sit primo A formae 4*4-1. 
In koccc casu 1 est rudix neque vero 3 nisi exponens n est numerus 
par. Sit secundo A formac 4/j4-3, tum 1 congruentiae non sa- 
tisfaciet, quia kn 4- 3 — 1 = An 4- 2 per 4 non divisibilis neque 
vero satisfaciet 3 quando n est par. Si vero // est numerus im- 
par manifesto 3 erit radix. Sequitur ex bac considcr.itione con- 
gruentiam jc % = 1 (mod. 4) semper duas admittere radices nempe 
1 et 3. 

§. 17. Sequitur ut de modulis una formarum p n , %p* compre- 
bensis agatur. In §. 15. inventum est, congruentiam =5 1 
(mod. p) habere 6 radices sec. p incongruas, denotante 6 maximum 
communem divisorem num. n et p — 1. Simili modo enunciabimus 
tbeorema quod sequitur. 

Congruentia gradus a?* = l (mod.;; n ) admittet S va- 
lores secundum p n incongruos, denotante 6 divisorem 
communem maximum numerorum £, p n ~ l (p — 1), qua pro- 
positione demonstrata patebit congruentiam propositam 
nun plures quam t radices admittere divers as. 

Ponatur ü = kp® ita ut k factorem p nou iovolvat adeoque 
k ipsum p — 1 metiatur. Jam dico 

1. Si a fuerit radix congruentiae propositae etiam a+///>«-ö 
fore radicem, designante // numerum quencunque per // non divisi- 
bilem. Ceterum illico observandum est, numerum O bunc n — 1 
superare non posse. Sit primo n — Oj>l atque (9=1, tum erit 

(o hp^ey — o* = Ap»~G | (a 4- /ip^ey-l 4- a (a 4- Ap»-oy-* 

4- a a (a 4- /tp»-ey-* «tc +(«4- V" 8 )'"" 1 !- 
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Atqui a-f-//?*-e = a (mod. p*) quoniam » — 0;>1, ergo 
(a -f- Apn-Qy- 1 = a'- 1 (mod. 
a(a -f- //p"Sy-2 = a'-l 
a 2 (a-f-///>"-öy-8 = « f -i 



(a -f- //;>"-e)'-i = a'-i 
ergo (a //p»~9y — a' = hp n ~9 . a'-l . £ (mod. 
quam ob rem terminus in sinistra parte positus erit formac 
/tp«-*(iat-i ~f- A>») = V*-ö/a'-i X/ip><-9+2 
quumque 0=1 habetur 

(a H- /ip»-&Y — a' == at-*//p»-9t (mod. 

= 0 (mod. /z") 

quia in hocce casu £ per /> non vero per p 2 divisibilis est. Tbeo- 
rema igitur valct quando n — 0^>1 atquc0=l. Sin 0 non est 
1 ussumumus propositionem nostram valere pro 0 poteritque de- 
monstrari etiam pro 0-4-1 lacum habere. Tum autem a valore 1 
usque ad 2, hinc ad 3, omuino ad 0 aseeodi poterit. Sit igitur 

(a -f- ftp»-®)* — a' = ta*-*/tp n -e (m. p"+ l ) 

ponaturque tp pro t ita ut tp per pS+i non vero per p9+2 sit di- 
visibilis. Habemus 

(a hp n ~<*yv — a*P 

= /tpn-ey — a*\ j (« + /tpn-oytp-i) -f-«'(a-f- /ipn-ey(p-v) 

verum 

a -+• hp n ~9 = a (mod. p% ergo 
(a + fipn-oytp-» = «<(/>-« (mod. p*) 

a t ( a 4- Apt*-9y(p-i) m a*p-v • 



(a + ///?»-e)^l) = , 
adcoque summa erit congrua a'(P-D . p vel 

formae a'Cp-D . p -f- Kp*, ergo 
(a -4- hp"-&yp -* a?P formae (a f -i///>*-ej-t-Ä>'«-*-i) 
ja^-^-f- A> 2 j vel congrua atp—i/tpn—Sfp 
secundum modulum »-+-2. Erit igitur 

(« + /tp n -&yp — a f ? = a t v-^hp n -9tp (m. ^ n ~ w ). 

Jam vero * per p9, p»~9tp per et (a + hp»~9yp — a*P per 

^n+i divisibilis, quam ob rem 

(« -f- hp^&yp — aO> = 0 (mod. 
ita ut prop. valeat pro 0 + 1. 



Digitized by Google 



13 

Sit secundo » — 0 = 1 atque 0 = 1, tum erit 
(o + Itpy — a' = Itp j (a -f- hpf~ x H~ «(« + W -2 

Atqai 

(a+//p)'-i — a'-i=///?|(a-f-^y- 2 +«(«-f-^)'- 3 -i- etc. + a'-2j 
Deinde 

(a -h hpy-t = a'~ 2 (mod. />) 
- «(a + = a<- 2 



ergo summa erit congrua a' - 2 (/ — 1) sec. mod. p vel formae 
ut-i(t — 1) + A/i adeoque 

( a _l_^)/-i_ a f-i erit formae a'-2(* — 1) hp + Khp* 

quam ob rem 

(„ -f. — = «'-2(* — 1) (mod. /?*) 

vel (<*■+- //O'" 1 == a'-i a'-2(* — 1 ) hp 
prorsus simili modo 

(a -f- Zip) 1 -* = a'- 2 H- <*'-»(* — 2)Ap 
(a -4- = a'-» 4- «'-*(*— 3)///> 



ergo 

(a + Itpy— a' erit formae + ^ + Ä>'| 

vel coogrua ^^-1 + ^"^ /i*p % (mod. />»). 

Jam vero — g— est uüm. integer adcoqne — "ö" P cr * at< l uc 
igitur per p divisibilis, quam ob rem liabemus 

(o -+- ftp)* — u* = hptaX" x (mod. p x ) 
a' == 0 (mod. 

Simili modo ut antea ad modulos />», p»+* poterit ascendi. In omui- 
bus igitur casibus habetur 

(« /ipn-9)t = «f (mod. />») 

atque (a + = 1 

quae congruentia pro modulo /j«" 1-1 oon valet. 

Ex quo facillime deducitur, numerum aliquem radicem congru- 
entiae prnpositae esse non posse, nisi in forma cootineatur 
u+//pn-G m Quando enim a' ipsi a secundum p neque vero sec, 
comrruus esset radix poni liceret a! = « //'/a" ita ut sit 
H<n — 0. Tum erit (a + i/fs^ Becundum modulum pP+8 
neque vero secund. p n contra hypoth. 

2. Quaecunque radix congruentiae = 1 (mod. p n ) eidem sa- 
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tisfaciet secund. p; jam vero Laec = 1 (mod. p) habet * radices 
diversas (§. 15.). Sint bae radices A y &,€,... Quodsi a est 
radix congr. prop. ipsi A secundum p congrua etiam 

a -h a -|- 2p«-f), . . . « (pf* — 1 )/>«-8 

fore radices (ex 1) patet Quam ob rem exstant pO radices congr. 
nostrae ipsi A sec. p congruae. Idem valet de reliquis /?, C, . . . 
ergo satisfacient omnino )cpQ sive 6 si modo demonstratum foerifc 

3. Semper radicem a congruentiae a?=l (m. p n ) ipsi ^4 se- 
cundum p congruam invcniri posse. 

Sit a radix congr. sec. mod. * probeturque semper exstare 
radicem sec. p" numero « sec. p congruam. Ex praeced. patet 

sec. mod. /?" ergo propter = 1 (mod. i) (a -|- //p"—i—f)y — 1 

per /;" -1 divisibilis est. Ut autem per p n fiat divisibilis, // ita de- 
oet determinari ut 

per /> sit divisibilis. Quod Semper Geri posse inde darum, quod 

a '~ l p& ad p est numerus P rimus - Erit igitur a-f-/jp»-i-e radix 
quaesita, siquidem n — 1 — 0 non evanescat. 

Sin w — 1 = 0 erit t per p»-i divisibilis, vel t ~ t'p»-*, 
t — t=ti{p*-+— : \) atque t — t' per p — 1 divisibilis. Quia autem 
^f'=l (m. p) erit ^f'' = l. Quodsi ponimus A v = \ -\- hp habe- 
tur A t z=. A t 'P n - x = (\ /tp(P*- x = 1 (m. /*») ex quo sequitur, in 
hocce quidem casu quamcunque radicem congruentiue ^=1 (m. p) 
ejusdem secund. mod. p n fore radicem. Jam vero exstat numerus 
congruentiae sc'^l (m. p) satisfaciens , hinc ad modulum />», hinc 
;id /'\ . . . ascendi poterit. 

§. 18. Etiam congruentia ar» = l (mod. 2p») admittet 
6 radices diversas et non plures, designante 6 divisorem 
commun. max. num. /, p"—l[p — 1). 

Satisfaciat a congruentiae sec. mod. 2, ß cid ein secundum p n . 
Si ponimus iV=ce (m. 2) = ß (m. »») erit A> = a' (mod. 2)~ßt 
(mod./»») vel A'=l (m. 2) = 1 (/?«), ergo A'* = 1 (mod. 2p»), 
Jam vero congruentia d?' = 1 ( m. 2) unam tantummodo radicem ad- 
mittit, haec vero a^=l (p n ) o radices, huic denique A'=a (m. 2) 
= ß (m. p n ) unus modo valor qui sit <^2/>«, ergo N manifesto ha- 
bebit 1.6=6 secundum mod. 2p n valores incongruos. 

§.19. Congruentia &*=A (mod. jp») admittit 6 radi- 
ces diversas. 

Quoniam congruentiam resolubilem esse supponimus sit x ra- 
dix oliqua , vel x* = A (mod. p n ). Congruentiam = 1 (m. p H ) 
admittere 6 valores sec. modulum incongruos ex §. 17. patet. Sint 
hi valores a a , a ti . . . aj. Jam dico residua minima producta- 
rum xa t , *a„ . . . xa# radieibus congruentiae propositae aequi- 
valcre. Nam si quaneunque radicum congruentiae ac t = 1 {p n ) de- 
signamus per o, erit a* = 1, atqui x' = A ergo (xa)* = A (mod. p n ), 
quam ob rem xa est radix congruentiae, de qua agitur. 
igitur erunt hae singulae 

xa l9 £a a , *a,, .... xaj, 
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Jam vcro omni» haec producta sec. mod. sunt incongrua; nam si 
haberetar universim %a m =xa m i differeotia x(a m — ««0 ergo a„,— a m f 
per mod. divisibilis esset, quoniam bic ad x est primus. Atqui a mi 
a m - sunt radices congruentiae 1 atque incongrua, ergo rev era 

producta, quae modo diximus, sec. mod. sunt incongrua. Neque 
vero plures quam S radices exstahunt; nam quum modulum ad x 
esse primum suppnnamus, numerus a ita Semper potest determinari 
ut sit ax = ar* (mod. p n ) denotante x' numerum congruentiae propo- 
sitae satisfacientein. Hinc sequitur = ^ at( ( ui %t = ^ er g w 
o'=l, ita ut valor a congruentiae &*=l (//") satisfieri debeat. 
Quaecunque igitur radix congruentiae &*~A (p n ) productorum 
alicui aa,, xa ti xu $f . . . xu# congrua erit, qua ex re 6 neque plures 
exstant radices. 

§. 20. Argumentatio §. 12. praesertim in eo vertebatur, ut 
eongruentia &*=l (mod. p) non plures auom t radices baberet di- 
versas. Quum jam in §§. 16. 17. 18. probat um sit baec etiam pro 
modulis /;", 2p* t 4 locum habere, nihil impcdit, quominus etiam pro 
bis modulis demonstratio §. 12. adbibeatur. Ex quo sequitur 
pro modulis p t p n , 2p*, 4 designante p numerum primum 
imparem, semper radices exstare primitivas, i. e. nume- 
ros, quorum periodus omnes ad modulum primos eoque 
non majores complectatur. 

Pro reliquis autem modulis radices non exstare pri- 
mitivas, hoc modo facillime d emo nstratur. 

Sit modulus formae t i H < .. .. signiticetque, si quidem ex- 
stare possit, N radicem pro hoc modulo primitivam , ita ut 
JV^ # - | (^-i)Ä»-KÄ-i)C i »- , ((?-i) . . . sit infima num. A unitati congrua 
potestas secundum modulum A a B b C tt . . . Jam vero N ad modulum 
Drimus est nec minus ad singulos potestates A a t B*, C^; ergo 

$A~-KA-X) = 1 (mod. A°) 
A T ü«-i(i?-i) = i ( mo d. ßb) 



Designetur dividuus communis minimus numerorum 

A°-i(A— 1), ^-1(^ — 1), 0>-l(C-> 1) . . . 
pertf, critque 

JW=l (m. A°) = \ (mod. ß*) = l (m. O) . . . 

adeoque 

M=l (mod. A°ß> &...). 

Quoniam casus, in quo modulus est numeri primi potestas aut ejus 
doplum exceptus est, numeri 

A°r-i(A—l), ß*—i(B — 1), Cfc-i(C-l)... 

tanquam pares non erunt inter se primi, ergo horum dividuus com- 
munis minimus produeto est minor vel 

d<A*-i(A — \) Bb-\(B — \) C^i(C-l) ... 

quo facto N non esset radix primitiv» contra hyp. 
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21. Et adhuc quidem ita nobis progressa ratio est ut dis- 
quisitum fuerit, Dum exstent necne rudices primitivae; nunc autcm 
aliud perscquamur genus determinandi scilicet multitudinem radicum 
primitivnrum. Dicu auteui in gcnere 

tot numerus ad exponentem t pertinere., quot sint ad t 
primi ipsoque non majores et quidem iianc propositio- 
n v in ad modulos p n > 2p n y \ extendi licebit. Erunt igi- 
tur tot radices primitivae, quot sunt ad p n ~ l (p — 1) vel 
ad 2 primi ipsoque non majores. 

Primo observamus / numeros p"—i(p — 1), 2 metiri debere 
(§. 9. sqq.). Quodsi numerus aliquis a ad exponentein t pertinet, 
residua minima potestatum 

Är, a 2 , a 1 , . . . a* 

erunt inaequalia quumque congruentia je* = 1 (mod. ///) denotant 
m aliquem ex Iiis 2//", 4 plures quam/ radices diversas admitten 
nequeat (§§. 16. 17. 18.), manifesto omnes congruentiae illius radi- 
ces cxbibentur potestatum residuis a, **, quarum quaeqw 
unitati sec. m fit congrua. Jam res eo reducta est, ut ex potesta- 
tum residuis ea eligantur, quorum nullum ad minorem quam t tut! 
exponentem pertineat. Dico autem si k ad t sit primus, potestateii 
(/■'■ sive ejus residuum minimum ad exponentem / pcrtinere. Han< 
autem proposilionem probavero, si demonstraverim, potestates 

• 

sec. m esse incongruas. Si vero babcretur aP* = «V'* (m. m) de- 

signante <p y xp aliquem ex bis 1, 2, 3,.../ esset (§. 10.) (p& = ipA 

(mod./) vel <pk — \pk=z{tp — \p)k per / divisibilis ergo </> — quo- 

niam X? ad / primum esse supposuimus. Atqui <p — xp «< /, ergo a k 

ad exponentem / pertinet. 

Quando autem a et l divisorem involvunt communem 6 potestas 

/ k 
jam -^ta ipsius a u unitati fit congrua. Nam quum -j sit integer 

h ' t 

crit quia «' = 1 etiam (a*)*? = l i. e. («*)'sl. Quodsi designa- 
mus numeros ad / primos per k lt Xr 3 , X:,,..^, omnes hae po- 
testates 

ah, . . . 0*ß 

ad exponentem t pertinebunt, reliqune vero numeri a potestates non 
pertinebunt, ex quo sequitur totidem numeros ad exponentem * 
pertinere, quot sint ad / primi eoque non majores, dummodo pro- 
batum fueritj nnum certe numerum a ad expouentem / pertinere. 

Designemus per (p'f multitudinem numeroruin ipso modulo mi- 
noruin, qui ad exponentem / pertineant. Deinde sint omnes numeri 
p*—i(p — 1) divisores /, Quum jam quisque numerus 

minor quam modulus m ad aliquem divisorum illorum pertineat, 
erit manifesto 

y'f -f- y'? -+- y't" -+- yV* etc. = p*-*(p — 1 ). 

Atqui (§. 8.) quando <pt designat multitudinem numerorum ad / 
primorum eoque non mujorum 

<pt-\- y/'-f- tfP+gtf etc. =p n ~l(p — 1) 
adeoque , . »: . . 
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<f*' + y*" H- etc = y'* H-^rV -f- <p'l» -f- y'/'" etc. 

Jam ex praecedentibus patet nulluni summae posteriores terminum 
priori s aliquem posse superare, neque minor esse poterit, quoniam 
summae sint aequales ergo <pt=tp't i. e. tot numeri ad exponentem 
/ pertineut, quot sint ad t primi coque non majores. 

$. 22. Vidimus in §. 20. pro modulo 2 n ubi n ^> 2 rudices pri- 
mitivas nun exstare. hu, im ex tiieoremate quod sequitur kacc pro- 
positio probatur nenipe 

Si potestas aiiquu numeri 2 altior quam secunda pro 
modulo assumitur, numeri cujusvis imparis potestas ex- 
pouentis 2"— 2 unitati fit congrua. 

Clariss. Gauss hoc tbeorema ex prop. §. 17. derivavit. 

Sed quoniam ad illam demonstrandum considerationibus valde 
peculiaribus opus erat atque propositio nostra facilius poterit demon- 
strari boc modo eum probabimus. 

Assumamus tbeorema verum esse pro modulo 2"—* ita ut sit 
n 2— 3 = 1 ( m 2»-!), designante a numerum quencunque iroparem. 
Ponamus igitur 3 = 1 -|- 2»-U eritquc a 2m ~ * = (1 -f- 2»-U)* 
= 1 + 2«i + 22i"-D?. 3 . Quoniam vero n > 2, 2* — n > 2, 
2(»— erit 2»3l-f-2«C»-W =0 (raod. 2«) ex quo sequitur 
^3— 3=1 (oiod. 2«), ita ut tbeorema valeat pro modulo 2» si verum 
est pro boc 2« l. 

Jam vero congruentiae .r 2 = 1 (2») omnes numeri imparcs sa- 
tisfaciunt, quia quisque numerus impar forma exbibetur 7 »>wrbl at- 
que semper ( r i/// dbt I)- unitati sec. mod. 8 vel 2* fit congruus. A 
modulo 2 3 ad 2 4 , ab 2* usque ad 2', omnino ad 2" ascendi poterit. 

§. 23. Sequitur, ut dijudicetur, ad quemnam exponentein nu- 
merus impar sec. mod. 2» pertineut, deindc quot numeri infra 2* ad 
exponentem t exstent pertiuentes. 

Tbeorema. Quivis numerus impar forma *2"'//dt 1 exhi- 
bitus, ita ut sit m^>l atque h numerus impar ad exponen- 
tem 2 A ~ M pertinet sec. modulum 2", ubi »>-2 assumitur. 

Ktiam haec propositio ex %. 17. sequitur, sed ut tota dilucidior 
fiat res, demonstrationem, quae sequitur, adbibeamus. 

Quoniam numerus nrnpositus a est formae 2 m h zbr 1 erit a % for- 
mae (2»-i>{ zfc 1) vel formae 2«h-Vi' H- 1, ita ut /*' sit 

numerus impar, quia m > 1. Hinc erit 

formae H-2»+2/<" 
«• formae 1-4-2«+»//" 



formae 1 -f- %"+P/t(M) 

designantibus /*", h"*, . . . numeros quoscunque impares. Jam sit 
aV* minima ipsius a potestas unitati congrua sec. mod. 2« eritque 

2*+W) == 0 (mod. 2«). 

Qu um vero //.") sit numerus impar, erit 2 m -*-." per 2" divisibilis, in- 
ferior ipsius 2 potestas non divisibilis. Itaque babemus w4- ( u = » 
adeoque ftz=zn — m atque 

5 1 (m. 2») 

quam ob rem a ad exponentem S6*r" pertinet. 

Theil 11. 2 
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Exempl. Sit mod. 2*=32, num. prvp. 11=2*. 3 — 1 tum 
perlhiebit 11 ud ex po neu lein < 2ß~ 3 vel 8. sec. mod. 32. 

Potestates 11. 11». 11'. 11«. 11«. 11«. 11». 11\ 

Rcsidua 11. 25. 19. 17. 27. 0. 3. 1. 

§. 24. Quando 2», ubi »>-2, pro modulo assnmitur, 
Semper t numeri ad cxponentcm t pcrtincbunt. lpsum 
vero t numerum 2"-- metiri dcberc ex §§. 9. 22. intelli- 
g i t u r. 

Quisque numerus ud expouentom perlincns 2"— m forma dcbct 
exliiberi 2"'^dbl (§. 23.), qua re quaestio hur rcducta est, ut de- 
terminetur quot numeri moduio 2* minores formis ~ m /tz±:\ couti- 
neautur. Debet autem // itu determinnri ut sit primo 2'"//-f- 1-<2'' 

vel h < 2»— ,n — adeoque h ^ 2«— '» — 1 , secunüo ut sit 

2"»//— -1<:2" vel // < 2»-"' -f- ^ adeoque h ^ 2"-'" — 1 , mani- 

festo enim h tanquam impar ipsi 2"—"» aequivalere nequit. Valores 
igitur numeri // erunt hi 

1, 3, 5, 7, 9 2«—- 1 

fncillime vero ex induetione intelligitur, multitudinem horum rer- 
minorum esse 2 n ~ m ~K Itaque formis 2'% z+r 1 comprebenduntur 
2»— m— i t 2 vel 2 n ~ m numeri minores modulo 2*», ergo Je"—*" numeri 
ud cxponentcm 2"— m pertinebunt. 

Exempl. Ad exponentera 4 seeuodum mod. 16 pertinent 4 nu- 
meri nempe 3, 5, 11, 13. 

Potestates sunt Rcsidua minima 

3«. 3 2 . 3 3 . 3* 3. 9. 11. 1 

5 1 . 5 3 . 5». 5* 5. 9. 13. 1 

II 1 . 11». 1t». Ii« II. 9. 3. 1 

13«. 13*. 13 J . 13« 13. 9. 5. 1 

§ 25. Ut propositiones; quue scquiintur spcct.'intque ud perio- 
tlos potestutuni, rudices primitivas et rcsidua quadratica magis inier se 
connexae sint atque tbcoremata quid simile babcant, satis apparcat, 
priusquam ulterius progredimur , notioncs quasdum de residuis qna- 
draticis praemittemus. " 

§. 26. Ex congrueutiae notione sequitur quudruta u 2 , (m — a) 2 « 
secundum inodulum m esse congrua. Qua re potestatum 

- . I 2 , 2 2 , 3», 4», 5», ....(«• -2)», (m-\y- ■ ] 

• - 

residua minima nun omni t erunt inacqualia quumque quadratum ali- 
quod, cujus radix ipsutu m superut, quadrato aiicui cujus radix 
congruum debet fivri patebit numerus exstarc, qui quadrato 
nön sint congrui neque minus numerus revera quadrato aiicui con- 

fruos. Uli numeri moduli propositi non-residuu, bi vero resi- 
ua vocautur quadratica. Et primo quidem criterium uliquod inve- 
niendum, utrum numerus aiiquis moduli propositi sit residuum uu 
nou residuum. Etiamsi in §. 15. Coroll. 1. jam invenimus, uume-. 
rum aliquem esse residuum aut non- residuum moduli cujusvis pri- f 
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mi prouti potestas A 2 unitati sec. p congruus sit aut incongruus 
Kim« m nunc aliud assequamur ratiocinandi genus huic ipsi ui iteriac 
magis idoneum. 

§. 27. Quando 2/>», 4 pro modulis assumnutur nt- 
que a significet numerum ad quemque horum primum de- 
oique tpm cxprimat mul titudiacui ad modulum primorum 
eoque nun majorum numerorum, tum dico 

1. Si a sit residuum quadraticum moduli illarum for- 
marum aliqua comprehensi, semper potestatem uVf" 1 uni- 
tati congruam esse. 

2. Vice versa si aVt m unitati coogrua sit, Semper a 
residuum quadraticum esse moduli propositi. 

Demoostratio. Prima pars. Ohm a est moduli m residuum 
quadraticum inveniri poterit quadratum aliquod a 3 , cui u secunL 
m sit congruus vel a 3 =a (mod. m), qua re (a* JW* = g&f* i. e. 
a'fm = aW m . Atqui quum a ad m primum esse supponamus u'f' n =\ 
(mod. m) (§. 9.) adeuque =1 (mod. ///).* 

Uanc proprietatem valere pro modulo quocunque inde manat, 
quod nihil impedit, quominus argumentatio nostra ad quemvis ad- 
hibeatur modulum. Longe vero aliter res sese habet in altcro 
casu. 

Secunda pars. Congruentia 

aT m = 1 (mod. m) 

admittit 90» radices (§. 9.) tot enim exstant numeri ad modulum 
priori eoque minores; baec vero altera 

(a:*)W m = 1 (mod. m) 

\<pm habet radices neque plures (§§. 16. 17. IS.), quia numerorum 
{ifm et <fM divisor communis uiaximus est -\<pm. Jam vero Ar, ut 
modo diximus, tpm valores involvitin congruos, ergo .r- \(pm valores 
incongruos sec. mod.; fucile enim perspicitur, qu ad rata, quorum ra- 
dices suuimam m constituunt esse congrua, quatfr.ata autem, quorum 
radices {<pm non superant sec. m incongrua esse. Nam quum m=p> t 
vel 2/»", erit \*pm = ty n ~*{p — lj. Quodsi esset V- = ^ ita ut 

sit quum X tum p~^{<pm liaberetur (X-\-p) (X — j*) = 0. Hi autein 

factores numerum primum p non siinul involvunt, quia diß'erentia per/» 
dividi nequit amboque parcs sunt quando modulus est 2/>», quouiam 
in Jiocce casu et X et (J> est numerus impar, nam (& 7 )l'f"* — 1 tan- 
qnam per parem 2p n divisibilis ipse erit pur adeoque at impar. Ex 
quo patet aut unum aut alterum facto rein per modulum divisibilem 
esse. Scd lioc fiert nequit quia et X-^-fi et X — // modulo minor est. 

Quum igitur congruentia (a?*)W'"» = l (mod. m) admittat {(pm 
oeque~ plures radices, statim perspicitur numerum a congruentiae 
aW m = 1 satisfacientem quudrato aiicui sec. m congruum fSre. 

§. 28. Licet observari quando formae /»", zp H pro modulis 
assumantur potestatem aW ,n unitati aut positive aut negative sump- 
tae congruam üeri. Nam quum a < f m — 1 ergo (aW m -\-\) («17'"» — 1) 
per m divisibilis sit (§. 9.), aut unum aut alterum factorem per i» 
divisibilem esse oportebit. Rempc ambo factorem /// ianquam dille- 
rentiam 2 constituentes non siinui involvunt, quandoque modulus 
est 2f>" umbo erunt pares, ut ex §. praec. patet, quam ob rem erit 

2» 



aut aW m + 1=0 aut «IT» — 1=0 i. e. aut aW'* = — 1 aut 

«W* = 1. 

Si igitur (§. 27.) 

1) a est residuuai quadraticum moduli p'\ 2p H semper potestas 
a\p m -Hp— l) unitati congrua erit. 

2) Si alP'-ty'—W unitati congrua est, semper a erit residuum 
quadraticum. 

3) Quando a est non- residuum, erit «i/^O-D = — 1. 

4) Quando denique potestas gglP—Hp—i) = — 1 seoiper erit <r 
non* residuum quadraticum. 

Aliam Ii u jus propositionis dcmonstrationem dedit celeberr. Legen- 
dre iu opere quod iuscribitur Essai sur la tbeorie des nombrcs. 
quae tarnen eo limitatur casu, in quo modulus est numerus pritnus. 

<§. 29. Hoc residuorum vel non - residuorum criterium nedeten- 
tim fert ad propositiones, quae sequuntur deinonstrandas, q'uas ad 
modulos p", zp* extcudi licebit. 

Productum ex duobus residuis erit residuum, ex re- 
siduo in non-residuum erit non- residuum, productum 
vero ex duobus non-residuis revera residuum est qua- 
draticum. 

1) Sint a, b residua quadratica eritque aVf' m = 1, £i'/»» = l ubi 
ym=pn-i(p — 1), ergo (ab)W m = \ i.e. ab residuum (ex §.28.2). 

2) Quundo a est residuum, b autein non - residuum, erit 
= 1, = _1, rrgo (ab)^ m = — l i. e. ab non- residuum 

quadraticum (§. 28. 4). 

3) Quand» denique ambo b sunt uon-residua erit aVf m = — l, 
£*'///.== — 1, ergo (ab)W>»== 1 i. e. ab residuum (§. 28. 2). 

§. 30. Si alii quam qui in forma p'\ 2p", 4 continentur 
moduli assumuntur atque ttW m unitati sec. m est con- 
grua, nibilo minus a nou-i esiduu m esse poterit. 

Sit modulus m = A n B l 'C> : . . . atque a l -V m = 1 (mod. m) ita ut 
sit \ym= $A*-*{A — IJ B b -i(B—\) &-\C— 1) . . quod ita 
designemus productum \ußy . . . Sit dcinde / numerus primus im- 
par. Assumamus a esse non-residuum moduli A a , quod semper 
exstare manifestum est, quo facto erit «r4« = — 1 (mod. A a ) (§. 28.) 
adeoquc a^'&V • = -f- 1 (mod. A a ) quia unum certe borum /?, y, . .. 
numerum parem esse oportebit. Tum vero a est non -residuum 
mod. A a , etiamsi eongruentia «»^"=1 (m. m) locum habeat. Quam 
ob rem a etiam moduti A a B L C c ... vel m erit non-residuum; 
nam si residuum esset, cujusque ltoruin A a . B i 1 C° . . . residuum 
esse oportcret. Et adhuc quidem modulum 2» (»>-2) excepimus, 
sed pro boc etiam propositio demonstrator faciliime. Kst enim 
//i = 2"^ (fm = 2"— \(pm = 2«—- atque si a designat numerum 
quencunque imparcm (§. 22.) o 2 " -54 ^ 1 (mod. 2»). Patet autem 
non omnes numerus impares moduli 2" esse residua; nam omnes 
forma 8/r-f-3, 5, 7 coinprebensi numeri sunt non -residua, quoniam 
cujusque numeri imparis tanquam formae \k db 1 quadratum semper 
formam babet 8Ar-f- l neque vero 8/r-f-3, 5, 7. 

§. 31. (Juitas negative sumpta semper est residuum 
quudraticum aut non-residuum moduli in aliqua forma- 
rum p", 2p» exbibiti, prouti // est formae 4»-f-l aut 
formae 4/4-4-3. Cetcrum — l non-residuum est moduli 4. 

Nam potestas ( — l)i/>" _1 (/>— i) unitati positive aut negative sump- 
tae congrua est, prouti \p n "^{p — 1) est par aut impar, erg-o 
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(§.28.) — 1 resp. residuum aut non -residuum.' Erit autera ^p n - x (p — 1) 
par aut impar prouti \{p — 1) par aut impar i. c. prouti p formae 
\n -+- 1 aut formae 4» 3. 

"Von - residuum denique moduli 4 est — 1, quia cujusvis numcri 
imparis quadratum tanquam formae 8k 1 secund. mod. 4 uuitati 
positive sumptae lit congruum. 

§. 32. Priusquam ad determioandam residuorum vel non-resi- 
duorum multitudinem progredimur, nonnulla de radicibus congruen- 
tiae secundi gradus &* = 1 dicenda sunt, quippe quae in sequenti- 
bus maximi sit momenti. In Universum quidem hoc argumentum in 
§. 16. jam tractavimus sed ratione modo habita numeri pro modulo 
assumpti primi; nunc vero de quibuscunque modulis agamus. 

§. 33. Congruentia .r' = 1 (mod. m) designnnte m nu- 
merum a Ii cujus forma rum />" , 2p n vel 4 duas tantummodo 
radices admittit nempe 1 et — 1 vel m — 1. 

1) Quando modulus m est numerus primus p differenfia a;* — 1 
= (.r— 1) (^r-r-i) per/? debet esse divisibilis ergo aut uuus factor 
aut alter (§. 1.), quam ob rem quuniam oportet esse a: modulo mi- 
norem, ipse a: erit aut 1 aut p — 1. 

2) Quando modulus est numeri primi imparis potestns puta p n 
etiam tum productum {.v — l)(jr+l) modulus metietur. Jam vero 
ambo factores numerum primum p non simul involvuur, quia dift'erentia 
eorum scilicet 2 per/? dividi nequit. fcrgo aut jc — 1 aut ^r-hl 
per p n debet esse divisibilis vel ^r=l aut = — 1 (m. p H ) et quo- 
niam jc modulo est minor a: = 1 aut ac=:p n — 1. 

3) Si modulus est duplum numeri primi potestatis manifesto . 
prueterquain quod ambo factores a: — 1, + 1 numerum primum 

p non simul involvunt, etiam ambo eruut pures, qua re modulus aut 
unum metietur aut alterum i. e. a: = 1 aut = — 1 (m. 2p n ) ergo 
x=\ aut VLp n — 1. 

4) Radices duas modo cxstare congruentiae o? 9 = 1 (mod. 4) 
scilicet 1 et 3 demonstrutione non egcat. 

§. 34. Congruentia & % = 1 (mod. 2"), in qua n^>2 
semper quattuor neque plures admittet radices nempe 1, 
2—1 — 1, 2»-i -j- 1 , 2» — 1. 

Quia — 1 per mod. 2« debet esse divisibilis, x erit nume- 
rus impar, par ita ut poni liceat d:-4-l=2/r, quo facto 

<e* — \ Idk—\\ ' 
habetur — 1) (a: + 1) = U(k — 1), = L_ 2 ■ Quodsi 

k est numerus par, k — 1 impar debet esse k per 2" — 2 divisibilis vel 
k formae 2*— 20, a: formae 2"— *0 — 1. Si vero k est impar, 
k — "1 par, erit k— 1 — 2"- 2 <9', .r==2*-i@'-r-l. In omnibus casi- 
bus as est modulo miuor, ergo bae quattuor inveniuntur radices 
2«-i — 1, 2» — 1, 1, 2«-i-M. 

§. 35. Restat, ut modulos, qui in aliqua forma nun /'", 2p n , 2" 
non sint compreiiensi 3 consideremus. Exhibeatur modulus forma 
A a B h C e etc. eritque perspicuum, si numerus aliquis sit residuum mo- 
duli propositi etiam residuum fore singulorum tactorum, qua re ex 
congruentia 

=r (mod. A«ßl>0 . . .) 

deducuntur hae 

m % = r (mod. A a \ n* = r (mod. B% == r (m. C°) etc. 
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PoDtuaua 

/ = m (inotl. A«), = n (in. B 1 *) = f] (in. &) etc. 

eritque 

f 4 = r (m. ^") = r (mod. #*) == r (in. €*) etc. 

ergo 

**3r (mod. 

Not um est, im um snlum numeruin / infra modulum A n B h C° . . ex- 
stare, qui cengruentiis 

t^m (m. A a ) = n {m. ß k ) — q (m. O) etc. 

siniul sntisfaciat. Quaestio igitur quot vulores admiit.it t eo reducta 
est, ut decidulur quut radices halieant singulae congruentiae m % =r 
(m. A a ), n 2 = r (m. B b ) y*=r (mod. C c ) . . . Sint Iii vulores, 
quoram muititudo §§. 33. 34. dcterininatur (si modo r=\) deinceps 

m, m\ m", etc.; », #»" etc.; ^r, ^, etc. 

manifcstoque quoniam combinari oportet lios muititudo ipsius / va- 
lorum i. e. radicum congruentiae 

* % =r (m. A«B**&..) 

muititudo erit producto aeqaalis 

{m -\-m -\- m" etc.) (#» H- ri n" etc.) {q-\- + etc.) . . . 

Ex iis quae adhuc de congmentia ^r a = l sunt tradita sequitur, 
radicum multitudinem Semper majorem esse quam' 2 dummodo ne 
modulus sit formae />, 2p n vel 4. 

§. 36. Quod seqnentia cum tlieorcmate Wilsoniano ut di- 
citur arcte cobaerent facillimcque ex propositionihus, quae ad con- 
gruentiam .r- = l spectant, illius tbeorematis argumentativ peti po- 
terit, boc ipsum sed a summo Gauss in Disq. Aritlira. hoc modo 
generalius enunciatum probemus. 

Productum ex omnibus numeris, numero quocunquc 
dato / minoribus simulque ad ipsum primis congruunt 
est secunduin A unituti vel negative vel po-sitive sump- 
tae. Et quidem negative sumcnda est unitas, quando A 
est formae p n aut bnjusce 2/? n , designante p numer um pri- 
mum imparem, insuperqne quando A = A\ positive autem 
in omnibns casibüs reliquis. 

Designentur numeri ad A primi eoque minores ita 

Qu #2» (?»»•-.•• °i"-2, Qu 

quo loco statim observandom est, borum multitudinem sive fi esse 
parem. Jam dico 

primo. Producta alicujus i Horum in reliquorum quemque sec. 
mod. A incougrua esse. Si cnim Qk, Qk', q*» dcsignant tres 
quoscunque atque esset QkQk' = QkQk" (m. A) productum Qk(Qk' — Qk") 
ipse A metiretur «rgo ditVcrentiam Qk' — Qk" (§. 3.). Atqui boc Üeri 
nequit quoniam Qk' — Qk" < A. 

secundo. Producta d« quibus agitur sive corum rcsidua mi- 
nima ad A erunt prima. Quando cnim ex. gr. productum QkQk' 
cum A baberet communem factorem primum, bic ipse aut Qk aut Qr 
metiri deberet, quo facto modulus / cum uno borum Qk y Qk' factorem 
communem involveret contra ea, tjnae supposuimus. 
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tertio. Quodsi numerorum aliquis ad A primorum ex. gr. qu 
in reliquos omoes atque etiam in se ipsum multiplicetur, residua inde 
geoita minima ad A erunt prima quuinque eorum multitudo sit /*, 
jilures autem numeri ad A primi infra A non exstent, residua haec 
numeris 

0i> Q„ • • • Qt*-2* Qf* 

online neglecto aequivalebunt. Jam wro inter hos reperitur 1, qua 
re semper unum et quidera modo unum illorum producto- 
rum unitati secundum / congruum fore patebit. Nume- 
ros, quorum productum sec. mod. aliquem unitati fit congruum, 
Eulerus socios sibi vocavit. In serie igitur 

0i> <t*> Qu • • Qp-fy Qp-h Qf* 

cuiquc numero in cadem serie socius aliquis respondebit, quo loco 
subintelligenduni erit, numcrum horum aliquem etiam sibi ipsi so- 
cium esse posse. 

quarto. Itacjue statim decidendum est, quot numeri scriei ex- 
stent j»ropositae sibi ipsis socii. Quando vero modulus est unius 
formarum p n , 2p n insuperque quando est 4 duo tautummodo numeri 
infra A reperiuutur, quorum quadrata unitati Bant congrua nempe 
1 et A — 1 (§. 33.). »int bi et Qp. Quo facto in serie 

Q z , Q„ . • . Qp-2 Qti-i 

quisque numerus unum a se diversum babebit socium neque plures, 
quumque multitudo horum sit par, productum vero ex binis terminis 
unitati congruum manifesto omnium productum et ipsum unitati iit 
congruum. Atqui g l Qp = l . (A — 1) = — 1 (mod. A) ergo 

QiQ*Qt • • • Qf-*QP—iQf* S — 1 (»od. /?», 2p», 4) 

quinto. Quando denique / est nullius formarum, quas modo 
diximus, sequitur ex §. 35. quattuor certe numeros exstare infra A 
(omnino multitudo erit potestas numeri 2 altior quam prima cf. §. 35.) 
quorum quadrata unitati fiant congrua. Hujusmodi numeris remotis 
reliquorum productum unitati congruum est. Priorum aliquo desig- 
nato per g@ erit etiam A — nf> eadem proprietate aft'ectus; nam 
/ — Q(-f ad A primus est non minus quam q& atque (A — qq) 2 =Q0 z 
(mod. A), qua re {A — </,.)' non minus unitati congruus quam qh z . 
Bini igitur numerorum sibi ipsis sociorum productum constiluent 
unitati negative sumptac congruum. Et quoniam dimidia ejusmodi 
pars numerorum est par, productum numerorum sibi ipsis sociorum 
unitati congruum est, ergo bocce quidem casu 

QiQ*Q% • • • Q t "-2Q t u r i$ t u=l (mod. A). 

Exempl. 1. Sit modulus 18 = 2. 3 3 formae 2p». Productum 

.1 .5.7. 11 . 13.17 = — 1 (mod. 18) 

2. Pro modulo 21 = 3.7 productum 

1 . 2 . 4 . 5 . 8 . 10 . 11 . 13 . 16 . 17 . 19 . 20 == 1 (m. 21) 

Coro II. Si modulus A est numerus primus p omnes numeri 
inde ab unitate usque ad p — 1 ad p erunt primi ergo 

- 1.2.3.4.5..../; — 1= — 1 (mod. p) 

quo modo vulgo enunciatur theorema Wilsonianum. 
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§. 37. Summa omnium numerorum ad uumerum quen- 
cuntjue A primorum eoque non majorum seniper per hunc 
A divisibilis erit. 

Quando numerus quicunque m<iA ad A est primus etiam 
/ — m ad / primus erit atque ambo «r, A — m sunt inter se di- 
verei; nam si esset n = A — m haberetur A=z2m, m=z$A, quo 
facto \A ad / non esset primus. Quare binorum summa per A 
divisibilis est vel potius ipsi A aequalis, ergo summa omnium per 
A divisibilis erit et quidem tot vicibus cootinebit A quot unitates 
habet numerorum ad A primorum dimidia pars. Manifest o argumen- 
tativ supponit, duos certe numeros ad A primos exstare, qua re exci- 
piendus est casus, in quo / = 2. 

§. 38. In sequentibus ea modo consideremus residua quadra- 
tica, quae ad modulum sint prima, quo facto solos «d bunc ipsum 
primos numeros ad quadrata elevari opnrtebit, ut residua de quibus 
agitur babeantur. Ktiamsi boc expressis verbis non dicetur, tarnen 
Semper erit subinrelligendum. 

§. 39. Multitudo residuorum quadraticoru m modult 
p n , 2p M , 4 sec. hunc incongruorum nec non multitudo non- 
residuorum aequivalebit multitudinis dimidiae parti ad 
modulum primorum eoque minorum numerorum. 

1. Quando moduius est numerus primus impar p 9 horum modo 
quadratorum 

1», 2>, S*,...0> — 3)*, {p-*)\ {p-ir 

residua minima considerari oportebit. Jam vero quadrata, quoruin 
radices summam p constituunt, erUnt congrua, quoniam omnino 
m* = (p — m)* sec. mod. p. At vero omuia haec 

1«, 2*, 3>, . . . <^pV 

revera erunt incongrua secundum p. Sint duo quaelibet te*. 
Quodsi haberetur m 2 = n 2 (mod. p) y esset (m-\-ri) (m — tt) per p 
divisibilis ergo aut m-\-n aut m — n (§. 1.) quod tieri nequit, 
quoniam et m-\-n et m — Qua re exstant \(p — 1) resi- 

dua raanifestoque totidcm non -residua. 

2. Quando moduius est numcri priini imparis potestas aliqua puta 
p». Sint numeri ad p n priini eoque minores 

Qn (?*> Qft-i, Qf* 

ita ut (i, sit minimus Qu maximus reliquique vulgari ordine sint po- 
sili. Tum vero ita eos ordiuari licebit 

Qi> Q2, ?«» P tt -*Qz, pn — Qvpn — Qt. 

• 

Jam quadrata, quorum radices summam p n constituunt, sec. p" erunt 
congrua, quoniam in Universum m 2 = (p H — m) 2 sec. mod./;". At 
vero quadrata coruni, qui moduli dintidiam parteui non superant, 
revera erunt incongrua. Sint bujusmodi numeri duo quilibet Ii. 
Quodsi esset o l = ^, productum (a-\-h) (a — b) per //" dividi 

Sosset; jam vero ambo factores primutn p non involvunt, quia si 
eri posset, differentia 2ö per p divisibilis esset q. e. a. Ergo aut 
unus factor aut alter per p n dividi poterit; sed etiam hoc fieri ne- 
quit, quod «-f-£, a — b<Üp". 

3. Pro modulo 2p n multitudinem residuorum quadraticorom esse 
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lft*-i(p — 1) simili modo probatur, dummodo ratio habeatur ejus 
rei, quod ambo a-\-b, a — b sunt pares. 

4. Si modulus est 4 duo modo cxstant nümeri ad 4 primi 1 
et 3. 3 vero residuum esse nequit, qaia quadratum numeri imparis 
exbibetur forma Ah -4-1 nerjue vero 4»-|-3. 

$.40. Multitüdo residuorum quadraticorum moduli 2* 
(*>>2) ad eumque i n congru oru m est 2«—'. 

Primum dico quadrata 

1», 3», 5', 7% ...(2*-2 — 1)» 

sec. modulum 2" esse incongrua. Nam duo quaelibet si nt «*, b % , 
Uuoiisi haberctur productum (a-\-b) (a — b) per modulum di- 

visibilis esset. Atqui ambo factores tiumerum 4 nun simul involvunt, 
quia tum differentia eorum 2b per 4 dividi posset, quod ticri nequit, 
quooiam b impar. Ex quo sequitur a — b per 2, a-\-b per v*— 1 
divisibilem esse oportere. Sed etiam hoc fieri nequit, quod summa 
a -f- b <Z 2"~ K Et quum quodque majus quadratum radicem babeat, 
quae cum alicujus seriei propositue quadrati radice summam 2*~*1 
constkuit sequitur talia quadrata revera esse congrua. Multitudi- 
nem vero borum 

Ii, 3», 5», 7», ...(2«-2-l)» 

esse 2« 3 facile ex inductione intelligitur. 

Exempl. 1. Pro modulo 32 babentur 2*-' = 4 residua scili- 
cet 1 . 9 . 25 . 17. 

2. Pro modulo 04 baec octo residua 

1.9 . 25 . 49.17 . 57 . 41.33. 

§. 41. Vidimus in §. 15. congruentiam jc h =\ (mod. p) de- 
signante p numerum primum imparem admitterc tot radices, quot 
unitates babeat divisof communis maximus numeroruin n et p — 1. 
Jam quum numeros ad eundem exponeotem pertinentes examinaturi 
Minus accuratiusque persequuturi, aliain etiam bujus pronositionis de- 
monstrationem tentemus, ex qua multa alia attentione baud indigna 
sponte manabuur. 

1. Qu^cu nque numerus unumquemque aliorum duorum 
metiensj nurum maximum divisorem communem metietur. 

Sint numeri dati a y b divis. comm. maximus ö atque % tertius 
numerus ipsos a, b metiens. Ponatur «=o*X*, b=dk' quo facto k et 
k erunt inter se primi. Nam si factorem communem 0 involvercnt, 
poni liceret az=ö0.X, b = 60 . X' essentque a, b ^er 60 divisi- 
biles q. e. a. quoniam S divisor communis maximus est. Porro quo<l % 
metitur a et b bos ita exbiberi oportebit a=zz(p, b=.z<p\ Demon- 
strari autero poterit y, <{' multipla esse numerorum X?, Nam 

S& = *(p s 6&' = xy>' ergo 77 = vel k<p'z=k'<p atque £9' per K 

fit (j* 

divisibilis, jam vero fc* ad k primus est, qua re k' ipsum <p' metiri 
debet, similiterque k ipsum Quoniam <jp est multiplum numeri k 
oportet esse gp formae km, ergo ök = xkm vel d = xm, quam ob 
rem x numerum 6 metitur. 

Quando igitur numerus % divisorem communem maximum S nu- 
merorum a y b non metitur bos ipsos «r, b simul metiri nequit. 

2. Sit iß. radix congruentiac & n = \ (mod. p), ipsum u ad ex- 
ponentem pertincre oportebit sec. p> qui numeros n y p — 1 simul 



» 



Digitized by Google 



26 

nietiatur (§. 9. sqq.), qua re bic exponeus numerum d wetiri (lebet 
(1). Uuodsi onines ipsius d divisorcs uuitate et 6 non exclusis 
sunt Iii 

oinnes congruentine nostrae radices partim pertinebuut ad exponen- 
tem f. partim ad t', partim ad ('' etc. Ad cxp. t autem tot uumeri 
pertinent, quot Bin t ad / primi coquc non majores (§. 21.) vel g>£ 
similiterque de reliquis, ergo multitudo radicum erit 

^+ffl?'+ö)<''+ wf" etc 

vel 6 (§. 8 ). 

Haec consideratio rationeni suppeditat invenieiidi congruentine 
alicujus radices; at tola in eo vertitur difficultas ut numerus ad ex- 
ponentem propositum pertinens reperiatur. Nara mnnes numeros ad 
ex pon entern aliquem pertinentes facilüme iuveuiri possc, si modo 
unus exstet, ex praered. intelligitur. 

Exempl. Congruentia jc b = 1 (mod. 19) sex adinittet radi- 
ces, nempe 

ad exponentem 1 pertinet 1 
. . . . 2 . . 18 m 

. . 3 . 3 , 11 

. . . . 6 . . 8, 12. 

§. 42. Licet observari, si t designat numerum imparem atque 
numeri ad exponentem t pertinentes sunt «r, etc. ad ex- 

ponentem 2t pertinere p — — u' u etc., quo locoobser- 
vandum est ad exponentem 2^ totidem pertinere quot ad t. Pertineat 
' enim a ad exponentem t eritque a* — l (m. />). ergo quoniam t 
impar (p — a)* = ( — a)* = — 1 atque {p — a) 2 * = 1. Quodsi p — a 
ad inferiorem pertineret exponentem t' ita ut sit (// — a) v = 1 ba- 
bcrclur (p—a) 2t —r=l. Sit primo f par eritque (p— a^-t'^a 21 -*'— 1 . 
Atqui a pertinet ad exp. qua re (§.10.) numerum t ipsntn 2f — f 
ergo f meliri oportcret. Itaque quoniam t? est par etiam t' per 2* 
divisibilis esset q. e. a. quia t'<^"Zt. Sit secundo t' impar eritque 
(P — «0 2 '-'' = (— a) 2 '-*' = I, ergo a 2t ~r = — 1, «2(2^'J = 1 qua 
re t ii um. ~/' metiri deberet, ergo / . Erit igitur ita ut sit </> 

impar; jamvero (/>—#)'=— 1, ergo (p—a) ( f <=(/?— a)* 1 =(—«*)''= — 1 
contra praecedentia. 

In excmplo §. 41. ad exponentem 3 pertinent 7, 11 ergo ad 
exponentem 6 hi 19 — 7, 19 — 11 vel 12, 8. 

Ad exponentem 1 unus modo numerus pertinet nempe 1 quam 
ob rem ad exponentem 2 pertinebit so Ins p — 1. 

§. 43. Productum ex omnibus terminis periodi nu- 
meri cujusvis secundum modulum p n vel 2/>" vel 4 unitati 
congruum est positive vel negative sumptac. VA quidem 
positive sumenda est unitas, quando terminorum multi- 
tudo impar, quando vero par negative. 

Modulum p n vel 2p n designemus brevit. gratis per m sitque pc- 
riodus baec 

a, «*, «r 3 , . . . a* 
tJif+V) 

Productum P potestati a % aequivalere ex serierum doctrina con- 
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stat. Quando igitur t est numerus inipur, erif*^-—^ integer et quo- 

niain a* = 1 erit etiam P= a 2 =1 (mod. p). Si vero £ est 

j_ j_ 

par, erit \t integer atque «* = 1, (« 2 H- 1) • (* 2 — 1) = 0. Pror- 

/ _£_ 

sus simili modo uti jam saepius argumentati sumus erit aut 
t t_ 

aut « 2 — 1 per modulum divisibilis. Atnui « 2 unitati non cou- 

JL 

ffrna, quia est infima unitati congrua potestas, qua re a 2 ^ — 1 

adeoque P=« 2 = ( — 1)^1 = — 1. 

Si denique modulus est 4 argumentationis prima pars pro boececasu 

J_ 

valet; quod vero attinet ad secundam erit («r 2 •+- 1) (a 2 — 1) per 
4 divisibilis et quoniam ambo factores nuuierum 4 non simui involvunt 

tanquam differeotiam 2 constituentes, aut a 2 =1 aut = — 1 esse 

t t_ 

oportet Non autem erit a 2 =1 sec. hyputh. , ergo a 2 = — ,1, 
f(M-i) 

atque a 2 = — 1. 

Kxempl. Pro inodulo 25 periodus nuuieri 2 est baec 

2i 2* 2* 2* 2" 2 19 2*° 

Residua sunt 

2 . 4 . 8.16.7.14 . 3.6.12 . 24.23.21.17.9.18.11.22.19.13.1 

„ i 

produetumque est = — 1 (mod. 25). 

§. 44. Quando a est radix primitiv* moduii p n vel 2p n , ita ut 
sit aP m ~ l{ P— i ^ infima ipsius a potestas unitati congrua, periodus om- 
nes mimeros comprebendet ad inoduluin primos eoque non majores 
et queuiam in bocce casu tz=zp n ~ l (p — 1) semper est par, produc- 
tum numerorum ad aliquem primorum eoque minorum secundum 
hunc unitati negative sumptae erit congruum. (Cf. §. 36.) 

Si a ad exponentem \p?— l (p — t) pertinet, erit a residuuni 
quadraticum moduii />" vel 2p" (§.28.)»ec minus residua erunt a 3 , «S 
m 4 , . . alP m ~ *0>— U et quidem mnoiu bis exbibcjitur residua, quod 
inultitudo eorum -\p n —*(p — 1) (§. 39.). Sequitur hoc 

Theorema. Productum residuurum quadraticoruin 
moduii in aliqua formarum p n i 2p n exbibiti con^ruum est 
unitati positive vel n^cative sumptae. Positive autem 
sumenda est unitas vcl%egative prouti \p n ~Hp—l) impar 
vel par i. e. prouti p est formae 4v*-r-3 vel formae 4*-f- I. 

Aliam magisque ipeculiarem demonstrationem tcntabiious in pu- 
ragrapbo quae sequitur. 

§. 45. Numeri ad modulum quem in Universum per m designe- 
mus, primi eoque minores sint 

0n © 2) 0 35 • • • m~O s , m — G 2 , m — tot 

quorum multitudinem tanquam parem esse 2/* supponemus. Quo 
lacto residua quadratica congrua erunt potestatibus 
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Qnodsi 

1. p est formae 4« H-l erit (§. 31.) —1 residuum quam ob 
rem residua etium ita exhibentur 

-0,», -0,*, -0,», . . -fyui*, -0,u* 

vel ita 

Hinc patet productum nomerorum ad /// primorom congruum esse 
producto residuorum ipsius m. Jam vero il lud producttim unitati 
negative sumptae congruum ($. 36.) ergo theorema probatum est 
pro mudulo, cujus factor p formae '•// -f- 1. 

Si vero p est formae \n -f- 3 erit — 1 bon residuum (§. 41.), 
quam ob rem non- residua sunt Iiis congrua 

— — 0,* -0a' 

vel his 

0,(1« -0,), 0,(^-0,)... 0^-0^) 

productumque non-residuorum a congruum erit producto numerorum 
ad modulum primorum i. e. unitati negative sumptae (§. 36.). Jam 
vero productum residuorum P in productum non-residuorum P con- 
gruit producto numerorum ad mod. primorum i. c. PP'= — 1, atqut 
> = — 1, ergo PP== — P, — P= — \ vel /»ee 1. 
Exempl. 1. Pro modulo 25 babentur residua 

1.4.9.16. 11.24.14.6.21.19 

quorum productum = — 1 vel 24. 

Ex. 2. Pro modulo 18 sunt residua ' 

1 . 7 . 13 quorum productum =1. 

§. 46. Productum residuorum quadraticorum moduli 
2» (/j>2J unitati secundura modulum 2"— * congruum est. 
Designemus residua moduli 2"-i per 

Q*> Qty • • • Qu 

quorum multitudinem esse 2"-4 patet ex §. 40., quo loco observan- 
dum multitudinem esse 1 quando n — 3. Cluo facto residua moduli 
2* congrua erunt bis terminis 

Qi, Qz> • • Qf*-h Qpi Qf*> Qf*-i • • • Q* Qi t 

sec. mod. 2 A ~~ 1 quoniam multitudo residuorum ipsius 2* est 2" 3 vel 
duplum multitudinis residuorum mod. 1 atque quodcunque ipsius 
2" residuum congruum esse debet alicui ipsius 2"— 1 residuo sec. 
mod. 2"— Quodsi productum residuorum moduli 2* designamus per 
P„, residuorum bujusce 2"— 1 per P H -~\ habetur congruentia 

P n = Pn-x % (mod. 2"-i). 

Jam theorema verum esse assumamus pro modulo 2" 1 ita ut sit 

/%_! = 1 (mod. 2«~2) 

eritque /V-i formae l-r-^-Sy, /Vi* formae l+2»-i«H-22("-2)y 3 . 

Digitized by Google 



29 , . 

Quia »>2 est 2(n — 2)^* — 1 adeoque P„-f = 1 (mod. 2»-») 
ergo ex uraeced. 

P H = 1 (mod. 2«~i). 

Quando igitur propositio nostra valet ^ro modulo 2»-* etiam 
pro hocce 2* valebit. 

Jam vero valet pro modulo 2 S , manifesto enim unum modo ex* 
stat residuum 1. Hinc ad modulum 2 4 , Line ad 2 6 , in Universum 
ad 2» ascendi poterit. . 

Exempt. 1. Residua moduir32 sunt haec quattoor 1.9.25. 17 
quorum produetum unitati secundum IG est congruum. 

2. Residua moduli 64 liaec sunt octo 1 . 9 . 25 . 49 . 17 . 57 . 41 . 33 
quorum produetum = 1 sec. mod. 32. B , m 

§. 47. Residuorum quadraticorum ad modulum q u e n • 
cunque m primorum multitudiui aequivalebit numerorum 
ad modulum primorum divisae per numerum, qui tot uni- 
tates hübet, quot radices congruentia 0P 9 = r (mod. m). 

Congruentia haec habeat 0 radiccs diversas. Ex quaque ha- 
rum radicum. quas omnes ad modulum primas esse supposuimus, 
unum idemque gignitur residuum minimum, quam ob rem disquisitio 
eo reduetu est, ut determinetur quoties 0 in multitudine numero- 
rum ad m primorum contineatur. Ex quo pedetentim sequitur theo- 
rema. 

Ceterum observandum est, si modulus factores modo primos 
impares involvat, residuorum multitudinem esse designante 

<pm multitudinem numerorum ad m primorum et k multitudinem 
tactorum ipsius m primorum. 

Ex hoc theoremate faciliime dedueunlur prop. §§ 39. 40. 

Exempl. Congruentia .r a = r (mod. 105 = 3 .5.7) admittit 
2 J vel 8 radices, deinde 2.4.6 = 48 ergo multitudo resid. moduli 
48 

105 erit ^- = 6. Sunt vero haec 

1 . 4 . 16 . 64 . 46 . 79. 

§. 48. Quivis numerus per nuroerum primum p non di- 
visibilis, qui ipsius p est residuum vel n o n-residuu m , 
erit residuum etiam vel non-residuum moduli p n vel 2p». 

Primo perspieuum est quemvis numerum, qui residuum sit vel 
non-residuum ipsius p n etiam residuum fore vel non-residuum mo- 
duli p. Jam vero (§. 39.) multitudo residuorum moduli p n vel 2/;" 
est {p n 1 {p — 1) quaeriturque, utrum inter hujus residua omnia om- 
nino residua moduli p (etiam sec. p congrua) reperianttfr. necne. 
Secund. p incongrua ipsius p residua exstant \(p — 1), totidem 
manifesto inter /> et 2/>, totidem inter 2p et 3/> etc. Qua re resi- 
dua moduli p infra p n inveniuntur p*—l . \{p — \ )z=z\p*—l{p — 1). 
Omnia igitur residua moduli p infra p n inter residuu moduli p* vel 
2p n reperiuntur. 

Aliam hujus dissimillimam propositionis argumentationem dedit 
summus Iwauss in Disq. Arithm. pag. 99 sqq. 

§.49. Quando potestas aliqoa numeri 2 altior quam 
secunda puta 2 n pro modulo assumitur, omnes numeri 
impares formae 8/r-r-l eruot residuu, reliqui vero non- 
residua. » 
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t 

Multitudo residuorum moduli 2» est 2" 3 ($. 40.) quaeriturque, 
nuui omnes Dumeri infra 2« fonnue 8£+l inter liaec reperiantur. 

Debet autem k ita determinari ut sit 8£-+-l«<2" vel >C-<2"-» — 4" 

adeoque k oum. 2"-' — 1 non superer. Si igitur pro k ponuntur 
valorcs 

0, 1, 2, 3, . . . 2«-» - 1 

habetur multitudo 2"— *, ergo omnes numeri formae 8£-f-l qui mi- 
nores sunt mudulo in residuis ipsius 2" reperiuntur. Prop. sec. 
pars jam in §. 30. breviter perstneta est. 

50. Pro modulo uliqiio qui forma p n vel 2p n noti continetur 
residuorum quadraticorum prodiictum non quideni semper unitati 
congruum est sed tarnen nuinero alicui congruum erit, qui in moduli 
residuis iuvenitur. 

Redigalur modulus sub formam A a B b C e . . , designantibus .7, 
/> . C\ . . numeros priinos diversos inter se. Sed unum modo casum 
brev. gratia consideremus, quo quidem A^ B, C . . sunt numeri primi 
im pures; quirunque enim est moduius, disquisitio facillime ex 
§§. 45. 46. peti poterit. 

1. Sin t omnes moduli factores primi formae \n 4 1 vel omnes 
formae \n -\~ 3. Residua moduli /// etiam siutrularium potestutum 
A a , H . . erunt residua. Jam vero residua moduli A a infra 

A a rxstant \A°—\A — 1), residua moduli m infra m 

Aa-MA — 1) B^-ijß — 1) Cc~i(C— 1) . . . 

2* 

(§. 47.) designante k multitudioem faeforum moduli primorum. 

Ex quo seqüitur multitudinem residuorum moduli m infra /// 

inultipium esse multitudiuis residuorum moduii A a infra A a f maui- 

#'>-HB— 1) C'-HC— 1) etc. lt 
testo enim uumerus ^j^i est »oieger; quonium 

quisque borum B — 1, C — 1, D — 1 etc. quorum multitudo k — 1 
est numerus par. Quodsi buue uumerum ita exbibemus 

l)£i-4.{(#_ l)e*-t.4(2> — !)/>*-* etc. 

perspienum erit quando omnes /?, C. D etc. sint formae 4* -4- 1 
hunc nuinerum esse purem, imparem vero quando omnes formae 
4//-T-3. Jam produetum residuorum moduli A a infra A a est =^rl 
sec. A a prouti A est formae 4»-4-3 vel f. 4/»-{-l (§. 45.) adeoque 
produetum residuorum moduli m infra m erit congruum potestati 

(zb .l{C-l)C*-i etc. 

ergo semper uuitati positive* sumptae congruum. ldem valet de re- 
liquis B 6 , & t /)<*..., quam ob rem producta mod. m residuorum 
designante per P liabebimus 

P=\ (mod. A°) 

= 1 (mod. Bb) 

= 1 (mod. O) 

• • • • ■ 

ergo etiam P=l (mod. A a B h C c . . = m). Hinc habemus theore« 
ma: St modulus est nullius formarum p n , 2p* atque omnes 
ejus factores primi suit impares omoesque formae ejus« 

* 

• > » 
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dem, Semper produetum hujus moduli residaorum unitati 
positive sumptae erit«congYuum. • 

2. si norm ulli facto res sunt formae \n -f- l reliqui vero formae 
4»-r-3 produetum residuorum moduli m unitati congruum est sc- 
cunduin quunique polestatum, rptarunt radices formae 1/4 + 3. Sint 
formae 4/4-4-3 Iii >7, /?, 6'... formae autem Iii If^K. JL . . . 

ita ut sit *» = A a B b C c . . H h K k L l critque P= l (mod. A a ) = \ 
(mod. /?'') = 1 (mod. £*) ergo etiam P = 1 (mod. A"B*€> , • A 
QuodM unus modo factor //exstat formae 4»4-1 produetum /* 
erit congruum (1) potestati ( — lM"- 1 • H'*— etc. cr g 0 
= — 1 secund. luoriulum //*, quam oh rem congruentias resolvi 
oportebit V'=l (mod. A"ß''C* . . .), — 1 (mod. //''), quo facto 
/* uoilati neque positive ncque negative sumptae erit congruum sec. 
mod. A a B b C c . . II h = m, Si vero plures tactorcs exstent formae 
4m -+■ 1 nempe //, A, JL . . . produetum residuorum moduli m est 
congruum potestati 

(_ \}\{A-X)A~- 1 • . . - KÄ-D^:*- 1 • K£-D#>-« etc. 

secundum modulum //' vel congruum unitati positive sumptae, quo- 
niam in hocce casu exponens est par. ldem valet de moduiis A , 
U etc., qua re habetur 

P= 1 (mod. //'<) = 1 (mod. Ä*j == 1 (mod. Z') etc. 

ergo /*= 1 (mod. H h K k U . .) adeoque 

/»= 1 (mod. . . mK*£J ..=»*}. 

Ex quo tandem sequitur theorema: 

• Si in moduli fuetorihus duo vel plures reperiuntur 
formae \// -\ I , Semper produetum residuorum moduli 
ejusdem quadratico rum unitati positive sumptae secun- 
dum hunc erit congruum. In eo casu, quo unus modo 
factor exstat formae \n-\-\ produetum de quo agitur re- 
siduo moduli alicui ab l et —1 vel m — 1 diverso con- 
gruum fit, nempe produetum residuorum et ipsum est 
residuum. 

Excmpl. 1. Pro modulo 33 = 3.11, cujus factores primi 
ejusdem sunt formae produetum residuorum 

1 . 4 . 16 . 25 . 31 

unitati congruum est. 

2. Pro modulo 195 = 3 . 5 . 13 residua sunt baec duodeeim 

1 . 4 . 16 . 49 . 64 . 121 . 61 . 94 . 166 . 139 . 181 . 79 • 

quornm produetum unitati congruum, quoniam duo 13 et 5 formae 
sunt 4*-|- 1. • 

3. Pro modulo 35 = 5.7 qui unum modo facloreiu involvit 
formae 4/4-f-l produetum residuorum 

1.4.9.16.29.11 

eongruum est 29. Invcnitur hoc residuum sequenti modo. Erit 

P= — l (m. 5)==1 (m.7) 

qua re P ita exhiberi licet /*= — 1 + 50, ergo 50 = 2 fttl. 7) 
vel 50-2 erit per 7 divisibilis. Atqui 50 — 2= (7 — 2) 0 — 2, 
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fjuam ob rem debet esse 20 -f- 2 vel 0 -f- 1 per 7 divisibilis. Po- 
namus 0-f- 1 =70' eritque 

P= — 1 -f- 5(70' - 1) = — 6 (mod. 35) vel = 29 (mod. 35). 

§. 51. Theorema paragr. 45 manifesto ita etiam poterit enun- 
ciari: 

Quadratum produeti ouininm numerorum ad modulum 
m=.p n vel 2p n primorum ejusque dimidia parte minorum 
unitati est congruum., quando p est funnae 4»H-3. 

Maximus ad m primus numerus debet esse m ~ nam m g 1 

ad m certe primus. Si igitur numeros de quibus agitur designa- 

mus per » , 

000 T ?-zl 

5 5 «... o 

ex praec. intelügitur semper esse 

tn 1 

(O l o 2 e l . . . — 2 —v = t («»od. m) 

Hinc sequitur produclum 

( 0 i 0 2 0 a ..^_ h l) ( 0 i 0 a 0 a ..?LpL_ 1) 

per /// divisibilc esse. Quoniam autem Iii factores tanquam diffe- 
rentiam 2 Constituantes fuetörem primum p nou simul involvunt am- 
boque pures sunt, aut unus aut alter per m dividi poterit i. e. 

0,0 2 0, . . . aut = 1 aut = — 1. % 

Quando modulus est numerus primus impar habetur 

1.2.3.4.. .^i = dbl (mod. p) 

Nunc vero statim dijudicandum est, ulrum signo superiore utendum 
sit an inferiore. 

§. 52. Quod p est formae bn-\-Z erit — q vel m — q non- 
residuutn, si q est residuuui (§. 31. 29.). Mi igitur pro residuis iis, 
quae sunt majora moduli dimidia parte eu substituantur negativa, 
quae illis sunt congrua quorumque valores absolute sumpti erunt 
minores moduli dimidia parte, manifesto series omni um ipsius m re- 
siduorum absolute sumptorum complectetur omnes numeros ad mo- 
dulum primos ejusque dimidia parte minores. Et quia produetum 
ipsnrum residuorum unitati congruum est (§. 45.) habetur hoc theo- 
rema: 

Produetum omnium numerorum ad modulum p n vel 
2p n primorum ejusdemqfte dimidia parte minorum uni- 
tati congruum erit positive aut negative sumptae, prouti 
multitudo residuorum ipsius ///. quae sunt moduli dimi- 
dia parte majora est numerus par aut impar. 

Produetum igitur 1.2.3.4... — ^ — denotante p numerum 

primum formae 4»-f- 3 unitati positive aut negative sumptae con- 
gruum est prouti multitudo residuorum ipsius p, quae sunt majora 
quam \p est par aut impar. 
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Exempl. 1. Pro modulo 19 habeutur residua 
1 . 4 . 9. 16.6. 17. 11 .7. 5 '. 
vel 1.4.9.— 3.6.— 2.— 8.7.5 

ergo productum 1.2.3.4.5.6.7.8.9 = — 1 (mod. 19) 

2. Pro modulo 23 vero haec 

1 . 4 . 9 . 16 . 2 . 13 . 3 . 18 . 12 . 8 . 6 
vel 1 . 4 . 9 . — 7 . 2 . - 10 . 3 . - 5 . — 11 . 8 . 6 

ergo productum 1.2. 3. ..11 = 1 (in. 23). 

3. Quaado modulus est 27 exstant residua haec novem 

1.4.16 . 25 . 22.10.19.13 .7 

productumque = 1 (mod. 27). 

§. 53. Quadratum producti omnium numerorum impa- 
riu in inde ab unitate usquc ad p — 2 designante p nume- 
rum primum formae An + 3 sc m per unitati congruum est. 

Numerorum 

* 1.3.5.7.9.. .p — 2 

mulitudo erit \{p — 1); jam'vcro p — 2= — 2, 

adeoque 



1 .3.5.7.9.. ./> — 2 = (—1) 4 .1.2.3.4.5.. 



2 



ergo 

/» =(1.3. 5. 7. 9...? — 2)*==(-l) 2 .(1 .2.3..^-=) 3 . 
Atqui ; est numerus par atque (§. 51.) productum 

(1.2.3...^=^)» = ! ergo , 

/* = (1.3.5.7.../? — 2)* = 1 (inod. />). 
Ex bac considcratione manabit etiam baec propositio, quo loco 
observaudum est numerum ■ esse parem vel imparem prouti /? sit 

tormae 8£-r-3 vel formae 8/r + 7. Productum omnium nume- 
rorum imparium inde ab unitate usque ad/? — 2 desig- 
nante/' numerum primum formae 4//-f>3 producto omnium 
numerorum inde ab unitate usque ad \{p — 1) positive aut 
negative sumpto congruum es tj prouti p est tormae SX*+3 
vel formae 8Xr-+-7. 

Alia bujus tbeorcmatis demonstratione propositionem nancisce- 
mur in doctrina numerorum attentionc haud indignam. 

Productum 1.2.3.4.5.../? — 1 est = — 1 ( mod. p) sec. 
theorema YVilsonianum ergo 

1 .3 . 5. 7 .9. ./> — 2. 1 .2. 3. .^-^ . 2 2 == — 1 

Theilll. 3 
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atquc si ponimus 1.2.3.4... £-5 — = X, 2 2 = /* 



p—Z 



Pljii = — 1 (mod. /?); at vero /'= (— 1) 4 . /I 

p—z p—3 
qua re PX={—\) 4 l 2 =(-\) 4 adeoque (—1) 4 /n=—\ (mod.p). 

Quodsi /> est formae 8£-f-3 erit — pur, impar vero quando p 
formae 8£-f-7. Hinc erit f* = — 1 aut — /u = — 1 prouti /> forma 



cnmprebenditur 8/- -+-3 aut liacce 8Xr-f-7. Est igitur 2 2 = — 1 
(mod. p ='8/r -+- 3) = 1 (mod. /> = HA' 7) ergo propter §. 28. 

Numerus 2 est residuum q u u d r a t i c u in moduli primi 
formae 8X:-r-7, nou- residuum vero formae SXr -f- 3. 

§. 54. In Universum quadratum producti omuium numerorum 
imparium iode ab unitate usque ad p — 2 designante p nihil pri- 
muni quencunquc, unitati positive vel negative sumptae erit con- 
gruum, prouti p est formae 4/*-}-3 vel bujusce 4//-f-l. 

Rcsidua moduli p cxhibentur potestatibus 



omnino ex potestatc (— — ) residuum gignitur quadraticum, deno- 
tante /■ numerum imparem, cujus minimus valor 1 cujusque maximus 

V k 

Ponamus 2 ) 3 = r erifque (p — A) 2 =4r vel X. a =4r, ita 

ut poni liceat A 2 = %r — p, quo facto habetur r = fL —^ — . Resi- 

dua igitur erunt baec 

/>-4-l p-M 3 P±& P-h(p-2) 2 
T~ J 4 ' A ' 4 

Productum horuin designetur per P eritque (§. 45.) P=dh.\ prouti 
p formae 4»-f-3 vel bujusce ergo 

2=3 . 

P. 1 2 =/\ 2*-i = db 2^-1 i. e. 
(/'-Hl) 0»-f-3») (/>H-5*) (;> H >7')../»-*-(^ — 2)»=zb-2r-i 
adeoque =±1 (§. 9.), qua re etiam 

(l . a . 5 . 7 . 9 . . ./> — 2)*=dbl (mod. p) 

prouti /? est formae \n -f-3 vel bujusce 4«-f-l. 

§. 55. Propositio in §. 52. enunciata etiam ex sociorum doctrina 
facillime petitur hoc modo. 

lo §. 36. demonstratum est cuique nuinero scrici 

1.2.3.4.5 p — 1 

sqcium aliquem in eadem serie sed unum modo respondere. Quodsi 
uumeri hujus seriei socii sibi designantur in Universum per «, ß 
ita ut sit aß=l (mod. p) habetur a(p — ß) = — 1 (m. p). Vocari 
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liccat numerus, quoruui productum unitati negative sumptae fit con- 
gruum, so c los opposit.os, quo facto in serie 

1.2.3.4,.. ^— 7j — 

cuivis numero socius respondebit vel socius oppositus in eadcm se- 
rie et quidem unus modo. Nam cuique liorum numerorum in serie 
1.2.3.4.../? — 1 socius respondet ergo in priore aut socius 
aut socius oppositus. Si vero esset aß'=aß" ita ut <i, ß\ ß" moduli 
dimidia parte sint minores atque a/?'=a/J"= — 1 haberetur ct(p — ß') 
= a[p — -ß") = 1, quo facto quum p — ß' 9 tum p — ß" ipsi « socius 
esset contra §. 36. Etiam nullus horum 

' 2.3.4...^ 

quorum multitudo par, sibi ipsi socius esse poterit vel socius opposi 
tus. Nam praeter 1 et p — 1 nullius quadratum unitati congruum est 
(§. 36.) atqüe etiam nullius quadratum unitati negative sumptae 
erit congruum, quoniam — 1 est non-residuum tormae \n -4- 3. 
(§. 31.). Qua re productum binorum terminorum seriei 

ft _ - p — 1 
2.3.4.... g 

unitati aut positive aut negative sumptae erit congruum, quadratum- 
que hujus produeti seroper unitati congruum. Ergo 

»-1 

(2.3.4.5.6. ..^- i ) s = l (m. /> = 4» -f- 3) 

• . - 

Vunc vero aliud criterium sese offert congruentiae 

1.2.3.4... ^ g ^= ^ 1. 

* 

Signo enim superiore vel inferiore utendum erit 
prouti multitudo numerorum seriei 

2 . 3 . 4 . 5 . . . 

quibus socius oppositus aliquis respondet, est par vel 
impar. 

Exempli gr. pro modulo 23 habentur congruentiae 
2.11= — 1, 3 . 8 = 1, 4.6 = 1, 5.9 = — 1, 7 .10 = 1 
ergo productum 

1.2. 3. 4. 5... 11 = 1. 

Utrum numero ulicui respondeat socius an socius oppositus facile 
ex fractionum continuarum doctrina decidi poterit. Nam si a de- 

signat numerum aliquem ex bis 2.3.4... V ~ * , evolvatur fractio 

wm 

— in fractionem continuam eritque si fractio convergens quae ip- 

sam — antecedit designatur per -g-, ag — Ap = ± J vel ag = ü 

(mod. p). Quodsi g moduli dimidia parte est minor, ipsi a re- 
spondebit resp. socius vel socius oppositus. Si vero g^>\p erit 
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(*[/> — s) = 1 (mod. /') «tque tum a et p — g sibi erunt socii 
oppositi vel socii. 

§. 56. Summa residuorum quudrat icorum mnduli ali- 
cujus form am m p", 2/y» sc Di per per hunc divisibilis est, 
excepto casu in (\uo/> = '3. 

Designentur residua per 

<?j> • • • Cy 

Jum 4 tanquum quadratum rcsiduuin est moduii cujusvis, ergo 
(§. 29.) etiam bis residua Brillit congrua 

manifestoque omnia sunt incoiigruu, quoninin s*t baberetur iox,=4o^, 
esset \(q/i — qJ) per modulum divisibilis, vel produetum 4(o£ — Q^) divi- 
sibile. (tuodsi modulus est p a boc üeri neijnit quia />" ad 4 primus 

atque Qk-Qx<p», si vero modulus est 2/>" erit ~'^= 2f g * ^ 

quo facto denuo //» ad 2 prinius est. Summa igitur <V residuorum 
congrua est AS vel AS = S t ex quo sequitur 3A' = 0. Atqui quum 
casum in quo p = 3 exceperimus , semper modulus ad ; > prinius 
erit, quam ob rem habetur S = 0 (m. vel 2/>"). 

Nota. Cluando /; est formae \ // -f- I theorema facilius etiam 
probatur hoc modo. Si r est residuum etiam — r erit residuum. 
qua re in serie 

Ci> e*> q%, . • • e M 

bina signi ratione non habita erunt acqualia, ergo summa omni um 
per uiodulum divisibilis. 

Ex. gr. Pro modulo 25 residua sunt 

1.4.9. 16. 11.24. 14.6.21 . 19 

vel baec 

1 .24, 4 .21. 9. 16, 11 . 14, 6 . 19 
2. Residua moduii 19 sunt 

1 . 4 . 9 . 16 . 6 . 17 . 11 . 7 . 5 

summuque per 19 divisibilis. 

§.57. Summa omnium terminorum periodi numeri 
cujusvis a est =0 sec. mod. queneunque, qui ad a — 1 
est numerus primus. 

Sit periodus haCc 

eritque summa * ex serierum doctrina g, ■ * adeoque #(» — 1) 

— o(a l — 1). Atqui a ( = 1 ergo s(a — 1) = 0, vel * = 0 quoniam 
modulus ad a — 1 primus. 

§. 58, Theorema. Produetuni omnium radicum con- 
gruentiae x n ~\ (mod. ;>) designante p uumerum primum 
uuitati positive aut negative sumptae est congruum 
prouti divisor communis maximus numerorum n et p — 1 
est impar aut par. 

Divisor communis maximus numerorum n et p — 1 sit 6 habebit- 
que congruentia de qua agitur J radices (§. 41.). Quarum quaelibet 
ad exponentem J pertinens sit talis enim semper exstat. Termini 
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W, U> % j w*, w*, . . . wd 

periodum constitucnt omnesque congruentiae propositae sutisfacient 
neque plures radices exstant. Ergo productuin radicum crit =±\ 
(§. 43.) prouti 6 est impar vel par. 

Congruentia ac 2 = 1 (m. p) admittit — radices, quue om- 
nes rcstdua ipsius p sunt quudratica cx quo sequitur tbeorema 

§. 59. Summa omniura radicum co ngrucntiae a? n = \ 
(ra. p) Semper per modulum divisibilis est. 

Pertineat w ad exponentem d stutimque propusitio sequitur cx 
§. 57. quoniam iu hocce casu w — 1 tanquam minor quam p ad p 
est primus. 1 

§. 60. Summa quadratorum omnium numeroruin, qui 
congruentiac oc n = 1 (mod. p) satisfaciunt scmper per 
modulum p divisibilis est, dummodo excipietur casus, - 
in quo congruentia duas taotummodo admittit radices. 

1. Sit 6 i.e. divisor communis maximus numerorum n et p-l impar. 
Radices dcinde congruentiae tiostrae sint u\ w\ to'\ w'" etc. erunt-* 
que ctiam hae radices ?//', m>"' 2 , etc. et quidem omnes 

sunt incoogruae. Nam si haberetur w* = w' 7 esset (w — w') {w-\-td) 
ergo w-\-ttf per p divisibilis vel ta = — w' (mod. /;), ita ut etiam 
— u/ esset radix. Jam n erit impar, nam si esset par, quia etiam 
— 1 par numeruin ö* tanquam imparcm et \n et l(p — 1) mctiri 
oporteret quo facto 2J numeros n et p — 1 metiretur contra kyp. quia 
6 est maximus ipsorum et p — 1 divisor communis. Quia igitur t* 
impar erit ( ; — u/) n = — w' n = — 1 nequc vero — id satisfaciet 
congruentiae nostrae contra praeced. Quadratis ij;itur w % 9 w>'*, 
uf % 9 etc. exbibentur omnes radices diversae udeoque 

w «r* H- w" etc. = w* w- -f- w" 2 etc. 

0 

Atqui w -f- 'H- w" etc. (§. 59.) per p divisibilis est, ergo ctiam 
u> 2 *f* -f- *? % etc. 

2. Sint denuo radices congruentiae & n = 1 (mod. p) vel quod 
idem valet liujusce ar«f= 1 (mod. p) w», tri, */»", w'" etc. atque <)' 
par. Congruentiae (& 2 )*<t= l satisfaciunt ^o* radices incongruac, 
quarum summa (§. 59.) per modulum erit divisibilis. üae radices 
mauifesto inter has 

u>*, ttf* 9 tc/'*, w"'\... ' • 

inveniuntur. Quae quum omnia quadrata congruentiae =1 
satisfaciant. erit perspieuum lianc quadratorum summam congruam 
esse duplo radicum congruentiae (.r 2 )i^= 1 , quae sec. p sint in- 
congruae. Hoc vero duplum per /; divisibilis est, ergo etiam summa 
quadratorum radicum congruentiae .t>> = 1. 

Pro -Jd=l tbeorema- non valcrc facile perspicictur. 

§.61/ Pro du et um ex omnibus numerrs ad cuudem ex- 
ponentem t pertinentibus unituti congruum est sec. mod. 
p n vel 2p n , d c n o t a n t e p numerum p r i m u m i m p a r e m . cx- 
cepto casu in quo t — VL. Tum cuira uuus modo exstat 
uumerus, ab 1 d i v e r s u s. 

Pcrtincat a ad expouentcin t secund. modulum p n vel 2/>", 
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quem brev. grat. per m desigrnabimus. Tum uumeris ad t primis 
eoque nun majoribus designatis per 

omnes ad exponentem t pertinentes numeri exhibentur potestatibüs 
(f. 21) 

«öi, «Ws, «Wa, . . . tt&fl 

quam ob rem productum erit congruum buic potestati 

sec. mod. m. Jam vero ©, + © 2 + ö, + • ■ + ^ = 0 ("»od. l\ 
(§. 37.) atque « f = 1 (mod. tn) ergo etiam «e^+e^-H^sl 
(mod. m). 

Coro]]. Quando a ad exponentem p"~ l (p — 1) pertinet vel 
radix est primitiva hoc theorema itu enunciari oportebit: 

Productum ex omnibus radieibus primitivis unitati 
congruum est sec. mod. p n vel 2/;" excepto casu in quo 
p ss 3. 

§.62. Summa omnium numerorum ad e undem expooeo- 
tem t pertinentium sec. modulum^designante /; numeruni 
primum est =0, quando t per quadratum aliquod diyisi- 
bilis est, quando vero t per nulluni quadratum dividi po- 
terit, summa erit =±1 prouti multitudo factorum pri- 

morum ipsius t est f** „ . 

1 i in p a r 

Demonstratio. 

Primus casus. Factore primo aliquo cujus quadratum expo- 
neutem t metiatur, per a designato dico si k sit uumerus ad t pri- 

mus etiam yfc-+-^ ad £ primum fore, designante <p numerum inte- 
grum queneunque. Nain primum numeri ^-r-~~ factorem a non 

shnul involvent, quandoquidem — ex byp. per a divisibilis est ergo 

si fieri posset, numeri t, k factorem communem a involverent contra 
ea, quae supposuimus. Quodsi numeri de quibus agitur alium factorem 

primum communem 0 baberent, tum esset Xr-f-^ = 0 (mod. Q) 

adeoque ak-+-t(p = 0, metireturque 0 productum ak ergo k quia 
O ab a diversus est. Tum autem denuo /■ et t non essent prinii 
iuter se. Ex quo sequitur omnes bos numeros 

k, k -f- — , X: -J- — , k -f-— , .... ^ + 

ad ipsum / fore primos. Jam sit a numerus ad expouentem / per- 
tinens pertinebuntque (§. 21.) omnes bi ad eundem exponentem 

a i+L ' h&£L 

«*, a «, a a «,...« 

quorum multitudo est ct. 

Summam horuin ita exbiberi licet 

1 *L E fo-*K 
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L E *L fezig 
Jam vero omnes bi ««, . . . a « See. mod. prop. sunt 

mt m't 

incongrui; nam si haberetur ««=« a 'ita ut nullus uumerorum m, m' 

nunc a — 1 superaret, esset a « = 1; atqui /« — m' <T a, 

— quo facto inferior ipsius a potestas quam P* uni- 

tati congrua fieret contra byp. Termini igitur 

L ?£ Ii (cc-Dt 
a<*\ a«, ««, . . a « ,1 

< > 

periodum constituent. Sed numerum «« ipso // minorem accipcrc 

' L L 

oportebit. Si enim aP-\-mp ad exponentem a pertiuet etiam a a 

ad euodem pertinebit, quandoquidcm si a (t ad a'<« pertineret, 

t 

• , 

mauifesto jam potestas («« -\-mp)tt unitati esset cougrua. Erit 

.1 

igitur a a — l ad priinus adeoque (§. 57.) summa terminorum quos 
modo diximus per p erit divisibilis, ergo etiam 

«*(l-f- «« -f- * a -f- • • a « ). 

Quia ce 3 est divisor exponeutis t multitu<Io numcrorum ad/pri- 
ipsius a erit multiplum; quando autem afius numerus ad t 
ab illorum 



pnmus 



quoque diversus lc assuraitur, simili modo produetum 

^(1 + ««+«« -f- . . + « « ) 

per divisibilis erit. Hoc modo progredi licebit, quoad omnes ad 
/ primi sunt exbausti, quo facto omnes babebuntur numeri ad expo- 
nentem / pertinentes, quorumque summa per p divisibilis erit. 

Secundus casus. Sit t per nulluni quadratum divisibilis vcl 
formae aßyd . . denotantibus numerus primos inter 

se diversos. Sed pro quattuor modo factoribus demonstraturos nos 
esse tbeorema observandum est, quandoquidem nibil impediet, quo- 
minus argumentatio ad quotcunqu'e extendatur factores. Dico pro- 
duetum 

\a*ßy -|- a *ttY + rf*ßy -f - . . . -f- atfi-iWr) 
( ( a aßd -f. a*tM rf- a*«ß<t + . . . -f- aW~ l l *Pd) 

(aaYÖ a**Y&-\- 0 3«ycf etc. -+- 
( a ßyd+ a 2ßyj+ a 3ßy ( r ctc . +«(«-DW) 

designante a numerum ad exponentem t pertinentem sunmue orn- 
nium numcrorum ad exponentem t pertinentium sec. p esse congruum. 
Quencunque enim bujusce produeti terminum exbiberi licet boc modo 
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<paßy-t-t//((ßd-i-i/,"ayd-+-i/>'"ßy<f 



quam foruiam habere facilc perspicietur. Cujus potestatis exponens 
ad f=aßyd primus erit, quoniam nullus horiim a, /?, /, d meliri 
eum potesr. Omncs ig-itur produeti de quo ugitur tenniui ad expo- 
nentem t pertinent (§. 21.) et quidem onines sunt incongrui. Näm 
si haberetur 

a i/Mßy+y'aßd-i-y;'ay& + .y;"fl r d __ a x«ßy+x«ß*+x"«yt+f 'ßy# 
esset (§. 10.) 

- X )aßy + ftr" - -f. - /)o^ - /Oft* = 0 

secundum moduluni t. Atqui ex. gr. ^ -<!<?, t/' — X^^, et 

(V — P cr ^ 1,00 divisibilis neque vero summa de qua agitur, 
adeoque baec summa etiam per t dividi nequit. Jam vero inulti- 
tudo illius produeti terminorum^ .ut ex combinationum doctrina patet, 
erit (ce — 1) (ß — 1) (/ — 1) (d — 1) atque etiam multitudo nunie- 
roriirn ad t primorum est (a — 1) (ß — 1) (y — 1) (o* — 1), qua re 
onir.es omnino ad exponentem f pertiuentes numeri produeto exhi- 
bentur. 

Quia a ad exponentem f = aßyd pertind, termini 

periodum constituent, et quoniam ut antea a"ßY — 1 ad p primum 
aeeipi licet, summa borüm per p divisibilis erit, adeoque 

aßy . 2aßy. , 3a£y , (cf— l)aßy , , . . 

« • TT* O 7 -f- « r ' Hh . - -f- « ' =s — 1 (mod. p) 

Ex eadem causa reliquorum factorum quisque unitati negative 
sumptae est congruus. Quando igitur multitudo factorum «. ß, y. 
6... est par, produetum i. e. summa omnium numerorum, qui ad 
exponentem t pertinent, unitati positive sumptae congruum fit, quando 
vero impar unitati negative sumptae. In nostro quidem casu uuitas 
positive erit sumenda. 

Exempl. Ad exponentem 6 sec. mod. 19 pertinent numeri 8, 
12 quorum summa = 1 (mod. 10). 

Coroll. Quando t=p — l theoremu ita debebit euunciari: 
Summa omnium radicum. primitiver um moduli primi est 
= 0 quaudo p — 1 per quadratum aliquod divisibilis est, 
quando vero per nulluni quadratum divisibilis summa 
erit=dbl prouti multitudo factorum ipsius /; — 1 pri- 
par 

morurn est f m a r - 

Exempl. 2 est radix primitiva mod. 19 et 18 per quadratum 
divisibilis, qua re summa radicum primitivarüm 

2» .2 6 .2' .2" .2" .2" 

per 19 divisibilis. 

§. 63. Hancce opportunitatem praeterraittere non debeo, quin 
tbeorema demonstrem, quod primo quidem nspcctu demonstratu diffi- 
cillimum videtur. Est vero hoc: — 3 est residuum quadraticum 
numeri eujusque primi, qui forma continetur 12£-f-7 vel 
12/r-f-l, d od- residuum vero formarum 12X,-4-5, 12yfc-f-U. 
Quofacto sequitur ex. §.31., 3 fore residuum numeriprimi 
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formae 12£-f-l vcl 12^-f-ll, non -resid u u m vero harura 
12*+ 5,. 12* + 7. 

Frimo observnmus nd exponentem 3 pcrtincre duos numerus, 

Jnoniam tot sunt ad 3 primi. Debet autein 3 ipsuni p — 1 metiri, 
esignante p modulum primum, qua re p i >rij formae 3/r-f-l, quae 
has involvit 12Xr 1, 12X?-|-7. Numeri ad exponentem 3 pertinen- 
(es sec. mod. />=12£+1, 7 sint «, ß eritque (§. 62.) «+/? = — 1 
ntque (§. 61.) a/?=l sec. Ex quo sequitur ß z -\- ß = — 1, 
4|S S -M/J = — 4, 4ß*+4ß+l = — 3 i. e. ( 2^ -f- l) 3 = — 3. 
Quando igitur 3 ipsum p — 1 metintur i. e. quando p est unius 
formarum 12Xr+l, 12X.--H7 Semper — 3 erit residuum quadraticum 
hujusce numeri 'primi. 

Ceterum observari licet, 'semper numeros ad exponentem 3 per- 
tinentes inveniri posse. Repcrtis enim residuis mod. p quadratreis, 
intelligetur, quod quadratum residuo — 3 vel p — 3 respondeat; 
liujus radix sit w eritque 2/? -4- 1 = db //> (mod. p), quae congruen- 
ti^i primi grndus facillime potorit resolvi. 

Exetnpii gr. Ut numeri ad exp. 3 sec. 31 determinentur per- 
tineotes residua inveniri quadratica mod. 31 oportebit. Sunt baec 
1 . 4 . 9 . 16 . 25 . 5 . 18 . 2 . 19 . 7 . 28 . 20 .14 . 10 . 8. Residuo 28 
respondebit quadratum 11* ergo congruentia resolvenda. 

2/? -f-1 = dbll (mod. 31). 
Est vero 2ß = _ Jg | , ß m _ || vel «Jj 
ita ut 5 et 25 ad exponentem 3 sec. mod. 21 pertincant. 



II. 

Ucber Cauchys Interpolati onsmethode. 

Von 

dem Herausgeber. 



§. 1. 

Interpolationen sind für die Pbysik und Astronomie, überhaupt 
Tür alle Naturwissenschaften, welche die Anwendung der Mathema- 
tik gestatten, von so grosser Wichtigkeit, dass jeder Versuch, die 
bei denselben vorkommenden Rechnungen zu erleichtern und über- 
haupt die Methode im Allgemeinen zu vervollkommnen, willkommen 
sein muss. Cauchy's von Herrn Moigno in seinen Lenins de 
calcul differentiel et de calcul Integral, redige'cs d'a- 
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pres les methodes et les ouvragcs publies ou iuedits 
M. A.-L. Cauchy. Tome I. Paris 1840. p. 513 mirgetheil 



de 
teilte 

Interpolationsmeihode scheint uns in den vorher angedeuteten Be- 
ziehungen so Vieles zu leisten 3 überhaupt in jeder Rücksicht so 
vortrefflich, in Deutschland aber noch so wenig bekaunt zu sein, 
dass wir es für unsere Pflicht halten, durch eine austü lirliche und 
deutliche Darstellung derselben, die wir in diesem Aufsatze zu ge- 
ben versuchen werden, zu ihrer möglichst allgemeinen Verbreitung 
nach Kräften beizutragen, wobei wir zugleich auch vorläufig be- 
merken, dass wir bald in eiuem andern Aufsatze eine von uns ver- 
suchte Anwendung dieser schönen Metbode auf einen physikalischen 
Gegenstand mittbeilen zu können hoffen. 

Wir gehen von der Voraussetzung aus, dass die von der ver- 
änderlichen Grösse ac abhängende Function y sich, indem 

v, w, z, . . . . 

gewisse ihrer Form nach gegebene Functionen von .t\ uud 

{f , f/y <\ tf/, « • . . 

gewisse constante, ihren Werthcn nach aber unbekannte Cocflicien- 
ten bezeichnen, in die convergirende Reihe 

y — au -r- bv -f- cw + (/s -h 

entwickeln lasse, und stellen uns, wenn eine hinreichende Anzahl 
aus Versuchen oder Beobachtungen- abgeleiteter Werthe 

Vi> Vi> V» — y« 

der Function y gegeben ist, welche den ebenfalls gegebenen 
W r erthen 

I * * * 2 ' * 3 9 4 ? * • * * '' ' 

» 

der veränderlichen Grösse x entsprechen, die Aufgabe: 
lj zu ermitteln, wie viele Glieder der Reihe 

au, bv, Ctff, <Zs, .... 

vom Anfange an man beibehalten muss, um durch deren 
Summirung einen hinreichend genäherten Werth der 
Function y zu erhalten, dessen Abweichung von dem 
wahren Werthe dieser Function als unmerklich betrach- 
tet werden kann, d. h. sich innerhalb der G ranzen der 
unvermeidlichen Beo b ach tungs fehler hält; 

2) die W 7 erthe der con stauten Coefficienten 

«, r, . * 

der beibehaltenen Glieder der obigen Reihe'zu bestim- 
men. 

§.3. 

Zuvörderst wollen wir die Bedeutung einer Bezeichnung er- 
klären, von welcher wir im Folgenden der Kürze wegen häufig 
Gebrauch machen werden. 
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Wenn nämlich 

W 2 , «f„ f/ 4 , . . . U n 

und 

P„ f,, t» 4 , . . . tf« 

überhaupt gewisse gegebene Grössen, in beiden Reihen in gleicher 
Anzahl, bezeichnen; so soll den Symbolen Su n und ~r„ immer die 
folgende Bedeutung beigelegt werden. Das Symbol St/ n bezeich- 
net jederzeit die Summe der absoluten Werthe der Grössen 

*1J w ;i V 4J ■ • • w ni 

wobei man sich jedoch diese Summe immer auf solche Weise gebil- 
det zu denken bat, dass man die Grössen , 

«11 «a> *j> «4> • • • *M! 

jenachdem sie positiv oder negativ sind, mit -f-1 oder mit — 1 
multiplicirt und alle auf diese Art erhaltenen Producte zu einander 
addirt. Wenn man nun aber ferner ganz mit denselben Factoren, 
mit denen man vorher die Grössen 

Wj, 7/ 2 , !/,, f# 4 , .... fi n 

multiplicirt hat, dann auch respectivc die Grössen 

multiplicirt, und alle auf diese Art sich ergebenden Producte zu 
einander addirt; so soll die Summe, welche man dadurch erhält, 
im Folgenden immer durch Sv n bezeichnet werden, wobei man also 
wohl fest zu halten hat, dass 2v n keinesweges die Summe der ab- 
soluten Werthe der Grössen 

#1» **1 *41 • • • - *>m 

bezeichnet. In einem ähnlichen Verhältnisse wie dte durch Su„ 
und ~r„ bezeichneten Grössen, sollen im Folgenden auch die durch 
und 2 t v ni S\t/„ und J,e'«, S % u n und — u. s. w. oder 
ähnliche Symbole bezeichneten Grössen zu einander stehen. 

4.4.' 

Indem wir nun der Auflösung unserer Aufgabe näher tretet), 
bemerken wir zuvörderst sogleich, dass die Bedingungen derselben 
wegen der vorausgesetzten Gleichung 

y = au -+- bv ~\- cw d% -f- . . . 

wenn wir die den Werthen 

.ar a , ar % , .... x n 

der veränderlichen Grösse a: entsprechenden Werthe der Functionen 

ff, tf, 

durch 

*i» v 2> "d »4? v»; 

tf,, tf 3 , tf,, f 4 , f„; 
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W,, W 2 , W Si t0 4 i .... W n 'y 
M t ) s 2 , x | , £ 4 , . . . . SS« ; , 
u. s. w. 

bezeichnen,' zwischen tlen constanten Coefficienten 

<7, 0) C, f/y . . . . 

unmittelbar die folgenden n Gleichungen: 

y x = att x -\- bv x -f- m, -f- //s, -f- . . . ., 
y a = «r?/ 2 H- /y^ 3 -+- cw a + 

* 

y, == äw, -f- bv t cw, -H -f- . . . 

u. s. w. 

y n = eni n -t- bv„ -+- c»« -+- -4- 

liefern, welche in Bezug- auf «, e, </,.... als Gleichungen d?s 
ersten Grudes oder sogenannte lineare Gleichungen zu betrach 
ten sind. 

Vernachlässigen wir nun als eine erste Annäherung vorläufig 
die sämmtlicheu l'oeflicienten b, c. d, . . . ., oder reduciren wir. 'was 
dasselbe ist, die Reihe, durch welche y ausgedrückt wird, auf ibr 
erstes Glied; so ist 

y = au 

der allgemeine genäherte Werth von ?/, und wir haben daher jetzt 
das folgende System von Gleichungen: 

y x =zati x1 y 2 = au 2) y t = uu % , . . . ;/„ = au„. 

IVlultipliciren wir diese Gleichungen auf beiden Seiten mit gewissen 
willkührlichen Coefficienten, nämlich respective mit den l'oeflicienten 

^2> k\t 

so erhalten wir die Gleichungen 

= X- 2 y 2 . 
£ t y„ 
u. s. w. 

aA„pn = fc n y n ; 
durch deren Addition sich ferner die Gleichung 

a{k x u x -+- Xr,*/ 2 -+- Xr s f/, -f- . . . -f- A n n n ) 

= ^i^i 4- * a y 3 -f- k*y t -+-..-+- k n y n , 

also 

feig] -+- * 2 y 3 4- *,y» -j h *„y„ 

k l u x -i-k\u : .-i-& i u t -\ hktu„ 

ergiebt. Bezeichnen wir nun die in den durch Versuche oder 
Beobachtungen gefundenen Werthen 

y\> &2> y%> y» • • • yn 
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von y steckenden Fehler rcspective durch 

t € IJ *2> f 3) *4> •••*/*> 

so dass also die wahren entsprechenden Werthe von y 

Vi v% + y« -i- £ »i • ■ • + 

sind: so ist nach dem Vorhergehenden der wahre Werth von a 
offenbar eigentlich 

und der in der Bestimmung 

a k x u x -f- k 2 u 2 k 9 Uj -f- . . . -+- AViW» 
von « steckende Fehler ist daher augenscheinlich 

k l ( i X" 2 f 2 -f-Xr 3 f j ... -+- £«f« 



• *.**i-*-*a«a + *j*'iH \-knUn . 

Die Coefficienten 

sind allerdings ganz willkührlich ; jedoch hat man des Folgenden 
wegen zu beachten, dass man den absoluten Werth keines dersel- 
ben grösser als die Einheit anzunehmen braucht, weil es, um dies 
in allen Fällen zu bewirken, bloss nöthig ist, dass man alle Coef- 
ficienten durch den absoluten Werth desjenigen unter ihnen, wel- 
cher den grössten absoluten Werth hat, dividirt, wodurch der 
Werth von a und des in demselben steckeuden Fehlers offenbar 
gar keiue Aenderung erleidet. 

Bei der absoluten Unkenntuiss, in welcher man sich rücksicht- 
licb der Fehler 

f l> *2> *4J * ■ • » 

befindet, kann man nun, um die willkührlichen Coefficienten 

£ 2 , Xr,, £ 4 , . . . k n 

auf die vorteilhafteste Weise zu bestimmen, offenbar nichts weiter 
thun, als dass man dieselben so zu bestimmen suejit, dass der ab- 
solute Werth des Nenners des Bruchs 

k l t l -f- k 2 € , & 3 f 3 -f- » » ♦ Hh kn*n 

durch welchen der in der Bestimmung 

^lVi -H £ 3 y 2 -M'«y 3 h h k n y„ 

+ k 3 U 3 -f- k t U, -f- . . . -f - k n Un 

von a steckende Fehler im Allgemeinen ausgedrückt wird, seinen 
grössten Werth erhält. Dies erreicht man aber dadurch , dass man 

die in Rede stehenden Coefficienten so bestimmt, dass der Nenner 

» 

in die Summe der absoluten Werthe der Grössen 

«i> » 3J «4j • . • *n 
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übergeht, d. h. man muss für 

^i» &4f • • • 

die Grösse -f- 1 oder — 1 setzen, jenachdem die Grössen 

•|« V 1S* V 1J W 45 

positiv oder negativ sind, wobei zugleich erhellet, dass wenn man 
dies thut, auch der absolute Werth des Zählers 

nie die Summe der absoluten Werthe der Grossen 

*1> f 2> f 3> f 4J » • • **J 

d. h. das Maximum, welches dieser absolute Werth überhaupt er- 
reichen kann °), übersteigt. Wendet man also jetzt die Bezeich- 
nung*, deren Bedeutung im vorigen Paragraphen ausführlich erklärt 
worden ist, an; so liefert wegen der oben bewiesenen Gleichung 

= _ £i.yi -4- £ a y 5 -f-*y/> h -f- k„ y n 

a k~u x -f- X a v 2 -+- H -+- E*£ 

offenbar die Formel 

die vorteilhafteste Bestimmung von a, so weit sich wenigstens bei 
der völligen (Jnkeontniss , in welcher man sich rücksichtlicb der 
Werthe der Fehler 

f M *»1 f 3» f 4J • • • *H 

befindet, hierüber urt heilen lässt, und für y erhält man nun den 
genäherten Ausdruck 



oder, wenn 



Siln 



gesetzt wird, dei Ausdruck 

Wäre überhaupt «=rl, also y=.a, d. h. y eine constante 
Grösse, wenigstens näheruugsweise., so wäre offenbar 



und folglich «' , also 



d. i. 9 weil in diesem Falle offenbar 



•) Wo man fest zu halten hat, dass nach dem Obigen in allen Fällen der 
absolute Werth keines der Coefticienten k xt k %i Xr,, £„,•..£* grösser 
als die Einheit angenommen zu werden braucht. 
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2yn = y, -f- y, -f - y« •+■ y* -+- • • . + y« 



ist, 



yi-r-y^y, -f-y 4 H hy » 

n 



wodurch wir also in dem vorliegenden Falle unmittelbar auf das 
bekannte Princip des arithmetischen Mittels, dessen man sieb in 
den Naturwissenschaften . so häufig- bedient, geführt werden. 
Wir wollen jetzt in völliger Genauigkeit 

also 

Ay=y— ~i/n . 

setzen, und wollen die den Werthen 

von & entsprechenden Wcrtbe von ^iy, die sich, weil man die den 
in Rede stehenden Wcrthcn von a; entsprechenden Werthe von y 
und u kennt, mittelst des obigen Ausdrucks von Ay jederzeit be- 
rechnen lassen, respective durch 

Ayu Ay*> Ay s » Ay«> • ; • Ay* 

bezeichnen. Findet man nun, dass diese Grössen sich sämmtlich 
innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler hal- 
ten , so braucht man mit der Bestimmung der Coefßcienten a> /\ 
c, </,... ., nicht weiter vorzuschreiten, und kann mit hinreichender 
Annäherung 

y=« ~!/n 

4 

setzen. Halten sich aber die in Rede stehenden Grössen nicht 
sammtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtuugs- 
fehler, so muss man weiter das folgende Verfahren einschlagen. 
Weil 

y = au -f- bv -+- cw -f- d% . . 
ist, so ist offenbar 

-y» = a 2** -+- b 2t>„ -+- c 2w„ H- ä , 

und folglich, wenn man 

V — U' Zl> n -f- 

^ 

w = u' 2Wh-+- &w, 

Z = 7i' Zz n + 
U. 8. W. 

setzt, da offenbar jederzeit 

~u n — Su„, 

also nach dem Obigen 

U'2u n = u'Sl/n = U 

bt, 

Ay = h f± v -\-c fac -+- // /\s -f- . . . . 
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Die den Wertben 

/ - <y sy* /y* . ■ 

l j 2 > ** t > ♦>•••• 1 

von a? entsprechenden Wertlie von A^» ^w, fax, . . . welche wir 
respective durch 

A»i» A»*» A^ a » A«u> • • • A*>«; 
A^i, A*^ A^u A«u» . • • Awni 
A*i5 A»»f A*t, A*«>---A*«; 

U. 8. W. 

bezeichnen wollen, kann man mittelst der Formeln 

u. s. w. 

jederzeit berechnen, und kann ultK) auf die Gleichung 

Ay = &A v -+- ^A** *+■ 4A* + . . . . 

jetzt offenbar wieder ganz dasselbe Verfahren anwenden, welches 
wir vorher auf die Gleichung 

y = au -h üv -f- cw «+■ dx -f- .... 
angewandt haben. Wir werden nämlich 

/ gifgg 

und i 
oder, wenn der Kürze wegen 



gesetzt wird, 

Ay=« / -,Ay« ? 

also näherungsweise 
setzen. 

In völliger Genauigkeit wollen wir nun aber 

Ay=f-iAy«-*- A*y, 

also 

A a y=Ay-^Ay* 

setzen, und wollen die den Werthen 

& 1 1 2 ? «^jj «2?4> .... ^"n 

von entsprechenden Werthe von t^lh die sich mittelst des ob 
gen Ausdrucks dieser Grösse immer berechnen lassen, respecliv 
durch 
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A 7 #i ? A*y*> A a y«, A 3 ^, . • • A*y« 

bezeichnen. Findet man nun, dass diese Grössen sich sämmtlicli 
iuuerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler hal- 
ten . so braucht man mit der Bestimmung der Cocfficienten «, h, 
c, d, . . . . nicht weiter vorzuschreiten , und kann mit hinreichender 
Annäherung ' 

Ay=^iAy« 5 

also 

y=«'^-r-//^,Ay» „ 

» I 

setzen. Halten sich aber die in Rede stehenden Grössen nicht 
slimmtlich innerhalb der unvermeidlichen Beobachtungsfehler, so 
muss man ferner das folgende Verfahren einschlagen. 
Weil 

ist, so ist offenbar 

-?i Ay« = ^1 tSVn -f- c2 l j\w„ -f- dS t &Sn -+- • . ., 
und folglich, wenn man 

A*=«<2 1 A»i.H- A 2 *, 

u. s. w. 

setzt, da offenbar 

4 

• 2,A*'« = ^iA«'"> 

also nach dem Obigen * 

A^n = A^n = A» 

ist, 

1 A a y = cA**0 + </A** + 

Die den Werthen 

( & i, <a? t , vz* 4 , .... a? n 

vod entsprechenden Werthc von A***» welche wir re- 

spective durch 

A*^,, A'«*a> A 2 *0»> A 3 *^, • • • A'«**; 
A**i> A 2 *», A a * 3 > A a «4, ■ • • A**«; 

, 1U 8. W. 

bezeichnen wollen, kann man mittelst der Formeln 

/\ 2 rr = j\w — v'~ x A^m 

Ä 2 * = A* — 1 A*«> 

u. s. w. 

jederzeit berechnen, und kann also auf die Gleichung 

- 

fc*y = c&*w </A 2 * ~+~ 

Tbcil Ii? 4 



• s 
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I 

jetzt wieder ganz dasselbe Verfuhren anwenden , welches wir oben 
auf die Gleichung 

y = au -f- bv -f- cw f/z -{-... . 

angewandt hahen. Wir werden nämlich 

und 

oder, wenn der Kürze wegen 



gesetzt wird, 

also näherungsweise 

y = u'2y n H- t/2, Ay« -+- A'y« 

setzen. 

In völliger Genauigkeit wollen wir nun aber 

^y = w>2 2 ^y n + fry, 

also 

A'y= A 3 y— «^A'y* 

setzen, und wollen die den Werthen • 

OS | , %Xf j , 3 , «3? £ , • • • 2Z*/i 

von ac entsprechenden Wertbe von ^ y. die sich mittelst des obi- 
gen Ausdrucks dieser Grösse immer berechnen lassen, respective 
durch 

A'yo A 3 y^ A 3 yi> b?y*, • • - A*y« 

bezeichnen. Findet man nun, dass diese Grössen sich sämnitlich 
innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler hal- 
ten, so braucht man mit der Bestimmung der Coefficienten a, b, 
c, d, . . . . nicht weiter vorzuschreiten, und kann mit hinreichender 
Annäherung 

also 

y = *2y n -h v '2 X Ay* -f- »AA'y» 

setzen. Halten sich aber die in Rede stehendeti Grössen nicht 
sämmtlich innerhalb der Granzen der unvermeidlichen Beobachtungs- 
tehler, so muss man weiter auf folgende Art verfahren. 
Weil 

A 2 y=cA a «'-r-<*A 7 *-T- — 

ist, so ist offenbar 

-2 A 2 y« = c2 % A'w» -f- <*2*A**« — i 
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I 

I 

und folglich, wenn man 

u. s. w. 

• * • 

setzt, da offenbar t 
also nach dem Obigen 
ist. 

^•y=^A , *-r- 

Die den Werthen . s 

von entsprechenden Werthe von A'*> > welche wir respective 

durch 

A**i> A'*i> A s *.> A'*4> • . . A'*«; 

u. s. w. 

bezeichnen wollen, kann man mittelst der Formeln 

A'* — A'*-«^A'*«, 

u. s. w. 

jederzeit berechnen, und kann also auf die Gleichung 

A"y=^A s *-f- 

jetzt wieder ganz dasselbe Verfahren anwenden, welches wir oben 
auf die Gleichung 

y = an-\- bv-\-cw-\- d%-+- 

angewandt haben. Wir werden nämlich 

und y 

oder, wenn der Kürze wegen 

, A** 

3 



«SiA 3 *« 
gesetzt wird, 

A , y=^,A'y«, 

also näherungsweise 

y = -f- ^ Ay« -+- »tt.A 1 * + V^,A' 

setzen. 

In völliger Genauigkeit wollen wir nun aber 

A , y=* / -2 , ,A , y« + A 4 y s 

also 
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1 A 4 y=A 3 y-*'^A 5 .y« 

setzen, und wollen die den Werthen 

von entsprechenden Wejrthe von A 4 y» ^ic s ' c ' 1 mittelst des obi- 
gen Ausdrucks dieser Grösse immer berechnen lassen, respective 
durch 

AV/. ; A 4 y 3 < A 4 y 3 , A 4 y 4 , ■ • • AV* 

bezeichnen. Findel man nun, dass diese Grössen sieb sämmtlich 
inuerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Bcoliachrungsfehler hal- 
len, so braucht man mit der Bestimmung der CoefOcienten «r, //, 
c, d, . . . . nicht weiter vorzuschreiten , und kann mit hinreichender 
Annäherung 

A'y= *^ t A'y*, 

also 

y = n'2y n -+- t/2 t &y n «^A'y« s'-S, A'y» 

setzen. Halten sich aber die in Rede stehenden Grössen nicht 
sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachttmgs- 
t'chler, so muss man wieder ein fjanz ähnliches Verfahren wie oben 
anwenden, und auf diese Art überhaupt immer weiter gehen, bis 
man auf eine Reihe von Grösseu von der Form 

A"'yi> A w y*> A w y 3 > k m y^ • • . A m y« 

kommt, die sich sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeid- 
lichen Beobacbtuugstehler halten. 

§.5. 

Wir wollen nun die Hauptmomente der vorhergehenden fnter- 
poiationsmethode hier nochmals in der Kürze übersichtlich zusam- 
menfassen, ohne die Erklärung der Bedeutung der gebrauchten 
Symbole zu wiederholen. 

1. Angenommen wird, dass die Function y sich in eine con- 
vergirende Reihe von der Form 

y = au -+- hv •+■ cw -h dz -f- . . . . 

entwickeln lässt, und dass die den n gegebenen Wcrthcn 

der veränderlichen Grösse ^r, von welcher die Function y und die 
Functionen «*,«/,#>,*,..., abhängen, entsprechenden Werthe 

Vii t/t* y%"> y*> • • • • y» 

der Functiou y gegeben sind. n 

2. Dies vorausgesetzt, bestimme man zuerst die Grösse vi mit- 
telst der Formel 

und die Grössen 

Ayi> Ay»> Ay s , Ay«> • • • Ay« 

mittelst der Formel 
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Ay=y-»-y», 

indem man in derselben für ar nach und nach 

setzt. Findet mau dann, dass diese Grössen sich sainuitlich inner- • 
halb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtung-stehler halten, 
so kann man mit hinreichender Annäberuug 

setzen. 

3. Findet man aber, dass die in Rede stehenden Grössen sich 
nicht sämmtlich innerhalb der Gräuzeu der unvermeidlichen Bcob- 
achtungsfehler halten, so bestimme man \>~ und v' mittelst der 
Formeln 

und die Grössen 

A a y.> A 3 y-i, A 3 y 3 , AVa, . . . A'y*. 

mittelst der Formel 

Ä a y= Ay— f-iAy«, 

indem man in derselben für x uach und nach 

setzt. Findet man dann, dass diese Grössen sich sämmtlich inner- 
halb der Gränzen der unvermeidlichen Bcobachtuugsfehler halten., 
so kann man mit hinreichender Annäherung 

y = u'2y„ -h 1/2 1 frl/n 

setzen. . , 

4. Findet man aber, dass die in Rede stehenden Grössen siel 
nicht sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beob- 
achtnngsfehler halten, so bestimme man fau>j A 2 ' /; un ^ w ' M, ' ttc ' sl 
der Formeln 



c U'n 



und die Grössen 

. ' A'y^ A'y*> A'y»< AV«> • • • AV« 

mittelst der Formel 

A'y = A 2 y — A *y* 

indem man in derselben für a: nach und nach 

» 

> «^u *^3> «^4« • • • • •^Z» 

setzt. Findet man dann, dass diese Grössen sich sämmtlich inner- 
halb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler halten, 
so kaun man mit hinreichender Annäherung 

y = rfZyn -+- f/J, t\y rt -f- u!2^y M 

setzeo. 
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5. Findet man aber, dass die in Rede stehenden Grössen sich 
nicht sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beob- 
achtungsfehler halten, so bestimme man A*» A lj5 > A** u °d *' mit- 
telst der Formeln 

* 

und die Grössen 

AVi> A 4 y»> A*y*. A 4 y«^ • ■ • A 4 y« 

mittelst der Formel 

indem man in derselben für a: nach und nach 

•*» i j •«'aj *** s ? •* 41 • • •«•*'« 

setzt. Findet man dann, dass sich diese Grössen sämmtlich inner- 
halb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler halten, 
so kann man mit hinreichender Annäherung 

y = u'2y n -f- tfS x Ay„ -f- u/2^y n AV« 

setzen. 

6. Wie man auf diese Art immer weiter gehen kann, ist klar. 

*. , 

Auf die vorhergehende Weise lehrt Herr Moigno a. a. 0. 
nach Cauchy die Anordnung der Rechnung. Man könnte aber, 
wie es uns scheint, auch auf folgende Art verfahren, wobei wir 
bemerken, dass nach dem Obigen, wie leicht erhellet, 

u. s. w. 

ist. 

1. Angenommen wird wieder, dass die Function y sich in eine 
convergirende Reihe von der Form 

y = au H- bv -f- cw -\- dx -h . • • • 
entwickeln lässt, und dass die den n gegebenen Wertheu 

der veränderlichen Grösse .r, von welcher die Function y und die 
Functionen //. v s w y », . . . . abhängen, entsprechenden Werthe 

yi> y*> y»i y*> — y» 

der Function y gegeben sind. 
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2. Dies vorausgesetzt, bestimme man zuerst die Grösse a mit- 
telst der Formel 



und die Grössen 

Aas, Ay*> Ays> Ay 4 > • ■ . Ay« 

mittelst der Formel 

Ay=y — «*, 

indem mau in derselben für x nach und nach 

setzt. Findet man nun , dass diese Grössen sich säinmtlicli inner- 
halb der Gränzen der unveränderlichen Reobachtungsfebler halten, 
so kann man mit hinreichender Annäherung 



y= 

setzen. 

3. Findet man aber, dass die iu Rede stehenden Grössen sich 
nicht sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Bcob- 
achtungsfehler halten, so bestimme man \r und // mittelst der 
Formeln 



und die Grössen 

A'yn A*y a > AVi» A a y4, . ■ . AV« 

mittelst der Formel 

A s y=Ay— *A*s 

indem man in derselben für cc nach und uach 

setzt. Findet man dann, dass diese Grössen sich sämmtlich inner- 
halb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler halten, 
so kann man mit hinreichender Genauigkeit 

setzen. * 

4. Findet man aber, dass die in Uede steheudcu Grössen sich 
nicht sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen ßcob- 
achtungsfebler halten, so bestimme man A"S A*'^ UDU< c mittelst 
der Formeln 

und die Grössen 

A 3 y.» A a y*> A'y,. A'y*, . . . A'y* 

mittelst der Formel 

A*y=A'y— c A a ^ 
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indem man in derselben für a: nach und nach 



setzt. Findet mau dann, dass diese Grössen sich särauttlich inner- 
halb der Gränzen der unvermeidlicben Beobachtungsfehlcr hnlteu. 
so kann man mit hinreichender Annäherung 

y = an ~f- hfcp -\-c^w 

setzen. 

5. Findet man aber, dass die in Rede stehenden •Grossen sich 
nicht sämmtlich inncrhalh der Gränzen der unvermeidlichen Beob- 
achtungsfehler halten, so bestimme man A*> A'*« A** una< d m,t " 
telst der Formeln 

i 

A*=*-^">A'*=A»- Ä A<%A'*=A'*-;s^,— A'», 

2" 3 AVA 

und die Grössen 

A 4 y.> A 4 y 2 , AV«> A 4 y4, • . • A 4 y« 

mittelst der Formel 

A 4 y=A , y-^A 3 *, 

indem man in derselben für ./■ nach und nach 

setzt. Findet man dann, dass diese Grössen sich sämmtlich. inner- 
halb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler halten, 
so kann man mit hinreichender Annäherung 

setzen. 

6. Wie man auf diese Art immer weiter gehen kann, liegt 
deutlich vor Augen. 

J)ie beste Art der Ausführung der nöthigeu Rechnungen und 
manche Abkürzungen bei denselben werden sich einem Jeden leicht 
von selbst darbieten, weshalb wir hier darüber der Kürze wegen 
nichts weiter sagen. Häufig wird man insbesondere schon vorher 
berechnete Grössen bei den folgeuden Rechnungen wieder in An- 
wendung bringen können. 

§.7. 

Bei weitläufigen Rechnungen ist es immer nöthig, wenigstens 
im höchsten Grade vorteilhaft, im Besitze von Bedingungsgleichun- 
gen zu sein, mit deren Hülfe man die Richtigkeit der geführten 
Rechnung prüfen kann. Solche Bedingungsgleichungen lassen sich 
-aber aus dem Vorhergehenden eine grössere Anzahl ohne Schwie- 
rigkeit herleiten, wobei man nur immer die den gebrauchten Sym- 
bolen beigelegte Bedeutung wohl vor Augen zu behalten hat. 

Weil nach dem Obigen bekanntlich zuvörderst 

-j 

* ~ Sun 
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* 

■ 

ist, so ist offenbar 

und folglich 

Weil ferner nucli dem Obigen 

A#= *' — n'2v H , 
= w — i/2w,„ 
A* = * — iSSz,,, 

U. 8. W. 

I 

ist, so ist offenbar 

-A*'« = — 2u' fl 2v H , 
u. s. w. 

Wegen der Gleichung 
ist aber offenber 

Am»' 

uod folglich, weil augenscheinlich ~u„ = Sm n ist 

also nach dem Vorhergehenden 

Nach dem Obigeu ist ferner 

, Av_ 

also offenbar 

d. i. nach dem Vorhergehenden 

» 

Weil nun 

A 3 w = A** — A* 7 «» 

-A 2 * = A* — A*«» 

u. s. w. 

ist, so ist offenbar 

JA**» = ~A*» — A*»> 
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• 

und folglich nach dem Vorhergehenden offenbar 

Z^w H = 0, 2^x H = 0, 

Ferner ergiebt sich aus den obigen Gleichungen 

-,A 3 «?« = -»A*?« — 1 A«>Wi 

2 t A 2 *« = ^, A*« — - 1 **2 . A*«> 

U. 8. W. 

Wegen der Gleichung 

. 

ist aber offenbar 

und folglich, weil augenscheinlich J,A«'«= S, A"« 

also nach dem Vorhergehenden 

2,A»«>„ = 0, ^A^« = 0, 

Nach dem. Obigen ist ferner 

. 

also offenbar 

d. i. nach dem Vorhergehenden 

^„=0, ^«/„rrrO, S^»=\. 

Weil nun 

A 1 » = A** — ^A 2 *«* 
u. s. w. 

ist, so ist offenbar 

■ 

u. s. w. 

und folglich nach dem Vorhergehenden 

2A , *» = 0, . ... 
Ferner ergiebt sich aus den obigen Gleichungen 

u. s. w. 

also nach dem Vorhergehenden 

2,A'*« = 0, 
Endlich erhält man auch 
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U. s. w. 4 

Wegen der Gleichung 
ist aber offenbar v 



2 2 w'„=z 



und folglich, weil augenscheinlich S^w n = S % ^ 

, ^»w* = 1, • 

also nach dem Vorhergehenden 

2 3 A S *„ = 0, 

Nach dem Obigen ist ferner 

also offenbar 

~* n — S.A'*«' -i*» «i'jA*»»' ~ 3 * w ~ #^7/ 

« , «y,A' gn 

d. i. nach dem Vorhergehenden 

i 

Wie man auf diese Art weiter gehen kann, ist klar. 
Man kann aber auch noch andere Bedingsgieichungen liudeu. 
Weil nämlich nach dem Obigen bekanntlich 

Ay=y— «-y* 

ist, so ist offenbar 

~Ay« = 2y n — 2vtjfy mi 

und folglich, weil nach dem Vorhergehenden 
ist, 

~Ay« = o. 

Weil ferner nach dem Obigen 

A*y=Ay — ^,Ay* 

ist, so ist offenbar 

SA'y» = ~Ay» - iiW, Ay«, 
-iA*y« = -,Ayn — e/^?, Ay» ; 

und folglich, weil nach dem Vorhergehenden 

, = 0, = 0, 2,*',, == l 

ist, 
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Auf ähnliche Art ist nach «ieui Obigen 

A'y=A a y-*^\AV- 

und folglich • 

^AV» = ^AV» — -««'V.-aA'y«» ' " 
= 2 a A a y« - ^.«^A A a y« i 

also ist, weil nach dem Obigen 
ist, 

Ferner ist nach dem Obigeu 

A*y=A , y-^,A , y«, 

folglich • 

^A 4 y» = ^A'y» - -*'«-3 A'y«, 
^.A 4 y»=-iA , y» — ^l*'«^«A , y'«• 
^A 4 y»=^AV«-^*', l .s,A'y«, 
-v, a V« = 2. A *y» - 2. A 3 y- 

also, weil nach dem Vorhergehenden 

2%' n = 0, = 0, 2,*'„ = 0, = l 

ist. 

2A 4 y* = o, ^,A 4 y»=o, z 3 A*?s„=Q, 2, A 4 y» = °« 

Wie man auf diese Art weiter gehen kann, ist klar. 

Die Vortheile, welche die in diesem Aufsatze entwickelte Inter- 
polationsmethode gewährt, hier noch besonders aus einander zu 
setzen, halten wir für völlig überflüssig, da dieselben zu sehr ganz 
von selbst in die Augen springen. Jedenfalls bilden aber die vor- 
her bewiesenen Bedinguugsgleicbungen ein nicht zu übersehendes 
Hauptmoment bei dieser schönen Methode, die wir den Physikern 
zu recht häufiger und fleissiger Anwendung empfehlen möchten. 
Auch hoffen wir, wie schon im Kingauge erwähnt worden ist, bald 
selbst eine Anwendung derselben auf einen wichtigen physikalischen 
Gegenstand im Archive mittheilen zu köunen. 
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III. 

Die Gleichnn» der Ellipse a 2 y 2 +b 2 x 2 =a 2 b 2 
auf einfache Weise entwickelt aus der Grond- 

eigenschaft v + v— 2a. 

Von 

Herrn Dr. Fr/Heinen, 

Directnr der Realschule zu Düsseldorf. 



Es seien in unten stehender Figur M der Mittelpunkt einer 

V 




Ellipse; F, F' ihre Brennpunkte, FP=t> 9 FP=zv' die nach 
einem Punkte P derselben gezogenen Leitstrahlen, das von /* auf 



gezog 

die grosse Axe = 2«r gefällte Perpendikel PQ-=z y^ das S tück 

MQ der grossen Axe =a?, und MF= MF— \/a* — = e. 
Alsdann ist 

PF t ^FQ*=:PF* —FQ Z } 
oder PF* — PF* == FQ* — FQ*, 
oder v % — i/* = (e -f- .r) 3 —(e — .r) 2 , 

i 

oder (v -\-t/) (v — = ke . x ; 
also, weil #-f-«/ = 2« ist, (1) 

2ex 



v — v' — 



(2) 



Aus (1) und (2) folgt v = a + ^. (3) 

Es ist aber auch FP= V FQ* + QP 1 

t oder v = \Z(e -+- 

mithin wegen (3) und (4) 



(*) 
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« 2 ~- = e 2 -h & % -h y 1 



oder, wenn man a 2 — b" 1 statt e % setzt und reduzirt 



IV. 

Trigonometrische Auflösung der in Bd. I. Heft 2. 
S. 219 behandelten Aufgabe; und über eine Be- 
ziehung, welche zwischen vier Punkten, die in 
einer Ebene liegen, Statt findet. 

Von 

Herrn Doctor A. R. Luchterhandt 

Oberlehrer am Gymnasium zu Königsberg in der Neumark. 



I. 

Trigonometrische Auflösung der in Bd. I. Heft 2. S. 219 

behandelten Aufgabe. 

Es seien A und D die beiden der Lage nach bekannten Punkte, 
und die beiden andern B und C aus den beobachteten Winkeln 
ABB = ß, ABC=a, BCB=y und ACD=d ihrer Lage nach 
zu bestimmen. 

Denken wir uns die Seiten des Dreiecks ABB nach beiden 
Seiten hin verlängert, so wird die Ebene des Dreiecks in 7 ge- 
trennte Räume zerlegt. Da nun im Allgemeinen der Punkt C — ab- 
gesehen davon, dass er auf einer Seite des Dreiecks ABB, oder 
deren Verlängerung gelegen ist — in jedem dieser Räume sieb be- 
finden kann, so wären 7 verschiedene Fälle im Einzelnen zu be- 
trachten. Dazu kommt noch, dass der Punkt B auf. der einen oder 
der andern Seite der Linie AB liegen kann. Um nun zu einer, 
von der speciellen Lage der Punkte B und C unabhängigen, all- 
gemein trigonometrischen Lösung der vorliegenden Aufgabe zu ge- 
fangen, ist es nothwendig, über die Richtung, nach welcher hin 
man die beobachteten Winkel positiv rechnet, eine einfache, unzwei- 
deutige Bestimmung zu machen. Zu dem Zwecke nehmen wir für 
jeden dieser Winkel einen Schenkel als den ersten an und denken 
uns den Beobachter in die Spitze desselben, mit dem Gesichte nach 
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der Oeffnuog gestellt; liegt alsdann der andere Schenkel zur lin- 
kes Hand, so soll der Winkel positiv, gegentheils negativ genom- 
men werden. Es seien nun für die Winkel 

ABC= «, ABB = ßi BCB = y, ACD = $ 

bezieblich AB, AB, BC und AC die ersten Schenkel. 

Man sieht sogleich, dass AllCs darauf hinausläuft , eins der ' ' 
Dreiecke ABB oder ACB zu bestimmen; wir wählen das erstere, 
nennen <p den Winkel ABB und bemerken, dass derselbe mit ß 
stets gleiches Zeichen hat. 

Aus der Betrachtung der Dreiecke erhält man alsdann in völli- 
ger Allgemeinheit 

AB sin g BC sin (g-j-y — d) BD sin y 

BD— sin «in (y — d) ' BC ~~ sin (a y - ßY 

hieraus 

sin (y-f-j) sin y sin («-f-y — <f) 

sin y> sin (y — d) sin (a-hy — ßY 

und weiter 

« sin y s in («-f-y — d 1 ) 

tot & * = sin fi sin (y-cf) sin (« 4=7^7) ~~ C ° tg ß ' 
Bestimmt man noch den Hunswinkel £ aus der Gleichung 

. cot g s= . , *»r™b+r-*) M) 

8 s sin (y — tf) sm (a-f-y — d) sm 0 ' * ' 

so wird 

tot 5 * — sin |« sin * W 

und aus (..-/) und (B) lässt sich nun 9) ohne alle Zweideutigkeit 
finden. Die übrigen Stücke der Figur ergeben sich dann ohne 
Schwierigkeit. 

II. 

Ueber eine Beziehung, welche zwischen 4 Punkten, die 
in einer Ebene liegen, statt findet. 

Sucht man die Bedingungsgleichung dafür, dass vier Punkte, 
deren Coordinaten ar,, y,, *,; x„ y 2 , ^,,y,,*,; a? 4i y 4 , * 4 
sind, in einer Ebene liegen, so gelangt man bekanntlich zu dersel- 
ben, wenn man in die allgemeine Gleichung der Ebene: 

Aa;-t-By-\- Cz-\- B = Q 

für die Coordinaten .r. y, % nach einander die Coordinaten der 4 
Punkte setzt, also die Gleichungen 

Ax x -+- By x -f- Cx l -f-/> = 0, 

Ax* -+- By^ -f- Cx 2 -i-B = Q i 

Aa; 3 + %+ C* a -+-ZJ = 0, 

^ 4 -f- Y?y 4 -+- Cs 4 -f- Z? = 0 

bildet und aus denselben die Grössen /, B, C, D climinirt. 
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Führt man dies aus, so gelangt man zu einer Gleichung zwischen 
«len Coordinaten der gegebenen 4 Punkte, die wir zu unserem 
Zwecke unter die Form 

•^1 1(^4*1 — y***) •+-(#**« — y4**)-T-(y,s» — 
+ ^ 2 |(y»*4 — ;/4»3) + (//4a, — y,-4)-T-(y,Ä, — 
+ *tl(?t*i — yi« 2 )H-(yi«4 — y4*i)H-(y«*i — y 2 Ä 4 )| 

= ^J(;/ 2 ä, — y,* 3 ) + — ?/ 3 s,)-r- (y,* 2 — y 2 - 3 )| 

i 

bringen. Nehmen wir nun an, dass das zum Grunde liegende Co- 
/>rdinatensystem ein rechtwinkliges ist und betrachten die Projcctio- 
nen der '» Punkte auf die yz Ebene, bezeichnen dieselben mit 
(1), (2), (3), (4) und setzen voraus, dass (4) derjenige Punkt sei, 
welcher innerhalb des von den drei übrigen gebildeten Dreiecks 
A(l 2 3) liegt, so kann man nach bekannten Sätzen die obi^e 
Gleichung auch so ausdrücken: 

A(2 3 4)H-^ 2 A(l3 4)-h;r, A(12 4) = ^ 4 &(123)...(1) 

oder wenn man bedenkt, dass 

A(2 3 4)-+-A(l 3 4)H- A(1 2 4) = A0 2 3) 

ist. auch folgendermassen : 

*«) A(* 3 4)-h(^-^ 4 )A(t 3 4)+(^,-^ 4 )A(l 2 4)=0...(2) 

Nennen wir nun den Punkt, welcher innerhalb des von den 
drei anderen Punkten gebildeten Dreiecks liegt, den inneren Punkt, 
so können wir den in der Gleichung (1) in analytischem Gewände 
ausgedrückten Satz also aussprechen: 

Wenn man drei Punkte und einen innern derselben 
auf eine beliebige Ebene projicirt, und sich die Pyrami- 
den gebildet denkt, welche einen der gegebenen Pu nkte 
und die Projectionen der drei anderen zu Eckpunkten 
haben, so ist diejenige Pyramide, welche den inneren 
Punkt zu einem Eckpunkte hat, gleich der Summe der 
drei anderen Pyramiden. 
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V. 

Ueber erneu Lehrsatz aus der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. 

Von . 
Herrn Doctor A. R. Lucht er ha mit 

Oberlehrer am Gymnasium zu Königsberg in iler Neumark. 



Poisson giebt in seinem Lehrbuche der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, S. 31 nach der Uebersetzung von Scbnuse, für die Wahr- 
scheinlichkeit II, aus einer Urne, in der ursprünglich a weisse und 
£ schwarze Kugeln enthalten sind, in fi Ziehungen m weisse und 
» schwarze Kugeln in einer beliehigen Ordnung zu ziehen , wenn 
die jedes Mal gezogene Kugel nicht wieder in die Urne zurück- 
gelegt wird, den Ausdruck: , 

1 »2.3#...«^t4. I . 2 . •> (j . 1 .2.3... »Am 1 .2.3..... (c fx) 

1.2.3 1.2.3. ....w. 1.2. 3 c. 1.2.3 (a—m) 1.2.3.. ..(£— rc) 

___ fi(fi-\) (ju-2) (m+ 1) 

1*2.3. * • * « • M 

ajo — 1) (a — 2) (a — m -f- \)li{b - 1) (/> — 2) (4 — *-+-!) 

c(c _l )(c _2) + 

worin e = <ar-4-£ gesetzt ist. 

Es heisst dann ebendaselbst in der Note: „Nach fi Ziehungen 
von zra weissen und // schwarzen Kugeln ist die Wahrscheinlich- 
keit, bei einem neuen Versuche eine weisse Kugel zu ziehen, von 

d 

den Zahlen m und n abhängig und =y> wo a' = a — m und 

d =-c — {m -f- /*). Aber für eine Person, welche bloss wiisste, dass 
aus der Urne fi Kugeln gezogen sind, aber nicht, wie viele weisse 
und wie viele schwarze, wäre die Wahrscheinlichkeit des Zuges 
einer weissen Kugel bei einem neuen Versuche von der Wahr- , 

schein lieh keil, —r sehr verschieden, und nach einer uns eben von 

F. Mondesir, ehemaligem Schüler der Ecole Polytechnique, mitge- 
teilten Bemerkung ist die in Rede stehende Wahrscheinlichkeit 
von den Zahlen m und n unabhängig und wie vor den Ziehungen 
(i 

= — ." Poisson bemerkt dann ferner, dass Mondesir in dem 

c 1 

Journal der Mathematik von Liouville den allgemeinen Beweis für 
diese Behauptung bekannt machen werde. 

Tbeil II. X 
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Da uun gewiss vielen Lesern des Archivs, gleich wir, das 
Journal von Liouvillc nicht zu Gebote steht, so hulte ich es nicht 
für unangemessen, hier> einen Beweis für die Richtigkeit der obi- 
gen liehunptung mitzutheilcm. 

Jemand, der überhaupt uur weiss, dass aus einer Urne mit a 
weissen und b schwarzen Kugeln fi Ziehungen stattgefunden ha- 
ben, und dass keine der gezogenen Kugeln in die Urne zurückge- 
legt wurde, kann offenbar nur folgende u -j- I Voraussetzungen 
über das Herausgekommensein von weissen und schwarzen Kugeln 
machen, Ks sind nämlich entweder u weisse und keine schwarze, 
oder fi — 1 weisse und I sebwarze oder p — 2 weisse und 2 schwarze 
..... oder endlich keine weisse uud (jl schwarze Kugeln gezogen 
worden. Die Wahrscheinlichkeit, dass einer dieser Fälle stattge- 
funden habe, bestimmt sich nach der obigen Formel, wenn man 
darin für m und n die entsprechenden Werthe setzt. So giebt die- 
selbe für die Wahrscheinlichkeit, dass in /* = w 4- // Ziehungen d 
weisse, und folglich (i — 6 schwarze' Kugeln gezogen worden sind, 
wenn man m = d und nz=p — 6 setzt, den Ausdruck: 

/7 ,*v (*((*— 1) (,« — 2) l(t-hl) " 

n\o)— j 2 3 iu-0) 

* a(a - 1) Ka - 2) . . . . (a — cT-f- i)b(b - I) (b - 2) (b - fi -j-J-j- 1 ) 

c{c-l)(c-2) [c-p+l) 

Wenn das Krcigniss^ dem diese Wahrscheinlichkeit entspricht, 
eingetroffen wäre, so blieben in der l'rnti überhaupt fi — c Krugcln, 
und darunter a — d weisse, und es wird folglich die Wahrschein- 
lichkeit, bei einem ueucn Zuge eine weisse Kugel zu erhalten, 
durch den Quotienten 

a-& 

ausgedrückt. Die Wahrscheinlichkeit IJ'(6) J dass diese beiden Kr- 
eignissc zugleich eintreffen, bestimmt sich bekanntlich durch das 
Product der Wahrscheinlichkeiten der eiuzelnen Ereignisse, und ist 
demnach 

* m 

v 1 1.2.3 [fi — ü) 

a(a — ]) (g-2)....(^ — J) Hb— 1) (b — + I) 

x ,.( C _D ( t ._2) (c—fi) — r*J 

Setzt man nun hierin nach einander ()'=/u., /u — 1, fi — 2 . . . . 2, 1,0 
und nimmt die Summe dieser Ausdrücke, so ergiebt sich offenbar 
der Ausdruck für die gesuchte Wahrscheinlichkeit, die wir mit W 
bezeichnen wollen, und es ist also: 

W= Jl'fa) ~h mt*-l) + U'((i-2) -f- 7?(1) -f- ZF(O). 

lievor wir nun die Werthe der 77' einsetzen, wollen wir noch 
bemerken, dass die Formel (A) für S = fi nicht unmittelbar an- 
wendbar ist, und dass mau in diesem Falle für die beiden darin 
vorkommenden Ausdrücke 
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die tiinhcit nehmen muss. Mit Rücksicht hierauf erhält man nun, 
iiuter Absonderung des gemeinschaftlichen Factors 



c(c—\) (c — 2) (c — 

für die gesuchte Wahrscheinlichkeit W den Ausdruck x 



+ Ä<*-1)0_2) (^-^^-1)1. 

Bedenkt man nun, dass für u-t-ß = y die bekannte, auch von 
INmssoii a. a. 0. erwähnte Relation 

riy- \)(y-2).+.. i )=«( «- 1 ) («-2) («— jm- 1 ) 

-\-liu{a— 1 J («—2 ) . . . . («— p-+-2)ß 

+*f^r («-in-») Wr l ) 



(0-2) 2) 

-f-W-i) (/J-^-f-i) 

statt findet, und dass, wenn man darin a = a — 1, ß = 6, also 
y=zc — 1 setzt, die rechte Seite gleich der Grösse ist, womit in 
unserem Ausdrucke für W die Grösse ftt zu multipliciren ist, so 
ergicbt sich 

ir= M(c - l) (c —2) (r - ft)i 

und wenn man für M seinen Werth einsetzt, 



was bewiesen werden sollte. 



< 
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VI. 

Vom Kapitalismen der Zinsen im Laufe des 

Jahres. 

VOD 

Herrn Doctor Rädel I 

zu Berlin. 



Ist p der jährliche Zins eines Thalers, so nenn| man r=l-f-/> 
den Zinsfuss, und ein Kapital K geht am Ende des Jahres durch 
das Hinzutreten der Zinsen in Ar über, so dass man den Zinsfuss 
als denjenigen Faktor betrachten kann , mit welchem man ein Ka- 
pital A zu multipliciren hat, um den durch das Hinzutreten der 
Zinsen hervorgegangenen Werth desselben am Ende eines Jahres 
zu erhalten. Nach demselben Ziusfusse geht das Kapital K in m 
Jahren in 

(1) K rn = Ar"' 

über. Diese Formel gilt zwar zunächst nur für den Fall, wo die 
Zinsen am Ende eines jeden Jahres zum Kapitale geschlagen und 
für die fernere Dauer des Geschäfts verzinst werden; kann aber 
auch auf die Kapitalisirung der Zinsen jedes beliebigen andern 
Zeitiutervalls angewandt werden, wenn man unter /// die Anzahl 
dieser Intervalle "und unter r den einem solchen Intervalle zukom- 
menden Vermehrungsfaktor versteht. 

Nimmt man > demzufolge an, dass *' der ~- jährliche Vcrmeh- 

rungsfaktor ist, und dass das Kapitalismen der Zinsen von jj-- zu 

— Jahre geschieht, so ist der entsprechende jährliche Vermehrungs- 
faktor 

(2) r x =j». 

Will man diesen mit dem Zinsfussc r dergestalt vergleichen, dass 

die zu Grunde liegenden Zinsen beider der Zeit nach proportional 

• r i 

werden, so hat man *' = 1h zu setzen, wodurch sich 

m 

(3) ' r ' = (H-!^i)'" 

ergiebt. 
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Dieser Ausdruck wird, seiner Bedeutung nach, offenbar mit m 
wachsen, weil alsdann um so öfter Zins von Zins genommen wird; 
am solches aber aus der Formel selbst deutlicher hervortreten zu 
lassen, als es unter ihrer gegenwärtigen Gestalt geschieht, und 
zugleich die Grenze des Wachsthums zu finden, entwickele mau 
dea Ausdruck rechts nach dem binomischen Lehrsatze. Hierdurch 
ergiebt sich 

12 3 

wo offenbar die Subtrahenden -— , — — u. s. w. um so kleiuer 

7ti m t/i 

werden, je grösser m wird, woraus hervorgeht, dass jedes einzelne 
Glied der Reihe und demnach auch r' mit /// zugleich zunimait. 

Setzt man voraus, dass die Zinsen von Augenblick zu Augen- 
blick fällig und zum Kapitale geschlagen werden, so erhält man 
offenbar den möglich grössten Werth, den der jährliche Vernieh- 
rnagsfaktor zu erreichen im Stande ist. In diesem Falle wird man 
aber das Jabr in unendlich viele Intervalle zerlegt denken müssen 

uod m = oo zu setzen, 3% ~-, ~- u. s. w. also als Null auzu- 

f/t t/i tn 

sehen haben, so dass sich 

(A\ lim n , C-l) 3 , (r-1)' . (r-1)« 

(4) lim r _l-f-(r-l)H — 77073 + i. 2 .3.4 + ' ' 

ergiebt. Obgleich man aus der Analysis weiss, dass für die Reihe 
rechts die Potenz c r ~* 1 , wo £ = 2 , 7182818..., gesetzt werden 
kann, so mag die Entwicklung dafür, da sie sich leicht aus dem 
vorhergehenden ergiebt, hier nachfolgen. 

Kehrt man nämlich zur Gleichung (3) zurück und bringt die-, 
selbe unter die Form 

so sieht man, dass die Potenz rechts mit der in (3) übereinstimmt, 

wenn man hierin r — 1=1 und «1 = : setzt. Da nun r 

r — 1 t — 1 

mit m zugleich unendlich wird, so ergiebt sich nach ( V) 

-ilil 
lim. l/V=r 2+ ^H- 770-3 + r^TTl +■ ••= * 

also wie vorher, 

(5) lim. r' = ^-i. 

Ist jetzt der — jährliche Vermehrungsfaktor setzt man bei 
m ^ 

demselben aber voraus, dass zwar auch die Zinsen alle -— Jahre 

* //* 

fällig werden, dass dieselben jedoch bis zu Knde des Jahres nur 
in einfacher Verzinsung genutzt werden können, so erhält man den 
jährlichen Vermehrungsfaktor auf nachstehendem Wege: 

Am Ende" des ersteu Termins erhält man von jedem Thaler 
die Zinsen *" — 1; diese giebt, nach der Voraussetzung der ein- 
fachen Verzinsung bis zu Ende des Jahres, für die noch übrigen 
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m — 1 Termine (m — 1) — l) a Zinsen, so dass also die Zinsen 
eines Thalers mit ihren Zinseszinsen 

für den lten Termin . . . #" — 1 -f- (m — l) (*" — 1)*, ebenso 

- - 2ten - 1-f- (m - 2) (*"- 1)% 
' - - 3ten - ... 1 H-(jw — 3) 

- - 4teu - . . . — \ + (m — A) (*" — 1)% 

U. 8. W. 

betragen. Also belaufen sich am Finde des Jahres sämmtliche Ziu- 
sen und Zwischenzinsen eines Thalers unter der gemachten Vor- 
aussetzung auf 

m{»"-\)+. \(m- l)-f-(/«-2) + ( W -3)H-...-4-lj 
d. h. auf 

Fügt man daher zu dieseu Zinsen noch 1 hinzu, so ergiebt sich 
für den jährlichen Vermehruugsfaktor r z die Gleichung 

(6) r, = l+M«"-D \l+ < < m ~ l) f--% 

r — <■ 1 I 
Nimmt mau s" = \ -\ — , d. h. werden wiederum die - 

jährlichen Zinsen den dem Zinsfusse r entsprechenden jährlichen 
Zinsen der Zeit nach proportional gesetzt, so erhält man statt der 
letzten Gleichung die Formel 

(7)r" = r + -i(l-^)(r-l)S 

welcher Ausdruck mit /// zugleich wächst, und für m = x 

(8) lim r"= J(r* -f- 1) 

giebt. 

Vergleicht man den Werth von r" mit der oben tür r' gefun- 
denen Reihe, so sieht mun , dass jener Werth die beiden ersten 
Glieder dieser Reihe bildet,, und also beide Vermchrungsfaktoren 
nur wenig von einander abweichen werden, und zwar um so weni- 
ger, je kleiner der zu Grunde gelegte Zinsfuss r angenommen 
w ir<|. — Für jeden beliebigen- Zinsfuss r werden aber beide Ver- 
mehruugsfaktoren r' und r" einander gleich, wenn man 0* = 2 

setzt, weil alsdann r" = r + \(r - \y = = (!•+- 

wird. Diese Gleichheit hat darin ihren Grund, dass sich für diesen 
Fall r' und r" ihrer Bedeutung nach gar nicht von einander unter- 
scheiden . indem bcidi* daraus hervorgehen, dass die Zinseu eines 
Thalcrs vom ersten halben Jahre während der zweiten Hälfte des 
Jahres noch einfache Zinsen tragen. 

Soll umgekehrt der — jährliche Vermehruugsfaktor gefunden 

werden, wenn der jährliche gegeben ist, und die Zinsen von Ter- 
min zu Termin kapitalisirt werden sollen, so ist die Gleichung (2) 
uach s' aufzulösen, wodurch mau 
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(9) ,' = {>,• 
erhalt, wenn man r statt r x setzt. Hieraus folgt »her 

hn 

•v -1 = 1/1 -Hr-1)-1 

also, bei der Kleinheit von r— 1. *' — 1<— — , d. I". die — jähr- 
lichen Zinsen sind in diesem Falle kleiner als die dein Zinsfusst r 
zuffpliöriu« - Zinsen für dieselbe Zeit. 

Will mau statt der Formel (9) einen hinlänglich genauen Nabe 
rungswcrth ohne Wurzelzeichen setzen, so nelimc man 

v l -t- & j -pj, 

wo .r eine sehr kleiue Uuantit.it bezeichnet, « und f* aber derge- 
stalt bestimmt werden sollen < dass der angenommenen i*leicli nujv 
so viel als möglich Genüge geleistet werden, und das Zeiphen e= 
andeuten soll, dass nur von einer Annäherung die Rede ist. Aus 
dieser (■leichung ergiebt sich 

M 2 —tn „ . . m~~\-m 



== 1 4- ///(« — //),» ( — — — H — /> 2 ) A l + . . . • 

Bei «ler vorausgesetzten Kleinheit von wird man also der Wahr- 
heit am nächsten kommen, wenn 

mim -&) = l und Slf= „> - «'.Ä + Ä» = 0 

gesetzt wird, weil dabei' nur die dritte und die höheren Potenzen 
ron x unherücksichtigt bleiben. Statt der zweiten Gleichaug kann 



man aber schreiben -~ [a — b) z — ^t«* — **) = <>, d. h. mit He- 

1 

rücksiebtigung der ersten (■leicbung n" 1 — h x -=z— «»der wenn man 

1 // / ^ - 1 

durch « — ^ z= -~m dividirt. l, so dass also a = —^j- 

und 6 = ^ 0w| -, folglich 

v 1 -t- = 2w (m l*r 

folgt 

Von der angenäherten Richtigkeit dieser Gleichung kana man 
sich auch a posteriori überzeugen, wenn mau beide Seiten derscl 
heu nach Potenzen von X entwickelt, wodurch mau 
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i'^r— ~_ , m-\ x (jm — 1) (2»i -l) ,ar 
\ r (~)M k (-) 



(//*— I) (2//< — I) — I) x_ 
- 24 W 



2fff -f- {m 



2m -f- (//j 



-*-l).r / ^o.- //<— I /^v, (//i - I) (m — 1) ,.r vl 
-T^ = 1 + ( ™> 2~ W + 4 Iii 



(//*-!) (w- 1) (f«-l) 

also durch Subtraktion 

. "> .— 2///+(//<-h 1 ).v _m*-l ^ («» -l)(3//<-2) 

Kl-f-.z' 2//#-f-(w— D^r — 12 { m' 24 *«* "T**"' 

erhält, woraus 

(10) _— , Di ff <- T ö- (-)' 

folgt. 

Will mau diese Formel auf die Gleichung (0) anwenden, so hat 
man a? = r — 1 zu setzen, und erhält 

an * '= ^t±Im±Jlk—J} Dl ff <* m *^ 1 £=i>» 

inj * 2// , H _( M _i) (r _ i)> um - 2 l m ) 

«der 



»H — (r — I) 



Ist der ^ jährliche Vermehrungsfuktor aus dem gegebenen jähr- 
lichen für den Fall zu linden, dass die Zinsen eines jeden Termins 
bis zum Schlüsse des Jahres nur einfache Zinsen tragen , so hat 
man die Gleichung (6) nach #" aufzulösen. Setzt man der Gleich- 
förmigkeit wegen wiederum r statt r 2 , so führt die eheugenaunte 



10 r in ig 

deich 



unsr vermittelst einer einfachen Reduktion auf 



und giebt also 



— m—\ — V m{m — 1) ^ {m — l) 2 ' 

wo aber in unsenn Falle, wo s"^>\, nur das positive Zeichen ge- 
nommen werden darf. Demzufolge erhält man 

(12) ,"-1=^ |_ l+y\ + Hl-±) (r- 

oder mit Anwenduog von (10), wenn m=2 und or=2(l — ~)(r — I) 
sreseUt und reducirt wird, 
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m h (r — 1) 

r — 1 1 

wo *" — 1 < — und die Diff. deshalb mit — j| multiplicirt ist, 

weil *"— 1 diesen Faktor hat, so dass = ist. 

Man kann diese Formel auf folgendem kürzern Wege finden, 
wenn man die Inkonsequenz zulassen will, für einen und denselben 
Zeitraum zwei, wiewohl nur sehr wenig verschiedene Vermehruugs- 
faktoren anzuwenden: 

Ist s" der — jährliche Vermehrungsfaktor und r der entspre- 

r i 

chende Ziusfuss, so wird — wenig verschieden sein von *" — 1, 

jedenfalls als ein Näberungswerth des letztern angesehen werden 
können. Wird daher die obige quadratische Gleichung auf die Form 

r-l 



— las 



m(m-l) 



r i 

gebracht, so kann man rechts — statt *" — 1 setzen, und erhält 
dann für «" den unter (13) stehenden Ausdruck. • 

W Hl man aus dem gegebenen jährlichen Vermehrungsfaktor 
den entsprechenden, d. h. denjenigen Zinsfuss finden, dessen Zin- 
sen den Zinsen des gegebenen Vermehrungsfaktors der Zeit nach 
proportional sind, so hat man für den Fall, dass der Vermehrungs- 
taktor von Termin zu Termin nach Zins und Zinseszinsen genom- 
men werden soll, die Gleichung (3) und für den Fall, dass beim 
gegebenen Vermehrungsfaktor die Zinsen eines jeden Termins bis 
zum Ende des Jahres nur einfache Zinsen tragen, die Gleichung 
(7) nach r aufzulösen. 

Aus der erstem der beiden genannten Gleichungen findet man 

aber 



m 



(14) r=l-+-z«(l/V-l) 
oder mit Anwendung von (10) nach einigen leichten Reduktionen 

2 H- (3 — --) (r' — J) 

wo für die Differenz eine ähnliche Erinnerung gilt wie hei (13). 

Aus beiden Ausdrücken sieht man, dass r abnimmt, wenn /// 
wächst. Um die Grenze dieser Abnahme zu finden, setze man 

1 

l/V= jl -f-(r' — \)\ m und entwickele diese Potenz nach dem bi- 
nomischen Satze. Hierdurch findet man 

also für m =5 
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(16) |i,,,.r=l^(r'-l)-^-l)^{(r-l)'~Ur--l)^-+-.... 
wofür itfan bekanntlich 

lim. r = 1 -f- tn . r' 

* 

setzen kann. Dieser Werth für lim. r hatte sich auch unmittelbar 
ergeben, wenn mau die hierhergehörende Gleichung (5) nach r 
aufgelöst hätte. Will man in der Praxis den natürlichen Loga- 
rithmus mit dem gewöhnlichen vertauschen, so hat man 

• ln ' r = To^ — Ig 2 . 7182818 — 0 . 4342945 ~ * ' ****** V x 
zu setzeu und erhält also 

(17) lim. r= 1 + 2. 8025851 X log r'. 

Verlangt man statt dieses Ausdrucks einen bequemeren, so hat 
man in (15) — = 0 zu setzen, und findet dann folgenden hin- 
reichend genauen Näherungswert!! 

(18) lim. r = p^y, Diff. <±(r'-l)', 
für welche Formel sich der Zusammenhang mit (16) sogleich er- 
gieht. wenn mau = 1} schreibt, und den letztern 

Quotienten durch gewöhnliche Division in eine unendliche Reihe 
verwandelt. 

Zur Auflösung der Gleichung (7) gebe man ihr vorher die 
Form 

(r-\Y + —- x (•—*> = m-l • 



woraus 



folgt, indem wiederum wegen #v>l nur das positive Wurzelzeichen 
genommen werden darf. Statt des eben gefundenen Werths kann 
man auch setzen: 

(10) r-l=^ l-l + VW^l-^.K-OI 

oder mit Hinzuziehung von (10), wenn man hier m = *l uml 
^ = 2(1——) (r"— 1) setzt und reducirt. 

(20) r S f , OUT. < j l^)' K-D'- 

Setzt mau — = 0, so erhält man aus (H>) 

(21) lim. r = l/2r" — l 
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und näherungsweise 

(22) lim. ^ = ^=y, Diff. <| (r»-l)\ 

wie es der Formel (8) gemäss ist. 

Endlich sieht muu aus den Formeln (15) und (20), dass die 
beiden Näherungswerthc von r, resjiective in r' uud r" ausgedrückt, 
miteinander übereinstimmen, so dass also in allen deu Fällen, wo 
jene Näherungswerthe für hinreichend erachtet werden , < beide Ver- 
melirungsfactoren nicht von einander verschieden sind. 

Aus diesen Untersuchungen geht hervor: 

1) Dass dem Zinsfusse r zwei zusammengesetzte jährliche Ver- 
melirungsf'actoren r' und r" entsprechen, bei welchen beiden voraus- 
gesetzt wird, dass die Zinsen schon im Laufe des Jahres in glei- 
chen, Zwischenräumen zum Kapitale geschlagen werden und Zinsen 
tragen; dass die Zinsen eines jeden Termins der Zeit nach propor- 
tional den zum Zinsfusse r gehörigen Zinsen sind; dass aber hei 
dem Vermehrungstaktor r' von Termin zu Termin nach Zinsesziri- 
sen gerechnet wird, während bei dem zweiten Vermehrungsfaktor 
r" die Zinsen eines jeden Termins während der übrigen Dauer des 
Jahres nur noch einfache Zinsen tragen. 

2) Dass der Zinsfuss r drei terminliche Vermehrungsfaktoren 

T — 1 

# = lH , *' und *" unter sich hat, bei welchem die zuge- 
hörigen terminlichen Zinsen, der Zeit nach proportional den dein 
Zinsnisse r zugehörigen Zinsen sind, welche aber alle drei den 
jährlichen Zinsfuss r hervorbringen, uud zwar der erste * dadurch, 
dass man während der ganzen Dauer des Jahres nur nach einfachen 
Zinsen rechnet; der zweite dadurch, dass man von Termin zu 
Termin nach Zinsesziusen rechnet, und endlich der dritte #" da- 
durch, dass man zwar für die Zinsen eines jeden Termins wiederum 
Zinsen, aber für jede Rate während des noch folgendeu Theils des 
Jahres nur einfache Zinsen rechnet. 

Endlich ist ersichtlich, dass für die im Laufe eines Jahres fäl- 
lig werdenden Zinsen, noch viele andere Arten der Benutzung an- 
genommen, namentlich für die Zinseszinsen ein anderer Zinsfuss 
als für die Zinsen des Kapitals zu Grunde gelegt, und danach die 
entsprechenden Vermehrungsfaktoren berechnet werden können. 
Diese Rechnungen werden sich aber ihrem (lange nach nicht we- 
sentlich von den vorhergehenden unterscheiden und sollen daher 
fär jetzt uuerörtert gelassen werdeu. 



VII. 

Ueber die Theorie der Elimination. 

Von 

dem Herausgeber. 



Erste Abhandluug. 
§. 1 

Die in neuester Zeit von einigen ausgezeichneten Mathemati- 
kern, insbesondare von Caucby, Sylvester, Richelot, Sar- 
ins, veröffentlichten Untersuchungen über die Theorie der Elimi- 
nation mit möglichster Deutlichkeit und Vollständigkeit darzustel- 
len, ist der Zweck einiger Abhandlungen über diesen wichtigen 
Gegenstand, welche von jetzt an in dem Archive nach und nach 
erscheinen werden, und von denen die erste hier vorliegt. Diese 
Untersuchungen betreffen zwar sämmtlich nur die Elimination der 
unbekannten Grössen aus Gleichungen höherer Grade; die Deutlich- 
keit und der Zusammenhang scheinen uns aber zu fordern, dass 
wir unsere Darstellung mit einer altern Untersuchung Cauchy's 
über die Elimination der unbekannten Grössen aus Gleichungen des 
ersten Grades oder sogenannten linearen Gleichungen, die nicht so 
bekannt geworden und so viel Beachtung gefunden zu habeu 
scheint, wie sie verdient, beginnen, und wir wollen daher jetzt so- 
gleich zu diesem Gegenstande übergehen. 

i. 2. 

Zu dem Ende wollen wir annehmen, dass zwischen den /« un- 
bekannten Grössen 

die folgenden n Gleichungen des ersten Grades: 

a„a: b 0 y -\- c 0 x -\- . . . -f- g n u -fr- h Q v = 
a x cc -fr- -fr- . . . g x * + h t v = k x , 
a % & -fr- 6 3 y -fr- c 2 z -+- . . . -f- g 2 ts -fr- = k., , 
« t .r-f-£,y-f-c,*H- . . . -fr- g*u-\- h x v = 

u. s. w. 

(*n-\X h n -\y -fr- Cn-i* + . . . -fr- gn-\U "fr- h n -\V = k*-K 

wo 
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a o> b ay ^o> • • • & 01 b Qi '■> 

a n • i > ^ i » • • • #i » *1 » ^ i » 
« 2 , C a , . . . # a , A: 2 ; 

r «> • • • gi* h*i ^1 i 
u. s. w. 

sämmtlich bekannte Grössen bezeichnen, gegeben seien, und dass 
ans diesen Gleichungen die in Rede stehenden n unbekannten 
Grössen bestimmt werden sollen, wobei es zuerst vorzüglich auf 
den Beweis des folgenden Lehrsatzes ankommt. 

§.3. 

LeArsatx. Wenn «, b 9 r, </,... #, // beliebige ungleiche 
Grössen, deren Anzahl n sein mag, bezeichnen, und 

P n = {&-«) 

X{c — a)(c — 6) 

X(d-a) (d-6) (,/-c) 



X(//-«) (//-£) {/i-c) (A-d)...(/i-g) 

gesetzt wird; so ändert das Produet P n jederzeit sein 
Vorzeichen ohne seinen absoluten Werth zu ändern, 
wenn mau zwei beliebige der Grössen a, b. c, d, . . . g> h 
gegen einander vertauscht. 

Beweis. Dass dieser Satz für « = 2 gilt, erhellet auf der 
Stelle aus einer blossen Ansicht der Gleichung 

P 2 =6 — a. 

Eben so leicht erhellet, dass derselbe für » = 3 gilt, wenn man 
mit dem Producte 

/»,=(*-*) (c-a) {c-b) 

die Producte 

(a-l>) (c-b) (c-a), 

(b-e)(a-c)(a-b), 

(c — a) (b — a) (6 — c) t 

welche aus jenem durch Vertuuschung von a und 6, a und c, h 
und c gegen einander hervorgehen, vergleicht. Kann man nun be- 
weisen, dass der Satz für 

fWi = (b - a) 

X(c — a) (c — b) 

X(<l-a) (<l-b) (d-c) 



X(// — a) (/i — b) (h — c) (// — d) . . . (// — g) 
X(i-a) (i-b) (i-c) (i-rf)...(t — j) (#-//) 
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i<ih. wenn er tür 

i> n = (b-a) 

X{c — a ){c— b) 
X(d-a) (d-b) (d-c) 



X(h — a) (A — Ii) (// - c) {fi — </)... (// - g) 

gilt, so wird seine uligemeine Gültigkeit ausser Zweifel gesetzt 
sein. Dies kunn aber auf folgeude Art bewiesen werden. 

Vertauscht man in P n +\ zwei Elemente gegen einander, so 
können dies zuerst zwei in der Reibe 

«, b, t\ d, . . . «■, h 

vorkommende Elemente sein. Weil 

P n+x = P n (i-a) (i-b) (i-c) {i-d). ..(*-*) (i-/*) 

ist, P H nach der Voraussetzung in diesem Falle sein Zeicheu ändert 
ohne seinen absoluten Werth zu ändern, und das Product 

(<_«,) (i-b) (i-c) (i^-d)...(i-g) (i-/t) 

in diesem Falle offenbar völlig ungeändert bleibt, so ändert P f 
sein Zeichen ohne seinen Werth zu ändern. Die vertauschten 
Elemente können aber auch irgend eins der Elemente 

«, b, <?, d, . . .g, h 

und das Element i sein. Nehmen wir nun z. B. an, dass man die 
Elemente d und i gegen einander vertauscht habe, wobei der All- 
gemeinheit des Beweises durchaus keiu Eintrag geschieht, da man 
sogleich übersehen wird, dass sich derselbe in jedem anderu Falle 
eben so fuhren lässt; so wird aus P„+i das Product 

Q = (b-a) 

X(c-a)(c-b) 

X(Mi)(<-*) (4-c) 

X(e — a) (e — b) {e — c) (e — i) 

X(/-«r) (f-b) (f~c) (f-i) (f-e) 



X(/i-a) (A-t) (//-c) (A-i) (*-e)...(*-g) 
X(d— a) (d- b) (d—c) (d— i) (d—e) . . . g) (</—//) 
erhalten. Da die Anzahl der Factoren des Products 

(e— i) (/_,•)... (//-i) 
x( ^_ ,) (,/_ e) (</-/) ...(d-h) 
offenbar ungerade, und folglich 

(*-*) </-*) .. (/*-*) 
X(d— i) (d— e) (d-f) . . . (d— fi) 

= -(«-#) (*-/)... 

X(i - d) (e- d) (/- d) ...(// - d) 
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♦ ist: so ist nach dem Obiuen 

X(c — u) (c — b) 

X (i — a) (• — 6) (•-€?) 

X(e — «) (e — b) {e — v) — e) 

X(/-«) {f-<>) (f-c) (i-f) (/- r) 



X(/i — a) (A — b) (4 — c) \i ~h) {A—e) . {*—g) 
X(d-,t) (d-b) (</-c) {<-<() (<? — </)..>(# </) (//-</> 

X (r-«)(c-/,) 

X('/-«) (d— b) 

X(* — «) (e-b) (e-c) (e-d) 

X(/- «) (/- b) (/- c) (f- d) (/- e) 

• • •<••«••• 

X (^-«) (/,_/,) ( /,_ c) (/,_,/) (A-,*)...^-^) 
X(l — «) (,_</) (|_ #)..;(* — g) (#-//), 

d. i. Qs- Pn+h woraus sich crgiebt,, dass auch in diesem Falle 
Pn+i sein Zeichen ändert ohne seinen ahsoluten Werth zu ändern. 

Hierdurch ist nun vollständig bewiesen, dass der Satz für 
A+i gilt., wenn er für P„ gilt, und daher jetzt seine allgemeine 
(■ultigkeit dargethan. 

Anmerkung. Wenn unter den («rossen a, b, c, d, h 
deiche vorkommen, verschwindet das Product und verschwin- 
det auch jederzeit dann noch, wenn man zwei beliebige der in Rede 
stehenden Grössen gegen einander vertauscht. Man kann daher 
auch in dem Falle, wenn unter den Grössen «, b, r, </, . . . h 
gleiche vorkommen, den vorigen Satz als gültig betrachten, weil 
Ü = — 0 ist. 

§. 4. 

Der Kürze wegen wollen wir von jetzt an bloss 
P=(b-a) 

X(c-a) (c-b) 
X{d-«) (d-b) (d-c) 



X{h-a) (A-b) (h-c) (h — d) . . . (/* — #) 

setzen. Die Glieder, aus denen dies Product besteht, wenn mau es 
vollständig entwickelt, haben sämmtlich die Form 

Ma«bßcV . . . gUP, 

wo Jtf eine gewisse constante^ d. h. von «, . . . g; /i ganz 
unabhängige Grösse bezeichnet, und offenbar 



80 

«-f-/J-r-y-f-...-f-^H-M=l-+-2-f-3-f-...H-(« — 1), 
d. i. 

ist, zugleich aber auch bemerkt werden inuss, dass keiuer der Ex- 
ponenten et, ß 9 y 9 . . . X, |* grösser als n — 1 ist, weil in dem Pro- 
ducte /'jede der Grössen «r, b, c, d, . . . g, h offenbar nur (» — l) 
mal vorkommt. Da das Produet P nach §. 3. sein Zeichen ändert 
ohne seinen absoluten Werth zu ändern, wenn man zwei beliebige 
der Grössen a, b, c 9 d, . . . g, A 9 z. B. a und gegen einander 
vertauscht; so muss dem Gliede 

MaPbßcY . . . gW 

in der Entwickelung von P nothwendig ein anderes Glied von der 
Form 

— Maßb«cY . . . glAM 

entsprechen, und P wird sich also als ein aus lauter Gliedern von 
der Form 

M(a«bß — aß/^)cY(id . . . gkM* 

bestehendes Polynom darstellen lassen. 

Bezeichnet nun II die Function, welche aus P hervorgebt, 
wenn man in jedem Gliede von P die Potenzexponenten in blosse 
unten auf der rechten Seite der Elemente denselben beigesebriebene 
Indices verwandelt, wodurch das Glied 

Ma«bßcV . . . glJbt* 

in 

« Ma a bßCy . . . gi/tp 

übergeht, so wird die Function II aus lauter Gliedern von der 
Form 

M(a a bß — aßb (( )c y dj . . . gx^ 

bestehen, und daher ebenfalls ihr Zeichen ändern ohne ihren abso- 
luten Werth zu ändern , wenn man zwei beliebige der Elemente 
«, ö, c, </,... g, h gegen einander vertauscht. Setzt man aber in 
dem vorstehenden Gliede von 77, ohne a und b gegen einander zu 
vertauschen, bloss b für a, so wird dasselbe 

M{b a bß — b a bß)cydj . . . g } /t^ 

und verschwindet also, woraus sich ergiebt, dass die Function H 
jederzeit verschwindet, wenn man für ein beliebiges Element irgend 
ein anderes Element setzt, ohne diese beiden Elemente gegen ein- 
ander zu vertauschen. 

Da nach dem Obigen keiner der Indices a, ß, /, <?,... A> f 
grösser als n — 1 ist, so kann man, indem 

A a i «™l> *^2j A t9 . . . A n —\ 

gewisse von a ganz unabhängige Grössen bezeichnen, die Function 
& offenbar jederzeit auf die Form 

ü = A 0 a 0 -f- A^a x -+~ A % a % -\~ A s a 3 -fr- ... -f- A„— iflr«-i 
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bringen, und nach dem Vorhergehenden hat man nun die folgenden 
Gleichungen : s 

0 = A o b o -i-A x b x -+- A 2 b 2 ~\- A 2 b s •+■... -\-A n -\b n - X , 
0 = A 0 c 0 -\- A x c x -{-A 2 e 2 -\- A t c t -f- . . . -\-An—tc H —u 
0 = A 0 ä 0 + A x d x -\- A 2 d 2 A,d t -f- . . . -4- An-\dn~\, 

u. s. w. 

0 = A 0 /i 0 -\-A x h x -f- AJt 2 -i-A s /i, + ...-+- An-\/in-l. 

Multiplicirt man jetzt die gegebenen Gleichungen 

a 0 x-\-b 0 y-\-c 0 %-+- . . . -h# 0 «-t-// 0 tf = Xr 0 , 
a l &-t-ö 1 y-{-c x z-\- . . s . -\-g x u-\-h x v = k x , 
a 2 w-\- b 2 y-\-c^x H- . . .+#*,« + 4,f = £ s , 
a t a; -\- b x y -\- c x x -f- . . . g 2 u h 2 v = k 2 , 

u. s. w. 

a n —\X bn-\y + C n —\% -+-...-+- gn-lU -f- t>n— \V = 1 

nach der Reihe mit ^# 0 , ^# JS . . . A n —i und addirt sie dann zu 
einander, so erhält man nach dem Obigen die Gleichung 

(A 0 a 0 ■+■ A x a x A 2 a 2 -\- A 2 a t -f- . . . -f- A n —\a H —x\oc 

= A 0 A 0 -\r A x k x -\- A 2 k 2 -f- A x ki -f- . . . -f- ^„_i^„_i, 

aus der sich 

A 0 k 0 -t- ^jf t^r, -f- -f- ^ 3 *> -+-•■» Hh An—ikn—l 

X A 0 a 0 +- A x a x + A 2 a 2 -+- ^,« f -f- h 

oder 

4A> -+-Aik x -f- ^ 3 £ a -f- H f- An-\k n —\ 

x = 

ergiebt, wodurch also 00 gefunden ist. Bei der 'wirklichen Ent- 
Wickelung des a: hat man sich, wi<» hieraus hervorgeht, auf fol- 
gende Art zu verhalten : 

Man entwickele das Produot 

P= (b — a) 

X(c — a) {c — b) 

X(d—a) {d — b) (d-c) 

• •>••«• • 

X(/'-a) (/t — b) (h-c) (U-d)...(k-g) s 

und verwandle in allen Gliedern, welche jedoch durch Einführung 
des Exponenten Null jederzeit sämmtlich so dargestellt werdcu 
müssen, dass jede der Grössen «r, b, c, d f . . . h in ihnen als 
Factor vorkommt, die Exponenten in blosse unten zur Rechten der 
entsprechenden Grössen stehende Indices; so ist der Ausdruck, 
welchen man auf diese Weise erhält, der Nenner des Bruchs, 
durch welchen die unbekannte Grösse a: dargestellt wird, aus dem 
man dann ferner den entsprechenden Zähler erhält, wenn man für 
a überall day Symbol k setzt. 

Tbeil 11. 6 
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* 

Udingens kann man, wie sich au» dem Obigen 

giebt, auch 

_ (J— *)x(g — *) (c-4)X...X(A-*) jk — b) {h-c)..(h- g) 
x — { b-a)X(c-a) (c-^)x.-.X (A-a) (h-b) 

setzen, wenn man sich nur erinnert, dass sowohl im Nenner, als 
auch im Zähler dieses Bruchs alle Potenzexponenten wie oben in 
blosse lndices verwandelt werden müssen, wobei man aber auch 
Dicht unbeachtet lassen darf, dass man, bevor diese Verwandlung 
der Potenzexponenten in lndices wirklich vorgenommen wird, alle 
Glieder des Nenners und des Zählers so darstellen muss, dass in 
denselben respective die sämmtlichen (.Vossen a, c, d, . . . g; h 
und /■, b t c, d, . . . h als Factoren vorkommen, wozu man durch 
Einführung des Exponenten Null leicht crclangt. 

Leicht erhellet nun aber auch, dass man die Werthe der 
sämmtlichen unbekannten Grossen .tr, y, a, . . . *, v nach der fol- 
genden ganz allgemeinen Regel finden kann: 

Man entwickele das Product 

P={b-a) 

X(d-a) (d — 6) (d-c) 



x (/, - „) (A — b) (h — c) (// -,/).. [A - g\ 

stelle mittelst Einführung des Exponenten Null die 
Glieder dieses Products so dar, dass ein jedesGlied die 
sämmtlichen Grössen a, b, c, d y . . . h als Factoren ent- 
hält, und verwandle in jedem Gliede alle Potenzexpo- 
nenten in lndices auf die oben näher an gegebene Weise; 
so ist der Ausdruck, welchen man erhält, der gemein- 
schaftliche Nenner der Grössen y, s, . . /.aus dem 
man dann ferner die cutsprechenden Zähler erhält, 
wenn man das Symbol k respective für die Symbole 
a, b> c, </,...#, h setzt. 

Von der Richtigkeit dieser Regel kann man sich ohne 
rigkeit auf folgende Art überzeugen. Setzen wir 

____ <f(k\ b, c, d, . . . g, A) 
~~9i*f*> c, d, . . . g> h)> 

wo nämlich 

II = y{a, bj c, d } ... g } //) 
gesetzt worden ist, so ist offenbar 



<f{k\ Oy Cy d, . 




<f {b, a, c, d y . 


. • g, &Y 


if{ky by a, d, . 


• • g, A) 


tf (c, b, a, d, . 




u. s. w. 




b, c, d y . 




<f{h y b, c, d y . 


. • g, *Y 
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Nach der aus dem Obigen bekannten Grundeigenschaft der 
Function 

77 = 9>(a, b s c 9 d>. , . g, h) 
oder vielmehr der Function P ist aber 

<jp(£, Oy c, dy... y, //) sa — q>(a, b % c y d, . . . /*), 
y(c, b, a, dy . . . g y h) = — 5p( ÄJ b 9 c, d, . . . g, /i), 

u. s. w. 

(p(A, b, c, d, . . . g, a) = — <p(a, b, c, d, . . . /i), 
und natürlich ebenso 

a, c, d,... g, //) = — #, c, d, . . . g, /*), ' 

b, a, d,.. . g y h) = — ^(a, b, k y d y . . . g 9 h) t 

u. s. w. 

Cy dy gy O) = — <?, ily ' . . J 

also 



pft c, rf, . 


• . g, h) 


9(0, b, Cy dy . 




<f{a, k, Cy dy . 




ffa by Cy dy . 




£, rf, . 


> • g> h) 


9<a, Ä, c, rf, . 


. . gy W 


U. 8. W. 




<jr («, />, c y dy . 


• • g, *) 



^ 6, Cy dy . . . g, hf 

woraus die Richtigkeit der obigen Regel unmittelbar erbellet. 

Um diese Regel durch ein Paar Beispiele zu erläutern, habe 
man zuerst die zwei Gleichungen 

a 0 &-\- b 0 yz=zk 0 y 

a i a: + b l y = k l 

mit den zwei unbekannteu Grössen ar, y. In diesem Falle ist 

P=b-a 

oder vielmehr 

P = a°b l —a l b°. 
Also ist der gemeinschaftliche Nenner von x und y 

a 0 b l —a y b 0 y 
und die entsprechenden Zähler sind 

k 0 b y — k t b Q und a Q ßs l -a/ 0 . 

Also ist 

y k Q b x — kjbo k x a 0 — & 0 g. 

Auch kann man 

6 • 
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b — k k — a 

setzen, wenn man nur auf gewöhnliche Weise alle Potenzexponeo- 
,ten in Indices verwandelt. Man muss nämlich die beiden vorher- 
gehenden Gleichungen zuerst auf folgende Art schreiben: 

k°b*—k l b ° k x a 0 —k°a i 
X — a°b l —a l b°' & — a°b l —a l b°* 

und erhält dann durch Verwandlung der Potenzexponenten in In- 
dices auf der Stelle 

• » 
ganz wie vorher. 

Es seien /erner die drei Gleichungen 

«o-^ -t- b 0 y -f- c a % = k Q , 
a x &-\-b x y-{-c x % = k xi 
a 2 ac -4- b 2 y-\rC 2 x = k % 

mit den drei unbekannten Grössen oc t y, * gegeben. In diesem 
Falle ist 

P={h-a) (c-a) (c-b), 
und folglich, wenn man dieses Product entwickelt, 

P= bc 1 — b*c -+- ah" 1 — ac* -+- a 2 c — a % b 

oder 

P= a°6 l c* — a°b*c l -+- a l b*c° — * l 6*e* -h a*b°c* — a*b l c\ 
Also ist der gemeinschaftliche Nenner von x> y, % 

<*ob x c % — aj* 2 c x -\~a x b 2 c 0 — a x b 0 c 2 -+-a 2 b 0 c x — a 2 b x c 0 . 

* • 

Die Zähler von x ) y, * sind aber respective: 

k«b x c 2 — k 0 b 2 c x + k x b 2 c 0 — k x b Q c 2 -\- k 2 b 0 c x — k 2 b x c 0 , 
a 0 k x c 2 — tr 0 k 2 c x -t-a x k 2 c 0 — a x k 0 c 2 -f- a 2 k Q c x — a 2 k x c 0 , 
aobikt — a Q b 2 k x -h a x 6 2 k 0 — a x b Q k 2 a 2 b 0 k x —a t b x k Q \ 
und es ist folglich 

k 0 b x c 2 — k 0 b 2 c x +-k x b 2 c n —k x b a c 2 — k 2 b x c 0 

a o fj i c 2 — <* 0 b 2 c x -\-a x b 2 c Q — a t b 0 c 2 -\-a 2 b Q c x — a 2 b x c 0 J 

k 0 a 2 c x —k 0 a x c 2 -t-k x a Q c 2 — k l a 2 c 0 -\-k 2 a x c 0 — k 2 a 0 c x 

y a 0 b 1 c 2 —ajt 2 c x -\-a % b 2 c Q — a x b Q c 2 -+- a 2 b 0 c x —a 2 b x Co 
_ k Q a l b 2 — k 0 a 2 b x - \-k x aJi 0 — k x a a b 2 -\~k 2 a Q b % — k^^o 

* a Q b % c 2 —a 0 b 2 c x ~\-a x b 2 c 0 — a x b Q c 2 -+- a % b Q c x —a 2 b x c Q ' 

(Jebrigens kann man die Grössen a:, y, * auch unter der Form 

(b — k) (c — k) (c — b) 
* — {b-a) (c-a) (c-by 
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I 

_ (* — ä) jc — a) (c — k) 
y — (b-a){c-a) (c-by 

(b-a) (k-a) (k-b) 
. *— (b-a) (c — a) (c — b) 

darstellen, wenn mau nur nach der Entwicklung der ZUhler und 
des gemeinschaftlichen Neuners alle Potenzexponenten auf bekannte 
Weise in Indices verwandelt. 
Sind die vier Gleichungen 

a 0 x -h b 0 y -f- c 0 x -f- ä 0 u = X 0 , 

«,.r-f- ^yH-c,*-*- </,«*==*,, 

a z x -+- b 2 y -f- c 2 x ■+- (Uji z=z 

a t & -f- b t y-\- c s z -+- f/,« = 

zwischen den vier unbekannten Grössen y 3 x, u gegeben , so 
ist auf ganz ähnliche Art 



(b- 


a) (c- 


«) 


b) (d 


— a) (d — 


b) (d- 


c? 


(*- 


a) (c — 




*) (rf 


-a) (d- 


Ir) (,/- 


c) 


iß* ~ 


a) [c - 


0) (c- 




-a) (d- 


■b) {d- 


cY 


(b — 


a) (*- 


d) (*- 


Ä) (rf- 


-a) (d- 


b) (rf- 


►*) 


(A- 


■•) 


«) 


*) (d 


-a)(d- 


b) (d- 


cV 


(b- 




«0 ic- 


b) (k 


-a) (k — 


b) (k- 


c) 



" — (b-a) (c — a) (c — b) (d-a) (d-b) (d-cY 

wenu man nur uucb jetzt wieder alle Zähler und den gemeinschaft- 
lichen Nenner gehörig entwickelt, und in den einzelnen Gliedern 
alle Potenzexponenten auf gewöhnliche Weise in Indices ver- 
wandelt. 

Wie man sich in auderu Fällen zu verhalten hat und die , 
IVerthe der unbekannten Grössen immer leicht nach der obigen 
Regel °) ßnden kann, erhellet hieraus deutlich genug. 

$. 5. 

Bevor wir nun ferner zur Elimination der unbekannten Grössen 
aus Gleichungen höherer Grade selbst übergehen, wollen wir zu- 
vörderst den folgenden für die ganze Theorie der Elimination der 
unbekannten Grössen aus Gleichungen höherer Grade höchst wich- 
tigen Lehrsatz beweisen. 

Lefirtatx. Wenn zwischen zwei unbekannten Grössen 
zwei Gleichungen des zwten und »ten Grades gegeben 
sind; so kann die Gleichung, welche durch Elimination 
der einen der beiden unbekannten Grössen aus den bei- 
den gegebenen Gleichungen erhalten wird, den Grad mn 
niemals übersteigen. 

Beweis. Zwischen den beiden unbekannten Grössen a: und y 
seien die beiden nach x geordneten Glcichuugcn 



') Dass Bezout und Cramer zwei andere bemerkenswerthe Kegeln zur 
Bestimmung der Unbekannten aus Gleichungen des ersten Grades ge- 
geben habet)) setzen wir hier als bekannt voraus. 
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Aaf* -f- Baf-* Gr»-* -fr- . * . -+- iVor -f-iV=0, 

^« + if + C"^r«-2 + . . . A'a: -#-/,' = 0, 

wo die Coefficienten der Potenzen von ac sämmtlich ganze rationale 
algebraische Functionen von y sind, gegeben. Weil diese beiden 
Gleichungen nach der Voraussetzung vom arten und »ten Grade 
sind, und folglich die unbekannten Grössen in keiner die inte 
und »te übersteigenden Dimension enthalten können, so sind die 
Functionen 

A, /?, C\ B, • . . AT, A 

von keinem höhern Grade als vom 

» 

Oten, lsteo, 2ten, 3ten, . . . (m — l)sten, mteu; 
die Functionen 

A\ B', C\ B',... K\ L' 

von keinem höhern Grade als vom 

Oten, lsten, 2teo, 3ten, ...(*§ — ])sten, *ten. 

Dies vorausgesetzt, wollen wir nun zu beweisen versuchen, dass 
der Grad der Gleichung, welche man durch Elimination von x aus 
den beiden obigen Gleichungen erhält, das Product ///// nicht über- 
steigen kann. Weil A und A' Functionen des Oten Grades von y, 
und folglich constante Grössen sind; so kann man die beiden obi- 
gen Gleichungen auch unter der Form 

-+- -f- Qx>»-*~\- . . . -f-^-f- T=0, . 

x» -+- Px n ~^ -f- (J'x"- 2 -+- . . . -h P'-r-f- W'z=Q, 

wo /*, T und P', (?, . . , P', lauter ganze rationale 

algebraische Functionen von y sind, darstellen. Man denke sich 
nun neide Gleichungen nach a: aufgelöst, und bezeichne die Wur- 
zeln der ersten, weiche sämmtlich Functionen von y und an der 
Zahl m sind, durch p\ 7, . . . r, s, t, die Wurzeln der zweiten, 
welche ebenfalls sämmtlich Functionen von y und an der Zahl n 
sind, durch . . //, v\ w'. Setzt man jetzt 

!J= (p-rtip-tf)... (p-eO O*-«') 

, ■ 

X(r-;/) ( r -,f)...(r-„!) (r-J) (r- «/) 

X (»-/)...(,-«') (. - w) 

X (t - ,/) (/ - if) ...(<-«')(/-»•)(/-«>'); 

so ist klar, dass, wenn die beiden gegebenen Gleichungen, wie er- 
fordert wird, sollen zusammen existiren können, £7=0 sein muss, 
weil, wenn dies nicht der Fall wäre, keine der Wurzeln p 9 . . . 
r, *, t einer der Wurzeln p\ </',-.. t/, vf gleich sein könnte, 
welches doch nothwendig erfordert wird, wenn die beiden gege- 
benen Gleichungen zugleich Statt finden sollen. Die Gleichung 
£7=0 ist also die Bedingungsgleicbung, welche Statt finden muss, 
wenn die beiden gegebenen Gleichungen zusammen existiren sollen, 
d. h. eben die Gleichung, welche durch die Elimination von a: aus 
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den beideo gegebenen Gleichungen entspringt, und es kommt nun 
lediglich daraut an, den Grad zu bestimmen, bis zu welchem diese 
Gleichung höchstens steigen kann. 

Vor allen Dingen müssen wir zeigen, dass die Function U 
jederzeit cyne ganze rationale algebraische Function von. y ist. 
Weil nach der Voraussetzung p\ /,...«/, tf, td die Wurzel u der 
Gleichung 

x» -f- P'x'*-* -f- Q'x"-* -f- • • . -f- V'x -+- W = 0 

sind , so ist nach der allgemeinen Theorie der Gleichungen für 

jedes x 

x* -f- jP'^-i-H Q r x n ~ 2 . . . -f- V'x + W 
= (,r-/;') (.r-y'). ..(*:-«') - t/) — ut)> 
und folglich 

j,» -f- P'pn-\ Q^n-2 ... + V'p-i- W 

-f- Pqn-i H- #V/"- 2 -f- . . . FV+ W 7 ' 

= (7 - />') (7 - 7') • • (7 - «0 (7 - ^) {7 - 

u. s. w. ' 

r n _|_ />>»-l -f. #>*-2 -f- FV-+- if 

=s(r-y) (r -^)...(r-«') (r-e/) (r - . 
= (*-<r0... (#-»') (#-«0, 

Also ist 

r= (/,'< -f- Q'pn-2 +...+ V'p+W) 

X (7» -+- P'</ n ~ l ■+■ «V*- 1 ■+■ . . . ■+* Fty + 

,••••••••••••*•• 

X (r* -f- /V-i -+- ^r«-2 + . . . F V -f- W) 

X (*» -f- F**-* -f- ÖV-2 + . . . -f- F'# + W") 
X -+- ...-+- F'*H- W"). 

Da £/ seinen Werth nicht ändert, wenn man zwei beliebige 
der Grössen p. //,... r, #, t gegen einander vertauscht, und offen- 
bar eine ganze rationale Function dieser Grössen ist, so ist U eine 
ganze rationale symmetrische Function von />. ^, . . . r, /. Aus 
der allgemeinen Theorie der Gleichungen kann aber hier füglich 
als bekannt vorausgesetzt werden, dass sich jede ganze rationale 
symmetrische Function der Wurzeln einer Gleichung als ein.e ganze 
rationale Function der Coefficienten dieser Gleichung darstellen 
lasst. Weil nun p, q> . . . r, #, t die Wurzeln der Gleichung 

.r« -h Rv»~i -f- Qx»-* -J- . . . 4- Sa • + 7'= 0 

sind, so ist /_* eine ganze rationale Function von P, 0, . . . £, T. 



« 
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Alle diese Grössen sind aber, so wie auch die Grössen /*', Q . . 
V\ II nach der Voraussetzung ganze rationale algebraische Func- 
tionen von ?/. Also ist nach dem Obigen offenbar auch U eine 

ganze rationale algebraische Function von y, wie behauptet wurde, 
er Grad, bis zu welchem diese Function höchstens steigen kann, 
lässt sich nun aber auf folgende Art bestimmen. 

Nach dem Obigen sind die von der Grösse y abhängenden 

fanzen rationalen algebraischen Functionen P, Q, . . . T und 
"> Q> - • • V\ W von keinem höhern als vom lsten, 2ten, . . . 
[m — l)sten, jnten und lsten, 2ten, . . . (n — l)sten, *ten Grade. 
Daher bleiben die Grössen 

p a st 



y y 2 ' ' ' ' y m ~ l y m 1 

FW V W 

y' y 2 " " y n ~v y n 

endlich für unendlich grosse Werthe vou y. welches also offenbar 
auch von den Werthen von % gilt, die den Gleicbüugeu 



^y ^ y 2 -r...-t- y „_i»i- yn 



genügen. Da sich aber diese Gleichungen auf die Form 

(-sy)m + jP(*y)«— 1 -f- -f- . . . H- -f- T= 0, 

+ P'(xy)»-i -h Q(xyY~2 -f- . . . -h V'(zy) + W = 0 

bringen lassen; so erhellet, wenn man diese Glcichungeu mit den 
Gleichungen 

vergleicht, auf der Stelle, dass die Werthe von s, welche den bei- 
den obigen Gleichungen genügen, 

IL !L r 8 t 

und 



y 1 y , '" y y y 



p y u v w_ 

7' y'"y' 7' 7 



sind, woraus sich ergiebt, dass auch diese Brüche für unendlich 
grosse y nicht unendlich werden. 
Daher wird auch das Product 

(f" "y ) (f* Jr) ' ' ~~ 7) ( 7" "" 7) ^y ~~ 7 ) 

* { y y } l y y'* y J l y y } K y y } 



**y y M y y' " ' l y y M y y M y y' 
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x <7 y ) ^7 y ) • • ♦ (7 — 7H7 ~" 7**7 ~~ 7^ 

welches offenbar » st > unendlich grosse //nicht unendlich, 

woraus man nun auf der Stelle schliesst, dass der Grad von V 
oder der Gleichung, welche mau erhält, wenn man die Grösse & 
aus den beiden gegebenen Gleichungen eliminict, dus Product ///// 
nicht übersteigen kann, wie bewiesen werden sollte •). 

§.ö. 

Wir wollen jetzt annehmen, dass die beiden Gleichungen 

A 0 ac* -f- A x x n ~~ x -f- ^,^"-2 -+-... -f- A n —\a; -f- A„ = 0, 

B 0 #» -+- ^r«-i -f- /? 2 .r»-2 -f- . . . -h ^„_i^ H- iT n == 0, 

welche in Bezug auf die unbekannte Grösse x beide vom *ten 
Grade, und deren Coefficienten 

d 0 y A xi A 2i . . . A n — \i A n \ 1 

R 0 > B\, B %1 . 1, Z?« 

constante Grössen oder beliebige ganze rationale algebraische 
Functionen anderer unbekannter Grössen, nur nicht von sind, 
gegeben seien, und wollen zeigen, wie sich aus denselben die un- 
bekannte Grösse jc jederzeit durch ein auf sehr einfachen Princi- 
|>ien beruhendes Verfahren eliminiren lässt. 

Multiplicirt man nämlich die erste der beiden gegebenen Glei- 
chungen mit — B 0i die zweite mit A 0 , und addirt die Gleichungen 
dann zu einander; so erhält man. wenn der Kürze wegen 

A 0 B X —A X B 0 =C Q , 

A 0 B 2 — A % B Q zzzzO Xf 

A Q B 3 — A % B Q =C„ 

u. s. w. 

» 

A 0 B„—\ — A„—i B Q = Ct— 2, 

A Q B„ — A H B 0 =C H -l 

gesetzt wird, die Gleichung 

C 0 x»-* -+- C x x»-* -+- CiX»-* -\- . . .-\- Cn-Jix -+- C H -t = 0. 

Multiplicirt man ferner die erste der beiden gegebenen Gleichungen 
mit B„, die zweite mit — A n , und addirt die Gleichungen dann 
wieder zu einander; so erhält man, wenn der Kürze wegen 

A 0 B n — A n B 0 =z JD ot 

A x B n -A n ß x =D x , 



°) Diesen Beweis des obigen wichtigen Satzes findet man dem Wesent- 
lichen nach in den Exercices de Mathematiques par Cauchy. T. IV. 
p. 124. Andere Beweise desselben, namentlich der von Poisson, 
sind allgemein genug bekannt. 
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A t B m -A n B 2 = ß t , 

i 

U. 8. W. 
A n —iti n — A„ Bn—2 = 

A n —\H n —A n ß n —i = D n —\) 

wobei man bemerken kann, dass D 0 = Cn~\ ist, gesetzt wird, die 
Gleichung 

D 0 x* -f- D x <t»~-i -h /> 2 a^- 2 -4- . . . -f- ■+■ Ai-i^r = 0, 

oder, wenn man diese Gleichung durch .r dividirt, die Gleichung 

D 0 x»~^ -f- D x x»-* ■+- D % x*-* . . . -f- /)„_«^ -f- />„-i = 0, 

und hat also jetzt die beiden folgenden Gleichnngen des (n — l)sten 
Grades: 

C 0 ar-i -f- -f- C^-» -+-.. .-f- CV-a^r -r-C,_i = 0, 

D 0 a*-i -+- D x x»-i H- D*a:*-* -f- . . . -h /?„_ 2 ^ -f- = 0. 

Aus diesen beiden Gleichungen leitet man auf ganz ähnliche Art 
wie vorher, wenn der Kürze wegen 

C*D t — C x J>.=E., 

C 0 D % -C,D 0 = E XJ 

C 0 D t -C % D 0 = E„ 

u. s. w. 

Co*)n—2 — Cn-%D 0 = En—Zi 
C 0 D n - X - C n - X D 0 = En.* 

und 

• C 0 D n -i — Cn-\D 0 =F 0 > 

C x D n —\ — C n —\D X = F , , 
u. s. w. 

C H -%Dn-\—C n -iD H -i = Fn-%, 
Cn—zOn—l — C n —\D n —2 = *— 2 

gesetzt wird, die beiden folgenden Gleichungen des (« — 2)ten 
Grades ab: 

•+- E t + E % a~~* -f- . . . -h H- ^«-2 = 0, 

^o^- 2 + -f- Z^"-* -+-.. . -f- Fn-ix -f- /V-2 = 0; 

und wird , wenn man dieses Verfahren immer weiter fortsetzt, je- 
derzeit endlich einmal auf zwei Gleichungen des ersfeu Grades von 
der Form 

N 0 x + N x = 0 

kommen , ans denen man dann sogleich durch Elimination von x 
die diese unbekannte Grösse gar nicht mehr enthaltende Gleichung 

- 
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erhält, und also jetzt ao tiein Ziele, welches man zu erreiche« be- 
absichtigte, angelangt ist. 

Dieses Verfahren, obgleich an sich sehr einfach und überdies 
völlig allgemein, hat den sehr bedeutenden Fehler, dass es die 
Endgleichungr, als Folge der Einführung fremdartiger Factoren, 
häutig von einem zu hohen Grade liefert. Um uns hiervon zu über- 
zeugen, wollen wir jetzt einmal annehmen, dass die Coefficienten 

A 0i A xs A % , . . . A n \ 

B Q} B x . • • • B n 

der beiden gegebenen Gleichungen , die in Bezug auf a: vom »ten 
Grade sind, in Bezug auf die in ihnen enthaltene, unbekannte 
Grösse y respective vom 

Oten, lsten, 2ten, . . . »ten; >. 

Oten, lsten, 2ten, . . . »ten 
Grade seien; so sind die Coefficienten 

C a = A v B,-A,B 0 , D„=A 0 B„-J x B oi 
C x =A*B i — A t B ot B x =zA x B H — A„B X ; 
C 9 =A 0 B,—A s B oi D % = A z B n — A n B % , 

U. S. W. U. 8. W. 

Cn-i = A 0 B„ — A n B oi D n - X = An-\B n - A n B t ^ t 

der beiden aus den vorigen Gleichungen abgeleiteten Gleichungen, 
welche in Bezug auf a: vom (» — f)sten firade sind, offenbar in 
Bezug auf y respective vom 

lsten, 2teu, 3ten, . . . »ten; 

»ten, (»-hl)stcn, (»-f-2)ten, ... (2»*- l)sten 

(irade. Ferner sind die Coeflicienten 

E 0 = C 0 B X -C X B 0 , F 0 = C 0 B^ X ~ C n - X D 0 ; 

E x = C Q D % - C % D„ F x = C x D n -t- Cn-iO l \ 

E z = C Q D t - C t B oi F 9 = C*B n - x - C n - X B % ; - ' - 

U. 8. W. U. 8. W. 

i 

^«—2= C 0 D n —i — C n ~\B„, iP„_2= Cn—iDn—i — C„—iB n —2 

der beiden aus den vorhergehenden abgeleiteten Gleichungen, die 
in Bezug auf a: vom (» — ~)ten Grade sind, in Bezug auf y offen- 
bar respective vom 

(*-f-2)ten, (»-r-3)ten, (» + 4)ten, . . . 2»ten; 

2»tcn. (2» + l)stcn, (2» + 2)ten, ... (3» — 2)ten 

Grade. Auf ähnliche Art sind die Coefficienten 

G Q = Ejr x -E x F ot H 0 = E 0 F„- 2 — F n - 2 F 0 ; 

G x = E Q F, - E % F oi H x =E x F n -2~E n -«F x , 

G % = E 0 F t - E,F oi H 2 = E,F n -2 - E H ^F 2 ; 
U. 8. w. u. s. w. 

0\ Z =Z E 0 F„- 2 - E„- 2 F 0 , Hn-% = E n -iFn-2 - E n ^F n ~i 
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der beiden aus den vorhergebenden Gleichungen abgeleiteten Glei- 
chungen , welche in Bezug auf a: vom (n — 3)ten Grude sind, in 
Bezug auf y offenbar respective vom 

(3» ■+■ 3)ten, (3/* + 4)ten, (3« -f- 5)ten, . . . 4»ten ; 

4/iten, [\n~\- l)sten, (4//-+- 2)ten, . . . (5/* — 3)ten 

Grade. Die Coefficienten 

Ji = Q 9 B xr -Q x B w K 0 = G 0 H„-t — G n -%H Q \ 

J x = GJl, — G 2 // Q , K x = G x Hn-% — G„- 3 ff x ; 

J 2 — G 0 H t — G s // 0 . K 2 = G 2 — Gn—j/fy ; 
U. S. \v. u. s. w. 

J H -l = G a H n -% - G n - 3 ff oi Kn-A = Gn-^ün-Z — G^ff»^ 

der beiden aus den vorhergehenden abgeleiteten Gleichungen, welche 
in Bezug auf as vom (/* — 4)ten Grade sind, sind offenbar in Be- 
zug auf y jederzeit respective vom 

(In -+- 4)ten, (In -+- 5)ten, (In -f- 6)ten, . . . 8»ten ; 

8«ten, (8*-r-l)sten, (8*-|-2)ten, . . . (9* — 4)ten 

Grade. Wie man auf diese Art immer weiter gehen kann, erbellet 
hieraus schon mit hinreichender Deutlichkeit, und überzeugen wird 
man sich nun auch sehr leicht, dass die Coefficienten 

iV 0 , M x und A T 0 , iV, 

der beiden Gleichungen 

M Q x -f- M x = 0, 
A 0 x + iV, = 0 

des ersten oder \n — (n — ljjten Grades, zu denen mau durch 
fortgesetzte Anwendung des obigen Verfahrens immer endlich ge- 
langt, in Bezug auf y jederzeit respective vom 

(2»-2 . /* — l)ten, (2"-2 . »)ten und (2»-* . *)teu, (2«-2 . „ l)teti 

Grade sind, woraus sich dann ferner unmittelbar ergiebt, dass die 
x gar nicht mehr enthaltende Endgleichung 

in Bezug auf y jederzeit vom (2"-i . /*)ten Grade ist. Nach dem 
in §. 5. bewiesenen Satze kann aber unter den gemachten Voraus- 
setzungen die Endgleichung in Bezug auf y den Grad «/i=r/r 
niemals übersteigen, und wenn man also untersuchen will, ob die 
obige Eliminationsmethode die Etidgleichung von einem zu hoben 
Grade liefert, so kommt es darauf au, die Fälle zu ermitteln, in 
denen 

2"-1 . // — n* > 0 

oder 

2»-i — »>0 oder 2*-i>* 

ist. Für /j = 1 und n = 2 ist, wie man leicht findet, 2"~ l ==/'• 
Für » = 3, » = 4, ** = 5, » = 6 ist dagegen, wie man ebenfalls 
leicht findet, immer 2»-i>», woraus man scbliesst, dass für n>% 
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jederzeit 2«— ist. Um die allgemeine' Gültigkeit dieses Sat- 
zes zu beweisen, wollen wir annehmen, dass derselbe für n>% 
gilt, so dass 2" 1 >~ // ist, und wollen daraus abzuleiten suchen,« 
dass er dann jederzeit auch für »+1 gelten muss, wodurch seine 
allgemeine Richtigkeit bewiesen sein wird. Weil nun aber nach 
der Voraussetzung 2"— 4 ^>» ist, so ist, wenn man auf beiden Sei- 
ten mit 2 mnltiplicirt, auch 2" ;>2/* oder 2" ;>» » H- », und folg- 
lich, weil »;>2 ist, offenbar 2»;>/#-f-l oder 20-+-D-1 
so dass also der Satz in der That auch für gilt, und daher 

allgemein ist. Aus dem Vorhergehenden sieht man, dass die obige 
Eliminationsmethode die Endgleichung, wenn n^>2 ist, immer von 
einem zu hohen Grade liefert, und der Grad des eingeführten 
fremdartigen Factors ist im Allgemeinen 

2*-i - /*» = /i(2»-i — »). 

Für »==3, »=4, » = 5, » = 6, » = 7, » = 8, » = 9, «—10 
ist also dieser fremdartige Factor respectiva vom 3ten, löten, 
55sten, 156sten, 399sten, 96östen, 2223sten, 5020sten Grade, und 
steigt demnach sehr bald zu einem sehr hohen Grade, woraus die - 
(.□Zweckmässigkeit der obigen Eliminationsmetbode deutlich genug 
erhellen wird j. 

Im Vorhergebenden ist angenommen worden, dass die beiden 
gegebene n Gleichungen in Bezug auf a; von demselben Grade sind. 
Ist dies aber nicht der Fall, so kann man immer die beiden Glei- 
cbuDgeu leicht auf denselben Grad bringen, wenn man der Gleichung 
von dem niedrigem Grade am Anfange so viele Glieder mit dem 
Coefficienten Null beifügt, als erforderlich sind, um diese Gleichung 
auf denselben Grad wie die höhere Gleichung zu bringen. Hier- 
nach kann man dann auf die beiden Gleichungen die obige Flimi- 
nationsmethode offenbar wieder ganz auf dieselbe Weise, wie im 
Vorhergehenden gelehrt worden ist, anwenden. 

Sehr leicht kann nun aber auch gezeigt werden, dass durch 
die im Vorhergehenden behandelte Aufgabe das Eliminationsprohlem 
für Gleichungen höherer Grade überhaupt im Allgemeinen gelöst ist. 
Hat man nämlich m Gleichungen mit den /// unbekannten Grössen 
.r, y, x, . . . u y v\ so ordne man diese samnitlich nach der einen 
dieser unbekannten Grössen, etwa nach der Grösse ar, und elimi- 
nire dann nach der im Obigen gelehrten Methode ac aus der lsten 
und 2ten, 2ten und 3ten, 3ten und 4ten, u. s. w. (m — l)sten und 
mtvu Gleichung, so erhält man m — 1 offenbar die Grösse x gar 
nicht mehr enthaltende Gleichungen, welche man nun sämmtlich 
nach y ordnet, und dann ganz auf dieselbe Weise wie vorher y 
eliininirt, wodurch man m — 2 die Grössen a;, y gar nicht mehr 



°) Will man sich noch deutlicher überzeugen, dass bei der Anwendung der 
obigen Eliininationsmcthude fremdartige Factorcn eingeführt werden, 
so ■• in. Sammlung von Aufgaben aus der Theorie der alge- 
braischen Gleichungen von M. Hirsch. Erster Th eil. Ber- 
lin 1809. S. 109 ff., wo die vier ersten Grade besonders betrachtet 
sind. Auch kann man den Artikel Elimination in dem zweiten 
Theile meiner Supplemente zum Klügel'schen Würterbuche 
und eine Abhandlung von Gergunne in den Annales de Mathcma- 
tiques. T. XXI. p. 41., wo auch zugleich Mittel angegeben sind, durch 
die man sich von den fremdartigen Factoren möglichst frei halten kann. 
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enthaltende Gleichungen bekommt, auf die man nun wieder ein 
ganz ähnliches Verfahren anwenden kann. Endlich wird man auf 
diese Weise zu m — (m — 1) die m — 1 unbekannten Grössen 
y, ä, . . . // gar nicht mehr, d. h. zu einer bloss noch die eine 
unbekannte Grösse v enthaltenden Gleichung gelangen, und also 
den Zweck des Verfahrens, welches man im Allgemeinen mit dem 
Namen der Elimination der unbekannten Grössen zu belegen pflegt, 
vollständig erreicht haben. 

Die im Obigen entwickelte Eliminationsmethode ist von Euler 
in dem zweiten Theile der Introductio in Anulysin Infini- 
torum. Cap. XIX. p. 255 gegeben worden. In den Me'moires 
de l'Acade'mie des sciences de Berlin. 1764 scheint aber 
Euler selbst die erste Erfindung dieser Methode Newton beizu- 
legen. In ihren Principign im höchsten Grade einfach, führt die- 
selbe jedoch, wie oben ausführlich aus einander gesetzt worden 
ist, häufig zu Gleichungen sehr hoher Grade, die von denen in 
ihnen enthaltenen fremdartigen Factoren gewöhnlich nur mit nicht 
leicht zu überwindenden Schwierigkeiten befrei't werden können. 

Eine zweite merkwürdige Eliminationsmethode wollen wir jetzt, 
um nicht zu weitläufig zu werden, zwar nur an einem besondern 
Falle, aber doch so erläutern, dass die allgemeine Gültigkeit der 
Regeln, welche wir aus unserer Entwicklung ableiten werden, auf 
der Stelle und ganz von selbst in die Augen fallen wird. 

Wir wollen uämlich annehmen, dass aus den beiden Gleichungen 

fix) = ax* -f- bx* -f- cx* -f- da?" 1 -f- ex -f- f= 0 

• ■ 

und 

Fix) = Am • -t- Bx* -t- Cx •+- D r= 0, 

welche in Bezug auf x respective vom fünften und vom dritten 
Grade sind, die Grösse x eliminirt werden soll. Zu dem Ende sei 
w ein diesen beiden Gleichungen genügender Werth von x, so ist 
nach der allgemeinen Theorie der Gleichungen für jedes x 

fix) = w)f x (x), F(x) = {x- w)F x ix), 

wo J\{-t') und F^x) ganze rationale algebraische Functionen des 
vierten und zweiten Grades von x bezeichnen. Also ist für jedes x 

fix) F , ix) = ix- w)f x ix)F x ix), 

Fix) f,ix) = ix-w)f x ix)F x ix)i > 

und folglich für jedes x 

fix)F x ix) = Fix)f x ix) 

oder 

fix)F x ix)-Fix)f x ix)=:V. • 
Setzen wir also 

f x ix) = — px* — gx % — rx % — sx — f, 
F x ix) = Px* -h Qx + B; 

so ist für jedes x 

i 
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9 == -4- &» 4 -4- «/r » -f- d** -4- -HZ) (/fe'+ftr-f-Ä) 
+ (-Ar 1 r4- Ätr » + X>) (^r 4 -t-f* 1 -r-r.r 2 -H *r -f- 
also nach gehöriger Entwickelung für jedes a: 
O-aPa'+a Q &*-\-aR sc* 

-ArbP -\-bQ +-bRn\ 

-\-cP -\-cQ -\-cRx: % 

+dP +dQ +dRx* 

-\-eP -heQ -\-eRx 

+fP +/Q +/» 

+Ap -\-Aq -t-Ar -\-As -\-At 

-t-Bp -\-Bq -\-Br -+-Bs -\-Bt 

-\-Cp +Cq -\-Cr -\-Cs -+-Ct 

-\-Dp -\-Dq -t-Dr -\-D» -\-Dt 

und folglich 

aP + Ap =0, 

bP -\-aQ + Bp+Aq s =0, 

cP -\-bQ + a R + Cp +B(J + Ar = 0, 

dP -f- cd H- bR + Dp H- Cq Br -h As = 0, 

eP dQ -H cR -hDq-\-Cr -\- Bg -\- At= 0, 

fP-Y-eQ+dR -f- Dr -+- Cs +Bt=0, 

-\-fQ+-eR +-Ds + Ct = 0, 

H-//2 -1-0/ =0. 

Dies sind acht Gleichungen zwischen den acht Grössen P, Q, 
R-, p^ q, r, s f t. Hat man nun aber, zwischen den n Grössen 
*, y, x, • . . tr, v überhaupt n Gleichungen des ersten Grades oder 
n sogenannte lineare Gleichungen von ÖV Form 

a\a: -+- b 0 y -f- c 0 z -f- . . . -f- g»u -+- // 0 f/ = 0, 

ör^-f-^iy-f-c^-f- . . . -i-#*i**-f- Ä,t> = 0, 

flr^-f- £,y-f-c 2 s H- . . . -h -f- // 3 v = 0, 

a s a: -\- b t y c t z -\- . . . +^,«-f- = 0, 

u. s. w. 

«n-i-^ -h -f- c„_i» -I- ... -4- gn—tf* H- = 0 » 

so folgt bus denselben, wie aus §. 4. erhellet, wenn man die dort 
gebrauchten Bezeichnungen auch jetzt beibehält, du die in dem in 
Rede stehenden Paragraphen durch 

b, c, d,...g, A), 

£, e 9 d, . . . g> h), 

y{a, b 9 k $ d, . . . #, A), 
o. s. w. 

[a, b, c t d ? ... . g, k) 
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bezeichneten Functionen jetzt offenbar sämmtlicb verschwinden, je- 
derzeit 

./•'/("> c, </,... ^) = 0, 
' ä, c, </, . . . i5) = 0, 

*9>(«, c, d, . ..g, //) = 0, 

U. 8. W. 

#<jp(«, //,... g, h) = 0 ? 

Weiss man also aus andern Gründen, dass die Grössen y, *, ... 
u, v nicht sämmtjicb verschwinden, dass folglich wenigstens eine 
derselben nicht verschwindet, so ist man immer berechtigt zu schlies- 
sen, dass 

<p(a. h, c, V, . . . g f //) = 0 

ist. Kehren wir jetzt wieder zu unsern obigen acht Gleichungen 
zwischen den acht Grössen Q t ft, p, <y } r, *, t zurück, so ist 
man offenbar immer zu der Annahme berechtigt, dass diese acht 
Grössen nicht sämmtlich verschwinden, weil, wenn dies der Fall 
wäre, wegen der aus dem Obigen bekannten Gleichungen 

A*) = (*- «0/, Ftsc) = w)F, (x), • 

d. i. 

f(as) = — (x — w) {pa:* -+- qx* -+- rvr 2 -\-sx-\- /), 
F{x) = (x - w) (Ar 9 -f- Qk-h A). 

für jedes a: 

/(*:) = 0, F(x) = 0 ) 

d. i. für jedes x 

ax h -f- ha;* -f- cac* -+- </.r l ~\- ex~\- f — 0, 
-^.r • -4- fix' 1 -+- Ca: -+-/> = 0, 

und folglich 

a = b = c = dz=ze =f= 0, 

A=B=C=D = § 

sein würde, welches offenbar ungereimt ist. Da also die Crossen 
l\ Q, Jt, p, '/■ r, s y t nicht sämmtlich verschwinden, so ist man 
das vorher überhaupt von n linearen Gleichungen zwischen den n 
Grössen .r, y, *, . . . «, v bewiesene Verfahren auf unsere obi- 
gen acht Gleichungen des ersten Grades zwischen den acht Grö- 
ssen P, JR, p, ff, r, #, t anzuwenden berechtigt, und zwar auf 
folgende Art. 

Die in Rede stehenden acht Gleichungen können auf folgende 
Art geschrieben werden: 
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aP-t-OQ-\-Qß-h Jp H-O^-f-Or-r-Oi + O/ =0, 
bP-\-aQ-+-QR-t- Bp + Aq + Or -f- 0# -4- 0/ =0, 
cP-\-bQ + aR-\- Cp -\-Bq-*-Ar -f- 0* -f- 0* =0, 
UP cQ -\- bR-\- Dp -\- Cq -f- Br As -+- 0/ =0, 
<?/M-dÖ-i-cÄ-t- 0/? -\-Dq-\- Cr ß*-\- At= 0, 
fP+eQ-t-dR-t- Op + 0? -f-Z>r-f- Cf 0, 
07» -f- /ö-f- Op -h O7 + Or +/?<+ft = 0, 

O/M-00-H/ß-H 0/> -f- 0? -f- Or 0# = 0; 

und die Coefficienten dieser acht Gleichungen sind also 

a % 0, 0, A, 0, 0, 0, 0 
&, a, 0, B y A> 0, 0, 0 
<?, a, 67, B y Ay 0, 0 

rf, C, &y Dy Cy By A, 0 
€y dy Cy 0, ZJ, C, //, ^ 
/, €y dy 0, 0, Dy Cy B 

0, /, ey 0, 0, 0, Z), C 
0, 0, /, 0, 0, 0, 0, D 

Bildet man nun aus diesen Coefficienten die in §. 4. durch <p be- 
zeichnete Function ganz auf die dort gelehrte Weise, und setzt 
dieselbe, wie dies nach dem Vorhergehenden verstattet ist, der Null 
trjeich, so erhält man eine die Grösse x gar nicht mehr enthaltende 
Gleichung, welche also das gesuchte Resultat der Elimination die- 
ser Grössen aus den beiden gegebenen Gleichungen 



\-bx* 
Ax>- 



cx 



Bx* 



dx* 
• Cx 



ex -f-/= 0, 
D = 0 



iit, und die Elimination lässt sich daher nach dieser Methode im- 
mer ohne grosse Schwierigkeit und ohne weitläufige Rechnungen 
ausfuhren. Nöthig ist nur noch, dass wir zeigen, wie das obige 
Schema der Coefficienten immer leicht entworfen werden kann. 
Die einfachste Art scheint uns folgende zu sein. Man bilde zuerst 



den 



und 



Oy by Cy dy €y / 
Ay By Cy D 



der beiden gegebenen Gleichungen nach einer sich leicht von selbst 
ergebenden höchst einfachen Regel das folgende Schema: 



TLeil II. 
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a t A, 

• 6 t a, B x A 9 

c, b, a, C, By A, 

d> c, 6, D, C y By A, 
e 9 <!, c, D, C, Ä, A 
/,*,</, 2», CyB 

/, Qi c 

A *> 

und fülle hierauf nlle fehlenden Steilen durch Nullen aus, so er- 
hält man unmittelbar das gesuchte Schema 

a, 0, 0, A, 0, 0, 0, 0 
6, a> 0, B y Ay 0, 0, 0 
c, C> B,A % 0, 0 

</, />, Cy By Ay 0 

«?, c, o, />, c; By A 

/, 4 rf, 0, 0, Z), 3 Ä 

0, /, ey 0, 0, 0, Dy C 

. 0, 0, /, 0, 0, 0, 0, D 

der Coefficicnten, aus denen die der Null gleich zu setzende Function 
(p nach den in §. 4. gegebenen Regeln gebildet werden muss. 

Man kann noch auf eine andere sehr einfache Weise tu der 
durch Elimination von x aus den beiden gegebenen Gleichungen 

ax* -f- bx A -\~ cx* -f- äx z -+- ^ -+-/= 0 

und 

Ax* -hBx*+ Cx-i-D = 0 

entspringenden Gleichung gelangen. Aus diesen beiden Gleichun- 
gen ergeben sich nämlich unmittelbar die acht folgenden Glei- 
chungen: 

ax 1 -f- bx« + cx % -4- f/x* + ex' -hfx* -f- 0/r 1 0^r° =0, 
Ox 1 -t- -+- bx 1 c.r 4 -f- //ar» •+- ex* -f- /r 1 + 0.r° =0, 
0^' -i- O^r 6 -fr- ax h -fr- bx* + ex* -fr- rf^r» -f- tf-Jr 1 -f-/^° =0, 
.Ax 7 —fr- B x * —fr- Cx ' -r-Är 4 -*- O^r 3 -+- 0^= 0a: 1 -fr- 0.r o =0, 
0.r 7 -|-^e + Z?jr 6 H- Ca: 4 -fr-ZJ.r'-fr- 0^r 2 -fr- 0.T 1 -fr- 0x° =0, 
(hr 7 -f- Ox* -\-Ax s -)-ßx A -\- Cx> -\-Dx z -\- 0x l -fr- (Kr 0 =0, 
0.r 7 -f- Ox* -fr- O^r 5 -fr- ^ 4 -r-Är» -fr- Cr* -h^ 1 + 0x° =0, 
0.r 7 -fr- 0^ 8 -fr- 0.r* -fr- Or* +^ 3 + ^ ! +C^' -f-/>^°=0: 

deren Coeflicienten 



Digitized by Google 



99 

«r, 6, <?, </, e, f y 0, 0 

0, Oy 6, Cy tly €y fy 0 

0, 0, Oy by Cy (iy €y f 

Ay By Cy Dy Oy Oy Oy 0 

0, Ay By Cy 21, 0, 0, 0 

0, '0, Ay By Cy Dy 0, 0 

Oy Oy Oy Ay By Cy By 0 

Oy 0, 0, 0, Ay By Cy D 

sind, aus denen man nach den in §. 4. gegebenen Regeln die 
Function <p bilden, dieselbe der Null gleich setzen, und dadurch 
eine die Grösse a: gar nicht mehr enthaltende Gleichung, d. b. das 
gesuchte Resultat der Elimination der Grösse a? aus den beiden ge- 
gebenen Gleichungen erhalten kann. Das obige Schema der Coef- 
ficienten bildet man am leichtesten auf folgende Art. Man schreibt 
zuerst 

«, by Cy dy e, f 
a> Ä, Cy dy ey f 

Oy by Cy </, ( <?, / 

Ay By Cy D 

Ay By Cy D 

AyBy Cy D 

Ay By Cy D 

Ay By Cy D 

und füllt hierauf alle fehlende Stellen durch Nullen aus, wodurch 
sich ergicbt 

«, Ö, Cy dy C fy Oy 0 

Oy Oy by Cy dy €y fy 0 
0, 0, Uy by Cj (1, €y f 
Ay By Cy Dy 0, 0, 0, 0 

0, Ay By Cy Dy 0, Ö, 0 

0, 0, Ay By Cy 0, 0 

0, 0, 0, Ay By Cy Dy 0 
0, 0, 0, 0, Ay By Cy D 

ganz wie oben. ' 

üm nur ein ganz einfaches Beispiel zu den beiden vorher- 
gehenden Regeln zu geben, so habe man die beiden Gleichungen 

ax 2 + ^ + c = 0, Ax -h B = 0. 

Bei der Anwendung der ersten Regel bildet man das Schema 

Oy Ay 0 
by By A 

c y 0, B 

V 
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Bei der Anwendung der zweiten Regel muss man das Schema 

a> b y c 

0, A 9 B 

bilden. Betrachtet man nun Überhaupt die drei Gleichungen 

a 0 x b Q y -f- c Q x = 0, 

-+- b 2 y c % % == 0 ; 

so ist nach §. 4. 

P={b-a) (c — a) (c — b), 
und folglich, wenn man dieses Product gehörig entwickelt, 
P= bc* — b*c -+- ab^ — — 

r 

oder vielmehr 

/»= a°b l c* — «°£ a e ! — a x b°c* -+- «»^V 1 — 

und folglich durch Verwandlung der Potenzexponenten in Indices 
die Function y in diesem Falle 

a 0 b l c^—a 0 b % c l -\-a l b % c 0 —a x b 0 c z -\ra^b 0 c l — a % b x c 0 . 
Wendet man nun die erste der beiden obigen Regeln an, ao muss 
man 

a Q = a, b Q = A, c o = 0 
a l =b, b t = ß, e x z=zA 
a % — c, b 2 =z 0, c t z= B 

setzen, und erhält hierdurch die gesuchte, a: nicht mehr enthaltende 
Gleichung 

aß * — bAB H- cA % = 0. 

Wendet man die zweite der beiden obigen Regeln an, so muss 
man 

a, = A, b t =B, c x = 0 

a 3 = 0, b % = c % = B 

setzen, und erhält hierdurch wieder die gesuchte, x nicht mehr 
enthaltende Gleichung 

' mß*-t-cA* — 6Aß = 0 

oder 

aB* —bAß-\-cA*=Qi 

ganz übereinstimmend mit dem vorher gefundenen Resultate. 

Dieselbe Gleichung erhält man auch durch das gewöhnliche 
Eliminationsverfahren in einem solchen Falle wie der vorliegende 
auf folgende Art. Bestimmt man x aus der zweiten der beiden 
gegebenen Gleichungen, so erhält man 

« 
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B 

uüd dieser Werth vou .z*, in die erste, Gleichung gesetzt, giebt 
oder 

«Ä» — bAB cA* = 0, 

ganz wie vorher. 

Zur Berechnung weitläufigerer Beispiele fehlt hier der Raum; 
das vorhergehende wird aber auch zur Erläuteruug der Anwendung 
der beiden im Obigen entwickelten Regeln schon hinreichend sein. 

Um uns einigermassen ein Unheil über die Anwendbarkeit der 
vorhergehenden Methode bei der wirklichen Ausführung von Eli- 
ninationen zu bilden, wollen wir in der Kürze untersuchen, wie 
gross im Allgemeinen die Anzahl der Glieder ist, aus denen die 
x nicht mehr enthaltende Gleichung besteht, zu welcher die obige 
Methode führt. Wenn zwischen n unbekannten Grössen u lineare 
Gleichungen gegeben sind, so ist im Allgemeinen die Anzahl der 
Glieder der Zähler und Nenner der Gerthe der unbekannten 
Grössen die Permutationszahl für n verschiedene Elemente, näm- 
lich 1 . 2 . 3 ... n, welches ganz unmittelbar und von selbst aus 
Bezout'g und Cramer's Regeln für die Elimination der unbe- 
kannten Grössen aus Gleichungen des ersten Grades, die wir hier, 
wie schon oben erinnert worden ist, als bekannt voraussetzen, er- 
hellet. Sind nun die beiden gegebenen Gleichungen, aus denen ac 
eliminirt werden soll, in Bezug auf diese Grösse überhaupt vom 
mten und vom »ten Grade, so hat man bei der Anwendung der 
obigen Eliminationsmethode, wie sogleich in die Augen fallen wird, 
eigentlich m-\-n Gleichungen des ersten Grades zwischen eben so 
vielen unbekannten Grössen aufzulösen, und der gemeinschaftliche 
Nenner der Werthe dieser unbekannten Grössen ist die Function 
der a: nicht mehr enthaltenden Gleichung, zu welcher die obige 
Eliminationsmethode führt, so dass also die Anzahl der Glieder 
dieser Gleichung nach dem Vorhergehenden im Allgemeinen 
I . - . 3 ... (zw -f- n) ist, wenn auch allerdings wegen der vorkom- 
menden verschwindenden Coefficienten mehrere dieser Glieder weg- 
fallen, und die Anzahl der Glieder im Ganzen sich daher 
etwas verringert. Weil aber z. B. für m -= 10 schon 
1 . 2 . 3 ...(/// + //) — 3628800 ist, so sieht mau , dass die Anzahl 
der Glieder der a; nicht mehr enthaltenden Gleichung doch sehr 
bald ungeheuer gross werden, und die Elimination vou a> nach 
der obigen Methode in der Praxis dann so gut wie unausführbar 
sein wird. 

Auch diese zweite Elimiuationsmethode lehrt dem Wesentlichen 
nach Euler in der Introductio in Analysin Infiuitorum 
Cap. XIX. p. 265. In neuester Zeit ist dieselbe von Sylvester 
io dem Pbilosophical Magazine. February. 1840 uud von 
Richelot in Crelle's Jouruai mit mehreren guten, in das 
Obige dem Wesentlichen nach mit aufgenommenen Bemerkungen 
bereichert worden. 
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In den Memoires de FAcaddmie des sciences de Paris. 1764 
hat Bezout eine Eliminationsmethode angegeben, die im Allgemei- 
nen auf Folgendes hinaus kommt Die beiden gegebenen Gleichun- 
gen seien jetzt 

a 0 a^ -h a x ac n — 1 -f- a 2 ^r n ~ 2 a n -\x + «» = 0, fl , 

b 0 ac n + b x tc*-i -|- b % a^~^ -h . . . -f- bnr~\X -f- b n = 0, 

wobei wir bemerken, dass in den Fällen, wo die beiden Gleichun- 
gen nicht von demselben Grade sind, die Coeflicienten einiger An- 
fangsglieder in der einen dieser beiden Gleichungen als verschwin- 
dend zu betrachten sind. Diese beiden Gleichungen wollen wir 
auf die Form 

a Q jc n -+-a x jc*— * . . . •+» aix**" 1 
ss — («/ + i^ n - / -i ■+- ai-w.sc n - l ~ cl -+- . . -f- a H -\x -f- ff«), 
b 0 ac n -f- b ! -h . . . -H bix n ~ l 

bringen, wo / jede der positiven ganzen Zahlen 

0, 1, 2, 3, 4, ...»— 1 

sein kann. Aus den beiden auf diese Weise dargestellten Gleichun- 
gen folgt durch Division 

a 0 xl g^i-l -f- a^-'i h \- q^ix -f* a i 

b 0 x l 6^-^ -+- 6 2 xl-z H h ä/— ix -|- £/ 

fl/+l^-l -H ai+flXK—l-V' H h ffn— IX -|- ffn 

bl+\xn-l—i bl+iX^-l-^ H h Ä«-1X -4- Ä»' 

und folglich, wenn man auf beiden Seiten mit dem Producte der 
beiden Nenner multiplicirt, 

(a 0 x l -+- «j^- 1 -+- . . -f - «/-ix -f- <*/) 

X (^~ M -4- bi+2& n - l ~ 2 -h • • -H 6n-*or -f- £«) 
— (Ä 0 ^rf-f- 3,^—1 +..-+- :r -f- b{) 

Xfö/H-i^-^ 1 -+- ff/+2^^-2 -+-..-*- a H - X Jc «„) = 0. 

Denkt man sich jetzt die Grösse auf der linken Seite des Gleich- 
heitszeichens nach Potenzen von oc entwickelt, so wird dieselbe 
offenbar die folgende Form annehmen: 

und mittelst einer sehr einfachen Betrachtung überzeugt man sieb 
leicht von der Richtigkeit der folgenden Ausdrücke: 

A^i = a 0 bi+i — b n ai+i, 

A\j. = ff i — b , ai+i 

-f- ffo Ä /+2 — £ 0 ff/+a» 
4m = «,£/-m — b % at+\ 
-t- « , bj+2 — b t ai+2 
■+- ajn+i — b„ai+4. 
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U. 8. W. 

-^/-l, / = «7-1 £/-h — 



-h «7-1 — 



•1 



• • » 

U. 8. W. 



-+- «/-l — bi-ia». 
A n —\ % 1= aib n — 

Bei der Anwendung dieser Ausdrücke zur Entwicklung der 
wen 

^ow; -4*'$ <4mi •••• ^«-1,/ 

hat man sich nur zu merken, dass man sowohl in der Reihe der 
durch a mit den gehörigen Indices, als auch in der Reihe der 
durch h mit den gehörigen Indices bezeichneten Coefficienten von 
jedem Gliede an aufsteigend und absteigend immer nur so weit 
fortschreiten muss, als diese Coefficienten nicht verschwinden. Um 
dies durch ein Beispiel zu erläutern, sei /=4, » = 7; so ist 
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4o i 4 = a 0 l> l) — b 0 a„ 

-+-« 0 £ 7 — £ 0 a 71 
Jt,4 = a t 6 s — 

— b 2 a 4 

-\-a x b,—b x a,> 
A^ = a A b g —b 4 a t 

-\-<*%bt—b s a. 

-i-a^b. — b^a,, 
A s ^ = a 4 b 9 — £ 4 a. 

Sehr leicht erhellet nun aber auch aus dem Vorhergehenden die 
Richtigkeit der nachstehenden für das Folgende wichtigen Re- 
lationen : 

-^A4-l,#=^f4-li 

u. s. w. 
A n —%i = Ai iTt -^, 

A n —\ t l SS n— I« 

Aus der Gleichung 
oder vielmehr aus der Gleichung 

Awar-i -f- ^i^«- 2 -f- A 2y u? n -* -f- ... -f-^n-a,/^ 1 -r-^«-i,/^F° = «, 

erhält man, wenn, was verstattet ist, für / nach und nach die po- 
sitiven ganzen Zahlen 0, I, 2, 3, 4, . . »—1 gesetzt werden, 
die folgenden n Gleichungen: 

A { yfrX n - 1 ~h A L &c»— 2 -h A 2 &r r *-~ 3 -h . . . -\-A n -%&x l -}-A^ijyT o ==0 1 



^o^r" -1 -f- A^x^ -t- ^2^r n - 2 -r- . . . -f- A^-z&r 1 -+- A n -\^°= 0 , 



u. s. w. 



A(x > n—l^ n ~ i ■+■ ^fi > «_iJP n ~ 2 -f- A% ) n—\& n ~~ l ~\~ • • • 

und wird also, wir sich aus dem Obigen sogleich ergiebt, zu der 



■ 
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«sachten, die Grösse x nicht mehr enthaltenden Gleichung ge- 
langen, wenn man aus den Grössen 

Ao>\\ h^i,i; Ji,\ \ . . . An— 14. 
-^W A\*\ Awt\ • • • Anr-yi\ An-\# 

■ 

u. s. w. 

A^-\\ ^l^i—lj -^2^i—i; • • . An— %n— 15 l»n— 1 

auf bekannte Weise die im Obigen, durch y bezeichnete Function 
bildet, und dieselbe der Null gleich setzt. Aus den im Vorher- 
gehenden bewiesenen Relationen ergiebt sich aber auf der Stelle, 
dass man auch statt des obigen Schema's das Schema 

Ayy, Aq^ ; A^\ . . . -^o>«-2; A^^-\ 

-4m; -^w; • • • -4u»-2 5 ^m-i 

> 

^w; . • • ^2^-2? 

u. s. w. 

Aitn—2] A 2i n-V'i • • • Anr-fyt-K A H -%n-\ 

setzen, aus den in diesem Schema enthaltenen Grössen die im Obi- 
gen durch 9 bezeichnete Function bilden, und dieselbe der Null 
gleich setzen kann. 

Am Schluss dieser Abhandlung bemerken wir noch, dass bei 
derselben überhaupt das Memoire sur 1'eMimination d'une 
variable entre deux Iquations alglbriques in den Eier- 
cices d'Analyse et de Physique mathlmatique par Cauchy. 
T. I. Paris. 1840*) p. 385 vielfach benutzt worden ist. In einer 
zweiten Abhandlung werden wir späterhin auf diesen Gegenstand 
zurück kommen. 



°) Wovon aber die 12 te Lieferung, in welcher sich das in Rede stehende 
Memoire befindet, nur erst ganz -vor Kurzem erschienen ist. 



» • 
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VIII. 

* • * 

lieber die Summen der Winkel in ebenen ge- 
radlinigen Vielecken. 

Von dem 

Herrn Director J. H. T. Müller 



i.j- 1« 



am Realgymnasium zu Gotha. 



1. Bekanntlich wird die Summe der nach einerlei Richtung ge- 
nommenen Aussen winkel eines ebenen einfachen Vielecks dadurch 
ermittelt, dass man aus irgend einem Punkte mit den auf einander 
folgenden Polygouseiten die gleicbstimmig parallelen Linien 
zieht und die in einerlei Drehungsrichtung genommenen Winkel 
der den successiven Seiten entsprechenden Parallelen summirt, 
woraus hervorgeht, dass diese Summe immer ein Vielfaches von 
Mi betragen muss. 

2. Auf ganz dieselbe Weise läsBt sich auch, was man bisher 
übersehen zu haben scheint, die Summe der innern Winkel eines 
solchen Vielecks finden, wenn aus einem beliebigen Punkte mit der 
lsteu. 3ten, 5ten,.. Seite die gleichstimmig, mit der 2ten, 
4ten, 6ten, .. Seite aber die ungleich st immig parallelen Linien 
gezogen und dann bei einerlei Drehungsrichtung die Winkel der 
Parallelen nach folgendem Gesetze summirt werden. 

Bezeichnen 1; 3; 5;.. die gleichstimmigen und 2; 4; 6; . . 
die ungleichstimmigen Parallelen, so ist die Summe aller innern 
Winkel -> 

1) im (2//)eck , > > 

= (1,2) + (2,3) H- (3,4) -f- . . -+- (2» - 1,2*) -f- (2*,1) 

2) im (2»-f-l)eck 

= (1,2) + (2,3) -+- (3,4) + (2»,2* -f-l)-f (2* + 1,1') 

wenn im letztern Falle 1' die Rückverlängerung der Parallelen 1 
bezeichnet. — Im ersten Falle ist demnach jene Winkelsumme im- 
mer ein gerades, im zweiten ein ungerades Vielfaches von 2 rech- 
ten Winkeln. 

3. Diese Herleitungsweise der Summe der innern Vieleckswin- 
kel hat, abgesehen von der Uebereinstimmung mit der für die 
äussern Winkel, vor der gewöhnlichen den erheblichen Vorzug, dass 
sie sich ganz gleichmässig auf alle Vielecke mit beliebig vielen 
convexen Winkeln anwenden und dass sie die eigentliche Bedeu- 
tung der Polygonwinkel deutlicher erkennen lässt. 

Es sei mir erlaubt, aus dem Obigen noch einige Folgerungen 
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zu ziehm. weiche eine Ergänzung dessen bilden, was ich in der 
Abhandlung über die symmetrischen Kreisvielecke von ungerader 
Seitenzahl, Gotha 1840. über die verschiedenen Winkelsuuimeu der 
Vielecke angedeutet hatte. 

4. Bei unveränderter Drehungsrichtung ist in einem einfachen 
ebenen Vielecke die Summe der Winkel je zweier aufeinander fol- 
gender Seiten 

für Scheitel; für (2») Scheitel 

entweder 1 . 2Ä, „' % . 2Ä, 

oder 3 . 2A, ' 4 . 2Ä, 

oder 5 . 2Ä, 6 . 2Ä, 



oder (4«H-1).2Ä (4»— 2).2Ä 

i 

Da über bei jedem #ieck die eine oder die andere Drehungs- 
richtung gewählt werden kann, so giebt es im Allgemeinen Für 
dasselbe zwei Summen der Winkel je zweier anstossender Seiten, 
welche einander zu m . 4/2 ergänzen. Beschränkt man sich daher, 
wenn beide Summen ungleich sind, auf die jedesmalige kleinere, 
so erhält man bloss nachstehende mögliche Werthe: 

für das (2*-f-l)eck; für das (2»)eck 
1 . 2/7, 2 . 2/2, 

3 . 2Ä, 4 . 2A, 



(2*H-1).2Ä, 2»,2Ä, 

wo die höchsten Werthe Vielecken angehören, deren Winkelsnmme 
bei beiden Drebungsricbtungen gleich gross ist. 

5. Aus der in (2) angegebenen Construction ergiebt sich so. 
irleich, wie umgekehrt auch Vielecke von gegebener Seitenzahl 
und SeitenrichAng construirt werden können, welche eine vorge- 
schriebene Winkelsumme, wie. die in (4) angegebenen, haben. 

Zieht man nämlich von irgend einem Punkte aus in einer 
Ebene /// Strahlen in beliebigen Richtungen, und schreibt an Jeden 
derselben eine der m ersten natürlichen Zahlen, so hängt bei ge- 
radzahligen Vielecken die Summe der Winkel von der Zahl der 
Nichtfolgen ab, welche sich ergeben, wenn man in der gewähl- 
ten Drehungsrichtung vom Strahle 1 an fortgebend sämmtliche 
Strahlen so abliest, wie sie, ohne Rücksicht auf die Bezeichnung, 
der Reihe nach auf einander folgen. Enthalten alsdann die zuge- 
hörigen Zahleu a Nichtfolgen, so ist die Summe der Winkel jedes 
(2jt)ecks, dessen lste, 3te, 5te, . . und 2te, 4te, 6te, . . Seite den 
Strahlen 1, 3, 5, . . gleicbstimmig und den Strahlen 2, 4, 6, . . un- 
gleichstimmig parallel ist, r=(l + a) . 4/i, indem dann a Umläufe 
gemacht werden müssen, bis man wieder zu Hern ersten Strahle 
{relangt, von dem man ausgegangen war. So enthält jedes zu den 
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aufeinanderfolgenden Strahlen 1352476 gehörige Sechseck, wegen 
der beiden Nichtfolgen 52 und 7(C(1 -f-2) . Mi. 

Bei den ungeradzahligen Vielecken ist zu unterscheiden, 
ob alle Strahlen auf einer oder auf beiden Seiten des Strahls 1 
sammt dessen Rückverlängerung V liegen. Im ersten Falle ist bei 
a Nichtfolgen die Winkelsumme =(l-f- 2«). 2Ä, im zweiten aber 
= (3 -f- 2a) . 2Ä. 

Die sogenannten Drudenfüsse gehören zu den ungeradzahligen 
Vielecken, deren Winkelsumme = 2/2 ist. 

Uebrigens ist die Lage des die Richtung der letzten Vielecks- 
seite bestimmenden Strahles, wie man leicht sieht, innerhalb ge- 
wisser Grenzen eingeschlossen, weil die letzte Seite der ersten 
selbst, nicht aber ihrer Verlängerung über deu Scheitel (1,2) hin- 
aus begegnen muss. Hieraus erklärt es sich auch, warum beim 
Dreiecke die Summe der Winkel nur 2/2 oder 1072, nicht aber 6/2 
betragen kann, indem für keine Lage dreier Strahlen eine ge- 
schlossene einfache Figur entstehen kann, deren Winkelsumme 
den zwischen 2 und 10 fallenden Werth von 6 rechten Win- 
keln gäbe. ' 

0. Die Anwendung der Strahlen führt ausserdem auf eine sehr 
einfache Methode, die Winkelsummen der m — l.m — l.m— 3... 4. 3 
verschiedenen einfachen ebenen «»ecke zu finden, welche zu den- 
selben m gegebenen Scheiteln gehören. 

Seien (Taf. I. Fig. 1. « und o) 1, 2, 3, 4, 5 fünf solche in einer 
Ebene liegende Scheitel, so sind zwischen diesen die zehn Verbin- 
dungslinien 12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45 und wenn man, 
wie hier nöthig, auch die Richtung berücksichtigt, die zehn an- 
dern Verbindungslinien 21, 31, 41, 51, 32, 42, 52, 43, 53, 54 mög. 
lieh. Zieht man nun aus dem Mittelpunkte eines Kreises mit die- 
sen 20 Verbindungslinien die gleichstimmig parallelen Radien und 
schreibt an den Endpunkt jedes derselben die beiden Zahlen, wel- 
che der ihm entsprechenden Verbindungslinie angehören: so erhält 
man ein Strahlensvstem, vermittelst dessen sich aus der blossen 
Aufeinanderfolge der gegebeneu Scheitel die Summe der Winkel 
des dadurch bestimmten einfachen Fünfecks sofort finden lässt 
Ist nämlich z. B. 13254 das zu untersuchende Fünfeck, so sind nach 
(2.) 13, 23 , 25 , 45, 41, 31 die Endpunkte der ihm zugehörigen 
Strahlen, die sich ohne« die Figur selbst ergebet, wenn man 

1325413 statt 13254 schreibt und abwechselnd vor- und rückwärts 
liest. So viel halbe Umläufe nun gemacht werden müssen , um in 
einerlei Richtung die Punkte des Kreisumfangs 13, 23? . . ., 31 zu 
durchlaufen: so viel gestreckte Winkel kommen auf das Fünfeck 
13254. 

Man sieht leicht, wie durch Einführung neuer Symbole die 
Auflösung unserer Aufgabe auch auf die Zählung der Nichtfolgen 
(5.) reducirt werden kann. 

7. Die Darstellung aller einfachen wecke, welche dieselben 
Scheitel: 1, 2, 3, . ., m haben, wird am leichtesten dadurch bewirkt 
dass man alle Combinationen zweiter Klasse aus den Elementen 
2, 3, . ., m bildet, zwischen jede solche Combination die noch übri- 
gen (m — 3) Elemente in allen möglichen Anordnungen stellt und 
jeder so gebildeten 'Form das Element 1 voranstellt. Für 1, 2, 3, 
4, 5 erhält man demnach 
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1 2 45 3; 1 3 25 4; 

1 2 54 3; 1 3 52 4; 

1 2 35 4; 1 3 24 5; 

1 2 53 4; 1 3 42 5; 

1 2 34 5; 1 4 23 5; 

1 1 2 43 5; 1 4 32 5, 

welches die 12 verschiedenen Fünfecke sind, die zu jenen Scheiteln 
gehören. 

8. Die auf solche Weise gebildeten Anordnungen der Elemente 
2, 3,.., *», worin keine zwei vorkommen, von denen die 
eine die Umkehrung der andern ist, verdienen wegen des 
häufigen Gebrauchs, der sich in der Geometrie davon machen lässt, 
besondere Beachtung. 

9. Aus (7.) ergiebt sich in Verbindung mit dem Vorher- 

fehenden, dass die verschiedenen zu denselben Scheiteln gehörigen 
ielecke sich nach den kleinsten Summen ihrer Winkel 
klassificiren lassen, was man bisherunterlassen zu haben scheint. 

10. Bei der Richtung, welche die Geometrie in der neuern Zeit 
genommen, dürfte die Aufnahme des in (2.) gegebenen Beweises 
in die Elemente nicht unzweckmässig sein, indem der Anfänger 
dann frühzeitig mit den Vielecken in ihrer allgemeinern Bedeutung 
bekannt gemacht werden kann. 



EL 

Uebungsaufgaben für Schüler. 



(Fortsetzung.) 



4. Cubatur des Ellipsoids, Hyperboloids mit 2 gleichen 

Axen. 

Die Gleichung des um die grosse Axe rotirenden Kegelschnitts 
sei y 3 = pa: -f- ya:* , die Abscisse *r werde in n gleiche Theile 
getheilt und durch die Endpunkte der Ordinaten werden Parallelen 
zur grossen Axe gezogen, dann entstehen durch Umdrehung des 
Kegelschnitts Cylinder, deren Gesammt-Cubikinhalt durch die Sunt- 
mation der Quadratzahlen und der natürlichen Zahlen gefunden 

wird = (H- i) + 9** (y .+ h» + J 
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Indem man das Ellipsoid mit 3 ungleichen Axen durch Ebenen, 
die zu zwei Axen parallel gezogen werden, in gleich weit von 
einander abstehende elliptische Cy linder zerfallt, kann man durch 
dasselbe Hülfsmittel ohne die geringste Schwierigkeit den Gesammt- 
Cubikinhalt der elliptischen Gründer erhalten. Sind die Axen b 
und c y zu welchen die Ebenen parallel gelegt werden, und wird 
die auf a genommene Abscisse x vom Mittelpunkte gezählt in n 
gleiche Theile getheilt, so ist der Cubikinhalt der elliptischen Cy- 

f~ 1 1 1 T 

linder =amc6^l — ^j; (y+ 2 " + ^) J, woraus der Cubikin- 
halt des halben Ellipsoids }r/6c . n folgt. 

5. 

Der bekannte Ausdruck für den Radius des Krummungs- 
kreises der Kegelschnitte durch die Normale stand mir zu isolirt, 
ich suchte deshalb einen Ausdruck für den Radius des durch 3 
Punkte eines Kegelschnitts gelegten Kreises, und fand, dass jener 
Radius gleich ist dem Produkte dreier Normalen auf die 3 Sehnen 
des Kegelschnitts, dividirt durch das Quadrat des halben Parame- 
ters. Jede dieser Normalen wird auf folgende Art bestimmt: Aus 
dem Mittelpunkte wird ein Radius Vektor durch den Mittelpunkt 
der Kegelscknittssehne gelegt, und die oben bezeichnete Normale 
auf diese Sehne geht von dem Endpunkte des Radius Vektor auf 
der Curve bis zum Durchschnitte mit der grossen Axe. Fallen die 
3 Punkte des Kegelschnitts zusammen, so verwandeln sich die ur- 
sprünglich ungleichen Normalen in 3 gleiche Linien. 

6Y 

Wenn ein Punkt sich auf der Peripherie einer Ellipse be- 
wegt, während der anziehende Punkt in einem Brennpunkte der- 
selben steht, so ist die anziehende Kraft dem Quadrate der umge- 
kehrten Entfernung des anziehenden von dem angezogenen Punkte 
proportional. 

Dieser bekannte Satz lässt sich ohne Hülfe der höhern Rech- 
nungen beweisen. Die Kraft, mit welcher der Punkt vom Centrum 

v 2 

der Anziehung sich zu entfernen strebt, ist =-», wenn v die Ge- 
schwindigkeit und Ii den Krümmungshalbmesser für den Ort des 
bewegten Punkte bezeichnet. Ist F die Kraft, mit welcher dieser 
Punkt in der Richtung des Radius Vektor r angezogen wird, so ist 
die in die Richtung der Normale n fallende Kran F cos r), wenn 
t die Senkrechte vom Brennpunkte auf die Tangente bezeichnet. 
Da nun die genannte Kraft gerade so gross sein muss, als die Cen- 

trifugalkraft ^, so ist F=j^ . ~. Ist die Geschwindigkeit im 
nächsten Scheitelpunkte 1, die Excentrizität e, so ist a(\ — c)= vt, 

folglich F= ' R p " . Da aber, wie leicht zu beweisen, 

nt b* u ■ n> .a* . „ (1 -r e*)a* 
7 = «> und so ist F= f % ^ . 

Bewegt sich der Punkt auf der Peripherie der Ellipse, während 
der anziehende Punkt im Mittelpunkte derselben steht, so ist F der 
Entfernung direkt proportional. 
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% «S f 

Denn sei der Radius Vektor r, so ist F= . -y , wenn £ die 

senkrechte vom Mittelpunkte auf die Tangente bedeutet. Ist die 

<t ab 

Geschwindigkeit im Scheitel 1, so hat man v = t = — , 

folgUch fei.r. 

* • i .. «••'<*. 

Bin weites nnd interessantes Gebiet zur Untersuchung der 
Eigenschaften der Ellipse bietet die Betrachtung dieser Curve als 
der orthographischen Projektion des Kreises dar, wenn beide Ebe- 
nen in der Richtung der grossen Axe einander schneidend ange- 
nommen werden. Durch die einfachsten Hülfsmittel, als da sind, 
die Projektionen paralleler Linien im Räume auf dieselbe Ebene 
sind parallel, der Cosinus des Neigungswinkels einer begrenzten Fi- 

b 

gur in<der Kreisebene mit der Projektion ist =— u. s. w., gelangt 

man ohne die geringste Mühe zu den Eigenschaften der Tangen- 
ten, der konjugirten Durchmesser, der umschriebenen Parallelo- 
gramme u. s. w. 

• 8. 

Die Auflösung der 6 Hauptfälle der sphärischen Trigonome- 
trie durch geometrische Construction in der Ebene lässt sich auf 
sehr einfache Weise erhalten, indem man in der körperlichen drei- 
seitigen Ecke, deren Kanten SA, SB, SC in derselben Folge die 
Winkel c, b und a einschlicssen , BC und AC rechtwinklig auf 
SC nimmt. Das Dreieck ABC, in welchem 3 Seiten bekannt sind, 
wenn a, b und c gegeben werden, giebt den Neigungswinkel ACB 
oder den sphärischen Winkel zwischen a und 6. Durch dasselbe 
Dreieck findet man die dritte sphärische Seite aus den beiden an- 
dern Seiten und dem von diesen eingeschlossenen Winkel. Ist ge- 
geben c, a und der c gegenüber liegende Winkel, so fällt man 
von A eine Senkrechte AI) auf BC und eine Senkrechte von AB 
auf SB, so liegen die Punkte S, E, D, C auf der Peripherie 
eines Kreises, so dass die Lage des Punktes E durch den Durch- 
schnitt dieses Kreises und des mit dem Radius SE beschriebenen 
Kreises gefunden werden kann u. s. w. 

9. 

Die graphische Darstellung der Funktionen scheint mir ein 
zweckmässiges Hülfsmittel für den Unterricht, um eine recht be- 
wusste Auffassung der Eigenschaften derselben möglich zu machen* 
Zu dem Ende habe ich mir eine ansehnliche Menge solcher Dar- 
stellungen gezeichnet, wie die Linien der Sinus, der Cosinus, der 
Tangenten, der natürlichen und Briggischen Logarithmen, der Lo- 
garithmen der Kreisfunktionen u. s. w. Selbst einfache Funktio- 
nen, wie y — &, y = a; % , y=:x: 3 , y=x* bieten, wenn sie für 
dieselbe Veränderliche auf dasselbe Blatt gezeichnet werden, manche 
Eigenschaften dar, deren sich wenigstens der Schüler in dem 
Augenblicke, da ihm diese Funktionen genannt werden, nicht be- 
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wusst wird, z. B. dass sich alle diese Curven in 2 Punkten begeg- 
nen, dass sie je nach dem höhern Grade bis zum Punkte * , 

y = 1 

immer näher an die Abscissenaxe und au die Ordinate 1 treten 
u. 8. w. 

10. Veranschaulichende Darstellung der Primxahlen. 

Ein grosses gleichseitiges Dreieck wird in 10000 kongruente 
gleichseitige Dreiecke xertheilt und in jedes Dreiecksfeld eine der 
natürlichen Zahlen so geschrieben, dass die Zahl 1 in die Spitze, 
2 an den Anfang der zweiten Horizontalreihe, 4 an das Ende der- 
selben, 5 an den Anfang der dritten Horizontal reihe , 9 an das 
Ende derselben kommt, wie denn überhaupt der ganze rechte Saum 
des Dreiecks von den Quadraten der natürlichen Zahlen eingenom- 
men, in jeder Horizontalreihe aber von der linken nach der rech- 
ten Hand gezählt wird. Giebt man nun den Feldern der Primzah- 
len eine andere Farbe, so gewahrt man bei geringer Aufmerksam- 
keit, dass im Allgemeinen die Primzahlen in gewissen parallelen 
fast gleichweit von einander entfernten Richtungen dichter beisam- 
men liegen, als in andern Richtungen. Die Zahlen von der Form 
41 ~\ n(n — 1) stellen einen Stab mit geschlossenem sechseckigem 
Sterne dar, dem einzigen , der unter den 10000 Dreiecken vor- 
kommt. ? 

U. 

Einfache Bestimmung des Brechungsverhältnisses in einem drei- 
seitigen Prisma durch den Neigungswinkel y zweier Seiten-Ebenen 
des Prismas und durch die Winkel, welche der einfallende und der 
austretende Strahl an jeder Stelle mit dem Einfallslothe bilden. 

Der Strahl treffe in A das Prisma, und bilde mit dem Einfalls- 
lothe den Winkel a 3 der gebrochene Strahl trete in // aus dem 
Prisma und bilde mit dem Einfallslose daselbst den Winkel £, die 
beiden Lothe , welche die Winkel a und ß im Innern des Prismas 
mit dem Strahle AB einschliessen , schneiden sich in C, so hat 
man in dem Dreiecke ABC 

AB* = AC* +CB>+2AC.CB. cos y 

= AB \_ÄB* + (iß** + AB"AB C0 **\ 

folglich 1 = sin ß--\-sin a*-f-2sin a sin ß cos ip 

sin b 3 sin a 2 2sin a . sin b . co s V 

n 2 sin \p* n 2 sin %p* n* sin tp* 

und n sin ip — l/sin a* -+- sin 6* -1- 2sin a . sin 6 cos fp •). 



') Siebe Seebeck's: Observationes de corpomm lucem simpliciter refrin- 
gentium angulis polarisationis. Berolini 1830. 

(Der Schluss folgt im nächsten Hefte.) 
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Lehrsatz, die Ecken der Pyramiden betreffend. 

Von dem 

Herrn Director J. Ii. T. Müller 

am Realgymnasium zu Gotha. 



Da die Eigenschaften der Polyederecken bisher noch wenig 
untersucht worden sind, so wird vielleicht ciuzelnen Mathematikern 
die Mittheilung eines, wie ich glaube, neuen und an Folgerungen 
ziemlich reichen Lehrsatzes, die Ecken der Pyramiden betreffend, 
nicht unangenehm sein. Sollte ich mich hierin nicht täuschen, so 
würde ich später noch eine Reihe damit verwandter Sätze für an- 
dere Polyeder mittheilen. 

1, Ich lege, der grossem Deutlichkeit wegen, statt einer 
tseitigen Pyramide die beliebige fünfseitige OABCDE (M. s. 
Fig. 2 a und b auf der schon dem ersten Hefte beigegebenen 
Taf. I.) bei meiner Betrachtung zu Grunde und nehme auch fürs 
Erste an , dass die fünfkantige Basis AB CDE lauter coneave 
Winkel enthält. Jene Beschränkung ist ohne Einfluss auf die All- 
gemeingültigkeit des Lehrsatzes und diese wird später aufgeho- . 
ben werden. 

2. Um die Ecken unserer Pyramide zu vereinigen, verfahre 
ich wie bei der Summirung der Winkel eines ebenen geradlinigen 
Vielecks in dem Aufsatze Nr. VIII. und ziehe aus dem Mittelpunkte 
M irgend einer Kugel 

1) mit den Seitenkanten 0A 9 OB, OC 9 OD, OE die ungleich- 
stimmig parallelen Radien, welche der Kugelfläcbe bezüglich 
in den Punkten a', ß\ /, o% s' begegnen und dort die Spitzen 
eines sphärischen Fünfecks a'jSy^«' bilden , welche das Maass 
der Scheitelecke von 0, mithin auch der ursprünglichen Ecke 
O in der gegebenen Pyramide ist; 

2) aus demselben Punkte M mit den Grundkanten BA, CB, 
DC, ED, IE die gleichstimmig parallelen Radien, die die 
Kugelfläche bezüglich in den Punkten a. b, c, d, e und rück- 
wärts verlängert in a\ b', c\ d', e 1 treffen , und sämmtlich in 
dem mit der Basis der Pyramide parallelen Hauptkreise der 
Kugel liegen. 

The» Ii. 8 
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3. Da Mo!, Me, Mo! mit AB, AE, AO gleichstimmig parallel 
sind, so ist das sphärische Dreieck 

«'«'<? das Maats der Grundecke A der gegebenen Pyramide, 
und ebenso l/ß'a - B - 

c'y'b ~ C 

d'S'c - . - D - - 

e'e'd . - - E - 

Ausserdem entstehen noch die sphärischen Vierecke 

a'eVß 

/btTd' 

t!da'a\ 

bei denen, was ihren Inhalt betrifft, zu unterscheiden ist, ob die 
zwischen einem griechischen und lateinischen Buchstaben liegenden 
Seiten einander verlängert oder unverlängert schneiden, welches 
statt findet, je nachdem in der Drehungsrichtung a, h. r, <L e die 
untern Grundlinieu derselben, nämlich eb\ ac\ Mt* cd, da . Folgen 
oder Nichtfolgen bilden. Im letztern Falle nämlich giebt der Un- 
terschied zwischen dem obern und untern der beiden entstande- 
nen Dreiecke den Inhalt des jedesmaligen sphärischen Vierecks. 

4. Mit Rücksicht hierauf ist 
a'ßy6 , t , ^a , a , e-^a'eb f ß , = der Halbkugelfläche, 

+ b> ß'a+.ß'ac'/' m . . . 

H- c'y'b + /6<fffi 

-f- e' «'</•+- tfdtJa' 

die das Maass von 4 rechten Ecken ist, welche ich mit 4/2' be- 
zeichne. 

5. Weil ferner z. B. OA, OB und AB in einer Ebene lie- 
gen , so liefen auch die Endpunkte a', ß*, a und a' der damit pa- 
rallelen Radien in einer und derselben Ebene., und es ist das sphä- 
rische Zweieck a'a'ß'ad'ettf das Maass des Grundkeils AB. Be- 
zeichnen wir nun die die Grundkeile der Pyramide, nämlich uäB, 
BC, CD, DE, EA messenden Zweiecke mit (*), (b), (c), (</), (e), 
so erhalten wir die neuen Gleichungen ■ 

(«) = a'u'e a 'e b'ß' b'ß'a ; 

(b) = b'ß'a-i-ß'ac'r'-t- c'y'b; 

(c) = c'/b + Zbd'd'-i-d'ö'ci 

(d) = d'S'c -f- fficSi' -f- e'e'd; 

( e) = *Vrf+ i'da'u! + «V<?. * 

6. Addirt man die in (5) erhaltenen Gleichungen und sub 
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trabirt von der dadurch hervorgebrachten die in (4) erhaltene 
Gleichung, so ist für K als Halbkugelfläche: 

(*) + ip) *ti (c) + («0 + i e ) — K= a'a'e -fr- PfFa -fr- c'y'Ä 

-fr- dtffc -fr- <?Vrf— a'/J'/dV. 

Aus dieser Gleichung aber ergiebt sich, wenn man von der 
Kugelfläche wieder zu den Ecken zurückkehrt und zugleich er- 
wägt, dass (a) — a'a'e das Maass derjenigen Ecke, welche AO, 
AE und die Verlängerung von BA über A hinaus zu Kanten hat, 
also die Aussenecke von A ist, die ich mit A bezeichne, dass 

A' + ß>+ C'+JP+B-\- O == AB'. 

7. Da die ganze Herleitungsweise zeigt, dass die Beziehun- 
gen für jede mehrseitige Pyramide sich nicht ändern , so ist allge- 
mein für jede Pyramide mit hohlwinkliger Grundfläche 

A'+ B'+ C'-fr- . . • -fr- 0 = 4/*', d. i. 

„In jeder gewöhnlichen Pyramide ist die Summe 
„aller nach einerlei Richtung genommenen Aus 
„senecken über der Grundfläche, vermehrt um die 
„Ecke an der Spitze, so gross als vier rechte 
„Ecken;" 

oder was dasselbe ist, 

„die Summe aller Aussenecken gleich der Neben, 
„ecke der Ecke an der Spitze." 

8. Diess ist vielleicht der erste Lehrsatz, der bei Polyedern 
mit nicht parallelen Flächen,- einen constanten Werth für eine 
Summe von Ecken nachweist, welche von der Zahl und Lage der 
Seiten völlig unabhängig ist. , 

Auch ist die Analogie dieses Satzes mit dem bekannten plani- 
metrischen zu beachten, dem zufolge 

in jedem hohlwinkligen ebenen .Vielecke die Summe aller 
Aussenwiukel vier rechte Winkel beträgt. 

9. Bewegt sich die Spitze O der Pyramide nach der Grund- 
fläche bin, so behält der Satz auch dann noch se^nc Gültigkeit, 
wenn O in die Ebene der Grundfläche selbst fällt, indem 
dann die Aussenkeile sämmtlich zu Null werden, während die Ecke 
0 in eine flache Ecke übergebt, die Ml' gleich ist. 

Setzt die Spitze O ihre Bewegung noch weiter fort, d. h. 
tritt sie unter die Grundfläche, so wird, wie man sich sogleich 
überzeugt, die Ecke an der Spitze convex, also grösser als 4/2'; 
dagegen werden dann die Aussenecken an der Grundfläche, 
Alles auf die ursprüngliche Figur bezogen, negativ. Auch dann 
ist noch 

die algebraische Summe der Aussenecken und der Ecke 
an der Spitze so gross als vier rechte Ecken. 

Der letztere Fall kommt bei der Betrachtung der allgemeinen 
Polyeder in Anwendung. 

Wird der Abstand der Spitze O von der Grundfläche unend- 
lich gross, werden also die Seitenkanten der Pyramide einan- 
der parallel, und geht die Ecke 0 in Null über, so ist auch noch 

8 • 
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iu dem Laibbegrenzten prismatischen Räume die Summe aller 
einseitswendigen Aussquecken gleich der Summe von vier 
rechten Ecken. 

10. Aus dem Beweise von (7) folgt ferner unmittelbar, das* 
in jeder Pyramide 

die Summe der nach einer Richtung hin genommenen Aussen- 
ecken un der Grundfläche gleich ist der Summe der nach 
der entgegengesetzten hin genommenen. 

. 11. Auch ergiebt sich sofort, 

dass wenn in zwei Pyramiden von gleicher oder ungleicher 
Seitenzahl die Summen der einseitswendigen Aussenecken 
an der Grundfläche einander gleich sind, uueb die beiden 
Ecken an der Spitze einander gleich sein werden. 

Der obijje Lehrsatz bietet demnach auch ein Hülfsmittel dar, die 
Gleichheit zweier der Gestalt nach durchaus verschiedenen Ecken 
zu erweisen. 

12. Umgekehrt ist, wenn man durch eine Ecke beliebig viele 
Ebenen legt, welche keiner Kante parallel sind und nicht durch 
den Scheitel gehen, 

an jeder solchen Ebene die Summe aller einseitswendigen 
nach der Spitze zu liegeudeu Aussenecken constant und der 
Ergänzung der gegebenen .Ecke zu vier rechten Ecken gleich. 

Auch lässt sich dieser Satz auf gleichgrosse Ecken ausdehnen. 

13. Enthält endlich die Grundfläche der Pyramide convexe 
Winkel, so lässt sich eben so leicht darthun, 

dass die Summe aller einseitswendigen Aussenecken ver- 
mehrt um die Ecke an der Spitze sovielmal vier rechte 
Ecken beträgt, als in der Summe der Aussenwinkel der 
Grundfläche vier rechte Winkel enthalten sind. 

Erst in dieser Gestalt hat der Lehrsatz die erforderliche Allge- 
meinheit, in welcher er sich auf Polyeder mit convexen Ecken an- 
wenden lässt. 

14. Mit Üehergehung aller weitern Polgen. welche sich aus 
dem oben erwiesenen Lehrsatze ziehen lassen, erlaube ich mir noch 
schliesslich einige ganz leichte Sätze, die Ecken und Keile der 
Prismen betreffend mitzutkeilen, die, wenn es nicht bereits geschehen 
ist, in die Elemente der Stereometrie könnten aufgenommen werden. 

15. Im fiseitigcn Prisma ist > 

IV die Summe aller Seitenkeile das (»-2)fache des gestreckten Keils. 

2) Die Summe aller Grundkeile das //fache des gestreckten Keils. 
Hieraus folgt, dass • 

3) im Parallelepipedon die Summe aller Keile das 3fache von vier 
rechten Keilen ist. 

16. Eben so ist im »seitigen Prisma die 

Summe aller Ecken gleich der Summe aller Seitenkeile oder 
— 2)mal so gross als die flache Ecke. 

Demnach haben alle Parallelepipcda eine gleichgrosse Eckensumme^ 
welche S/t' oder eine volle Ecke beträgt. 

— . — 
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Combinatoriscbe Lösung der Euler -Pfaff'schen 
Aufgabe in Nr. XXVII. des ersten Tbeils. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. Teil kämpf 

in Hannover. 



Die nach dem Vorgänge von Euler, welcher seine Forderuug 
auf die Zerlegung in Dreiecke beschränkt hatte, von J. F. I'falf 
gestellte allgemeinere Aufgabe lautet a. a. 0. folgendergcstalt: 

Die Anzahl der verschiedenen Arten zu bestimmen, 
aut welche sich ein »eck durch Diagonalen in lauter 
wecke zerlegen lässt. 

Da der Gegenstand der Betrachtung olfenbar eineu combiuato- 
rischen Charakter hat, indem es sich um alle deukbaren Umstellung 
gen der Diagonaleu handelt, durch welche die G'esammtfigur in die 
verlangten FartialGguren zerlegt werden könne, so erscheint es au- 
gemessen, die Eckpunkte des gegebenen v/eck s durch die fortlau- 
fende Zahlenreihe 1, 2, 3 .... /* zu bezeichnen und die von dicseu 
Punkten auslaufenden Diagonalen (als die eigentlichen Elemeute 
der Zusammenstellungen) ebenfalls beziehungsweise mit den Zah- 
len 1,2, 3....M anzudeuten, wobei indessen Wiederholbarkeit 
derselben bedungen werden inuss, um z. B. durch die Coinbinations- 
form 1.1.1.1 vier verschiedene aber sämintlich vom Eckpunkte 
1 ausgehende Diagonalen auszudrücken. Unter dieser Vorausset- 
zung braucht man, um irgend eine Combinationsform von q Ele- 
menten aus deu Zahlen 1, 2, 3 ... * als Diagonaienstellung in der 
gegebenen Figur nachzuweisen, nur von jedem der bezeichneten 
Eckpunkte zu dem um (m — 1) weiter gezählten eine Diagonale 
zu ziehen, indem man zunächst (um dem Schneiden der Diagona- 
len zu begegnen) mit denjenigen Punkten beginnt, auf welche 
mindestens (m — 2) nicht in der Complexion angedeutete folgen, 
und dann mit dem übrig bleibenden Theile der Figur dieses Ver- 
fahren fortsetzt. Zu noch bestimmterer Bezeichnung der Diago- 
ualeustelluug deutet man am zweck massigsten ihre Reihenfolge 
durch die der Elemente an, so dass das erste, zweite, dritte n. s. f. 
zugleich die erste, zweite, dritte .... Diagonale bezeichnet, was 
freilich nicht selten eine Umstellung der fclcinente einer gegebenen 
Combinationsform nöthig machen wird, wobei dann natürlich auch 
niedrigere Elemente auf höhere folgen dürfen. 
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Wählen wir zu völliger Verdeutlichung dieser Darstelluugs 
weise irgend eine bestimmte Figur, etwa wie nachstehend ein 
Zwölfeck. 




Um dasselbe auf alle mögliche Arten in Vierecke zu zerlegen, 
welches durch 4 Diagonalen geschieht, so wird man diese zunächst 
von dem Eckpunkte 1 nach den Punkten 4, 6, 8, 10 ziehen und 
durch die Combinationsform 1.1.1.1 darstellen können. Wollte 
man die Endpunkte dieser vier Linien ebenfalls bemerklich machen, 
so dürfte man nur jedem Elemente 1 die Zahl der Ecke anhängen, 
welche den Endpunkt bilden soll; folglich wäre näher bestimmt die 
Combinationsform l.l.l.l = l 4 .f fl .l i .l 10 , und es lässt sich 
nach dem oben Gesagten aus der unmittelbaren Betrachtung der 
Figur leicht entnehmen, wie man jeder andern Complexion aus vier 
der gegebenen Elemente 1, 2, 3 .... 12 in gleicher Weise ihre be- 
stimmte Deutung zu geben im Stande ist. So findet man z. B. 
leicht die Diagonalenstetlungen für die Formen: 

1) l.l.l.l = l 4 .l s .l,.l 10 

2) 1.1.1.2 := 2, . 1 e . 1 a . 1 j 0 

3) 1.1.1.3 = 3, .1, .1. .1 10 , 

indem die erste Diagonale zu den Punkten 2 und 3, und also in 
zwei andere Lagen übergeht., während die drei übrigen unverän 
dert bleiben. Dagegen fordern die Formen: 

4) 1.1.1.4=1. .4, .1, .l IO 

5) 1.1.1.5 = 1 4 .5, .1, .l l0 

6) 1.1.1.6 = l 4 .l a .6 9 . l lfl 

7) 1.1.1.7 = l 4 .1..7 10 .l l0 

eine Vertauschung der zweiten oder dritten aus den) Punkte I 
gezogenen Diagonale gegen eine andere, die von einem der Punkte 
4,5 oder 6,7 ausgeht. Beispielsweise mögen endlich noch die Com- 
plexionen 

8) 1 .4. 7 . 10= 1 4 . 4 7 . 7 1D . 10, 
«>) 1 .2.3. 4 = l l0 .2, .3, .4 7 
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. 10) 2.4.«. 8 = 2,, .4,, .6,, .8,, > 

mit der Figur verglichen werden, um die Bestimmtheit zu erkeu- 
oen, welche in der hier gewählten arithmetischen Andeutung der 
verschiedenen Diagonalenstellungen liegt. 

So im zweifelhaft aber auch die geometrische Deutung ist, die 
man nach dem Vorhergehenden einer jeden Complcxion zu geben 
vermag, sind die verschiedenen Complexionen doch weit entfernt, 
eben so viele verschiedene Diagonalenstellungen auszu- 
drücken. Schon das letzte der obigen Beispiele zeigt augenfällig, 
dass für ein in Vierecke zu zerlegendes Zwölfeck die Form 
2 . 4 . 6 . 8 = 2, l . 4, , . 6j , . 8, , gleichbedeutend mit der Com- 
plexion 11 . 11 . 11 . 11 = 11, . 11 4 . 11 6 . 11, ist. Noch bestimm- 
ter wird man die Mannigfaltigkeit von Combinationsformcn durch- 
aus gleicher Bedeutung aus folgenden Beispielen abnehmen können: 

1.1.1. 1 ■ 1 4 . 1 (] «lg »1|0 

I. 1.1.10 = 1 4 .1, .1..10, 

1. /1.1.8.10 = 1 4 .1 6 .8, .10, 

II. 6.8.10 = 1« . 6, .8, .10, 
4.6.8.10 = 4, .6, .8, . 10, 

I. 2.3. 4 = l lo . 2 9 . 3, . 4 7 

I I . 2 . 3 . 7 lio • 2 9 • 3, . 7 4 

2. { 1 . 2 . 7 . 8 = 1| 0 *2 S .8 S .7 4 
11.7.8. 9 ^= 1 , 0 . 9 a .8g .7« 
7.8.0.10 = 10, .9, .8, .7 4 

1 . 3 . 5 . 5 = 1, 0 . 3 IO . 5, 0 . 5, 
,1. 3. 5. 8 = 1 10 . 3, 0 . 5, 0 . 8 6 
3. /l. 3. 8.10=l, o .3, o .10, .8, 
|l. 8. 10.10 = l Io .10 t . 10,. 8. 
8. 10. 10. 10=10, . 10, . 10, .8, 

1 .2. 11 . 11 =2, . 1 6 . 11 0 . 11 8 
il.2. 8.11=2, .1« . 11. .8,, 
4./1.2. 6. 8 = 2,. 1« . 6,, .8,, 
|2.6. 6. 8 = 2, .6, .6,, .8,, 
5.6. 6. 8 = 5 2 . 6, . 6, , . 8, , 

Bei näherer Betrachtung der vorstehenden vier Diagonalenstel- 
lungen nimmt man ohne Mühe wahr, dass die Umgestaltung ihrer 
Aasdrücke allmählig fortschreitet und zwar von der letzten Dia- 
gonale ausgebt. Denn zunächst darf man sich diese umgewendet 
(oder von ihrem Endpunkte aus gezogen) und demgemäss anders 
bezeichnet vorstellen, ohne dass dadurch die Bedeutung der Coin- 
plexion im Mindesten geändert wird. Das Nämliche gilt dann aber 
auch von der vorletzten Diagonale u. s. f. bis zur ersten hin, 
so dass hier jede beliebige Coinplexion vier Umformungen gestat- 
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tet, die mit ihr durchaus dasselbe bezeichueo. — Sei nun die all 
gemeine Andeutung einer beliebigen Combinationsform 

a . b .... o . d=a (i . bß . ... cy . dj, 

worin «, /?, ^, d die respectiven Endpunkte der aus den Ecken 
0, />. er, // gezogenen Diagonalen andeuten, so bleibt die Bedeu- 
tung jener Coinplexion die nämliche in den Formen 

a a . bß . . . cy . da 55S a a . bß v . . y c . == a a . . . . Yc • 

= «a • • • • Yc • &d \ 

denn es wird zunächst die letzte Diagonale eben so bestimmt 
durch d als durch d bezeichnet, da bei unveränderter Andeutung 
der vorhergehenden über die La^c der äussersten Theilungslinie 
in beiden Fällen kein Zweifel bleiben kann; — und da das Näm- 
liche aus gleichen Gründen von der vorletzten Diagonale he- 
bauptet werden darf, sofern man nur in den Andeutungen aller übri- 
gen nichts ändert, so lässt sich die Umsetzung der Elemente all- 
mählig bis zum ersten ausdehnen. Die gegebene Complexion 
a . b . . . . c . d wird also, wenn sie überhaupt q Elemente enthält, 
auch q Umformungen zulassen, ohne ihre Bedeutung zu ändern; 
oder mit andern Worten : es werden uuter sämmtlichen Com- 
plcxionen ( y + 1 ) von dieser übereinstimmenden geome- 
trischen Bedeutung enthalten sein. 

Dje Anzahl der verschiedenen Arten, auf welche ein gegebenes 
//eck sich durch // Diagonalen in lauter wecke zerlegen lässt, ist 
nunmehr ohne alle Schwierigkeit bestimmbar, da man weiss, dass 
die überhaupt mögliche Menge von Combinationsformen zu q aus n 
wiederholbaren Elementen durch 

«(» + 1) (n + 2) (wh-3) (ft-f-y— l) 

1.2.3.4....«»....«tf 

ausgedrückt wird, worin nach dem Vorhergehenden die arithmeti- 
sche Darstellung jeder Diagonalenstellung (y-hl)mal enthalten 
ist, so dass man, um die wirklich verschiedenen Diagonalenstellun- 
gen zu erhalten, noch mit (y-f-1) dividiren muss. Bezeichnen wir 
daher die gesuchte Anzahl für ein »eck mit q Diagonalen durch 
A» 7i so erhalten wir den allgemeinen Ausdruck 

Jn 1 n{n+l) (n -+- 2) (n-j-f/ — l) 

* — y-fr-1 * 1.2.3 f 5 

und vermöge dieser independenten Formel lässt sich eine Tafel, 
wie die von Nie. Fuss gegebene (s. Pag. 198 a. a. 0.) leicht bis 
zu beliebiger Weite aufstellen, indem man nur aus derjenigen der 
Figurirten Zahlen die entsprechenden Werthe zu nehmen und 
beziehungsweise durch die ganzen Zahlen 1, 2, 3 . . . . = y-f- 1 zu 
dividiren braucht. 

Auf den ersten Blick mag es auffallend erscheinen, in vor- 
stehendem allgemeinen Ausdrucke unter den bestimmenden Grössen 
die Zahl /// zu vermissen, welche in den a. a. 0. mitgctheilten re- 
currir enden Formeln, so wie auch in der daraus durch Induction 

Seschlosscnen independenten auftritt. Man erkennt aber leicht, 
ass bei der Abhängigkeit, in welcher die Grössen /«, m und q zu 
einander stehn, ausgedrückt durch die Gleichung 



Digitized by Google 



121 

* = (y--f-l) m-2 9 , 

nor eine der beiden Zahlen », m überhaupt in die Formel einzu- 
gehen braucht;' wie sich denn auch, wenn mau diesen Werth von 
/» und zugleich i — 1 statt g in den obigen Ausdruck substituirt, 
die Umgestaltung desselben in die von dem Herrn Herausgeber 
(S. 199) hypothetisch aufgestellte allgemeine Form 

, {m — 1) (im — t — 1) {im-i—2) {im—i-Z) (»» — (2i— 2)) 

1 . 2.3.4... (*—l) 

augenblicklich ergiebt. 

Wieviel zweckmässiger es aber ist, bei der Behandlung des 
hier besprochenen Problems die Anzahl n statt /// in die Betrach- 
tung zu ziehen, giebt siebj am .augenfälligsten zu erkennen, wenn 
man die Aufgabe zu folgender noch allgemeineren erweitert: 

Die Anzahl der verschiedenen Arten zu bestimmen, 
auf welche sich ein »eck durch q Diagonalen in (y*-f-l) 
Figuren zerlegen lässt, unter denen a Dreiecke, b Vier- ■ 
ecke, c Fünfecke u. s. f. enthalten sein mögen. (Bedingung- 
gleichungen also: y*-f- 1 = a-\- b c-+- . . . ., wo a, b, c..., ir- 
gend einen Werth der Zahlenreihe 0, 1, 2, 3 . . . . haben können ■ 
und n = 3» -+- Ab hc . . . . — 2q). 

Man überzeugt sich nämlich leicht durch nähere Betrachtung 
irgend eines beliebigen Polygons, dass die oben für den Special- 
fall gleichartiger Theilfiguren geführte Untersuchung hier auf 
völlig gleiche Weise ihre Anwendung findet, nur dass durch jede 
beliebige Complexion mehr als eine Diagonalenstellung be- 
zeichnet wird. Wäre z. B. ein Zwötfeck durch 4 Diagonalen in 2 
Dreiecke, 2 Vierecke und 1 Sechseck zu zerlegen, so würde die 
Form 1.1.1.1 hier die ganz verschiedenen Diagonalenstellungen 

lj.l4.ln.lg; I3.l4.lg.l10; I4.I4.I1.I10; Ij.l4.l4.lg; u. s. w. 

andeuten, deren Menge sich dadurch, dass man hier fünf auf ein- 
ander folgende Figuren, unter denen zwei Paare gleichartiger 
sind, auf alle mögliche Weise unter einander versetzt denkt, so- 
gleich als die Permutationszahl —7— 5—7— 5— = 30 zu erkennen 

gieht. Sind der Theilfiguren allgemein <y-f-l, und darunter a der 
einen, b der zweiten, c der dritten Art u. s. f., so erhält man aus 
den nämlichen Gründen statt der einen Diagonalenstellun^r, welche 
irgend eine beliebige Complexion bei der Zerlegung in lauter 
gleichartige Figuren repräsentirte, ihrer vielmehr eine Anzahl 

= 7: — — *wi* *»* V ix^/^r} — Durch diese Zahl wird demnach 

der obige Ausdruck vou A n q noch zu multipliciren sein, sofern er 
auf die hier verallgemeinerte Aufgabe Anwendung finden soll, so 
dass die verlangte Anzahl aller möglichen Zerlegungen eines »ecks 
durch q Diagonalen in a Dreiecke, b Vierecke, u. s. w. dargestellt 
wird durch die allgemeine Formel: 

• 

I . 2 . 3 . . . . 7 . (7-+- 1) n(n-j-l) (n-j-2) (yf-f-3). . . . (n-j-f/— J) 
(1 . 2 . . a) (1 . 2 . . b) (1 . 2 . . c) ' 1.2.3 y.(y+J) 

n{n-+- 1) (n -f- 2) (/<-f-3) (n-hf/— 1) 

(1 .2. 3 . . a) (1 .2.3 . .b) (1 .2. 3.. c) ' 



r 



Digitized by Google 



122 

ein Ausdruck, der sofort wieder in den obigen Werth von / 
übergebt, sobald man zu der speciellen Annahme durchaus gleich- 
artiger Figuren schreitet, in welchem Falle die Zahlen a 3 b t c . ... 
sich offenbar auf eine einzige, und zwar auf (?-f-l) reduciren. 



XII. 



s 



Von der numerischen Auflösung der Gleichun 
A = (l+ x) m + wenn x ein kleiner 

Bruch ist. 



Von dem 
Herrn Doctor Rad eil 

zu Berlin. 



Bezeichnet x die jährliche Zinse eines Thalers, so' wird aus 
dem verzinsten Kapitale K am Ende des ersten Jahres A( 1 -\- .r ). 
am Ende des zweiten Jahres /v(l-+-.r)-, am Ende des dritten 
Jahres A ( 1 -fr- x i - u. s. w. , im Allgemeinen am Ende des mten 
Jahres iST(l -fr- x) m , wenn man nämlich voraussetzt, dass die 
Zinsen eines jeden Jahres am Ende desselben zum Kapitale ge- 
schlagen und in den folgenden Jahren mit dem Kapitale verzinst 
werden. 

Nennt man also den auf diese Weise in m Jahren aus dem 

X 

Kapitale K hervorgegangenen Werth desselben A', /4 . so erhält man 
die Gleichung 

(1) k m = K{\-\- X -)<», 

X 

so dass K m mit /// und x zugleich wächst. 

Die eben geschriebene Gleichung gilt aber nur so lange, als 

m eine ganze Zahl ist. In der That, wird tnl = m-\-^j statt m 

gesetzt, wo ein ächter Bruch ist, so erhält man für den durch 

Zins und Zinseszins angewachsenen Werth des Kapitals am Ende 
der ersten m Jahre wiederum K(\-\-x) m m Soll dieses Kapital nun 

noch Jahre verzinst werden, so betragen die Zinsen während 
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dieser Zeit K(\ -f- <&) m • ~ also Kapital uod Zinsen für die- 
sen Fall 

(2) K^. = K(l+a:y* fl-f-^l 
während man nach der Gleichung (1) hierfür 



rrbalten hätte. 

Um den letztern Ausdruck mit dem richtigen zu vergleichen, 

E. 

hat man dafür K(\-\-a:) m . (1-1- .2?)? zu setzen und den letztern 
Faktor nach dem binomischen Lehrsatze zu entwickeln. Hierdurch 
ergiebt sich • » 



oder, da i m {l-t-^Jt)=jt 0f ist, 



Krt-K-« P(9-P) . piq-p) . _■_ 

* — 2,» * 67» * 

Am 

Da nun seiner Bedeutung nach ein kleiner Bruch ist, so wird, 
bei der Beschaffenheit der Coefficienten der einzelnen Glieder, das 
Vorzeichen der ganzen Reihe mit dem des ersten Gliedes überein- 
stimmen, und folglich, wegen q>p* positiv sein; so dass die 
Gleichung (1), auf den Fall angewandt, wo m eine gebrochene Zahl 
ist, einen Werth liefern würde, der zwar zu klein wäre, aber ver- 
hältnissmässig doch wenig von der Wahrheit abweichen würde, 
weil diese Abweichung kleiner ist als ^^r a . 

Wird nun die Aufgabe gestellt, dass man aus dem gegebenen 
Wertbe eines Kapitals Ä", aus dem künftigen Werth e desselben 

* '' P 

und aus der Dauer der Verzinsung n»' = »-|--^- die jährlichen 

Zinsen eines Thalers finden soll, so hat man die Gleichung (2), 

X 

Km* V 

oder wenn man durch A dividirt und -g-z=:A und ~ = £ setzt, 
die Gleichung 

(3) A = (l + *y» (1 

nach a: aufzulösen. 

Im vorliegenden besondern Falle ist <* 1. Bevor aber zur 
Auflösung dieser Gleichung geschritten wird, soll noch folgende 
Aufgabe gleichfalls aus der Zinseszinsrechnung mitgetheilt werden, 
die aoeh von obiger Gleichung resultirt, in welcher aber b jeden 
beliebigen Werth erhalten kann: 

Es wird sofort das Kapital d und dann am Ende jedes Jahres 
die Rente c während m Jahren zum Zinsfusse 1-4-./- verzinslich an- 
gelegt und aufgespart, und von der hieraus erwachsenden Summe 
nun zu dem nämlichen Zinsfusse die immerwährende Rente a be- 



•r 
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zogen, wie gross ist der Zinsfuss? Der Werth des sofort ange- 
legten Kapitals // ist nach m Jahren d{ i -\~ x)' n und die Werthe 
der successive hinzukommenden Renten c betragen am Ende jener 
m Jahre respective r(l-fr-.r) m - 1 , c(l x)'*— 2 , c(l-f-^r) w — • u. s.w., 
jenacbdem die Rente am Ende des lsten. 2ten, 3ten Jahres u. s. w. 
hinzugekommen ist. Demnach beträgt der künftige Werth särnmt- 
licher Ersparnisse mit Zinsen und Zinseszinsen: 

d(l-^x) m -+- -f-^-i H- (l-fr-^)*-2-f-(l-t-;r)««-» -f-. . . -fr- 1 ( 

Da man nuu aus dem Kapitale die jährlichen Zinsen erhält, wenn 
man dasselbe mit x multiplicirt, und diese Zinsen gleich a sein 
sollen, so ergiebt sich die Gleichung 

dx{ 1 -f- xY 1 -\-c\(l-t- x)" 1 — 1) =« 

d. b. 

(1 -fr- x) m (c -fr- dx) = a-^-c 

oder wenn man durch c dividirt und wiederum = A und 

c 

— = b setzt, 

c 9 

(1 -fr- x) m (1 -fr- bx) = A 

wie vorher. 

Was nun die Auflösung dieser Gleichung nach x betrifft, so 
siebt man sogleich, dass diese letztere vom («i-fr-l)steu Grade ist, und 
also im Allgemeinen auf algebraischem Wege nicht aufgelöst wer- 
den kann. Man hat sich also damit zu begnügen, für den Fall, 
dass / und b in bestimmten Zahlen gegeben sind, Istens einen 
ersten Näherungswerth und 2tens aus demselben eineu solchen 
Werth für x zu finden, der für jeden praktischen Bedarf als hin- 
reichend genau gelten kann, wobei jedoch nicht zu vergessen ist, 
dass x selbst nur wenige Hundertel beträgt, also die Auuäherung 
noch viel weiter gehen muss. 

Ist nun b<*Cl, oder allgemein: ist m gegen b so gross, dass 
m-\-b als verbältnissmässig wenig verschieden von b angesehen 
werden kann, so folgt aus der vorhergehenden Auseinandersetzung, 
dass man nahe genug (1 -f- x) m (l -fr- bx) = (l «+• x)"^ setzen 
kann, so dass man aus der Gleichung 

{l-\-x l ) m + i = A 

m-t-b 

(4) Xl =—\+-\/A 

als einen ersten Näherungswert!] für x erhält, der um so genauer 
ist, jemebr m das b an Grösse übertrifft. 

Findet das oben angegebene Verhältniss zwischen m und b 
nicht statt, so dass also m keine grosse Zahl ist, so setze man 
näherungsweise 

und bestimme « und ß dergestalt, dass dieser Gleichuug so viel als 
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möglich Genüge geleistet werde. Entwickelt man beide Ausdrücke 
nach steigenden Potenzen von £?, so erhält man 

Man wird also den angenommenen Quotienten der Potenz (l-f-^r)»» 
am meisten annähern, wenn man 

m - tn 

a — ß = m und — ß(a — p) = — ö — 



setzt, weil sich dadurch beide Ausdrücke nur in der dritten und 
den höbern Potenzen der sehr kleinen Quantität as von einander 
unterscheiden. . 

Dividirt man aber die zweite der so eben gefundenen beiden 

Bedingungsgleichungen durch die erste, so erliält man ß= — ^-^> 
also a=.m-\- ß z= — ~— und 

(5) (1 -f «)-» = 2 _ {m _ ^ 
Sacht man daher aus der quadratischen Gleichung 

den positiven Werth von j-,, so wird derselbe gleichfalls als ein 
Näherungswerth von a; angesehen werden können. 

Um aus dem auf die eine oder die andere Art, je nach dem ver- 
schiedenen zwischen m und b stattfindenden Verhältnisse, gefunde- 
nen Näherungswerthe x x sogleich einen recht genauen Werth für 
x zu finden, setze man & = jc 1 -f- A-^o wo A-^i positiv oder ne- 
gativ aber nur noch eine sehr kleine Correktion von a? x ist. Sub- 
stihiirt man dies in die Gleichung (3), so bleibt noch die Gleichung 

nach A-^i aufzulösen. Werden auf beiden Seiten die Logarithmen 
genommen, so erhält man 

log A = m log (l-f-^j -h A^i)-Hlog fl*t-40?i -f-A-^i)) 
= m log (l-f-^J + log (1 + ^)4-« log 

oder, wenn man 

(6) m log (1 + ^,) + log (1 + *«,)=: log ^, 

setzt, 



• « 



log if-Ug ^,=* log (l + T ^i-)-Hl„g (H-jM^-). 

Hierfür kann man aber, wie aus der Analysis oder auch schon aus 
dem blossen Aufschlagen der Logarithmen mehrziffriger Zahlen in 
den Tabellen bekannt ist, 

log ^f — log A x = (md-+- bd) Aar, 
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setzen, wo d und* d' die sogenannten herrschenden Differenzen re- 
spektive von log (! -4- .■/',) und log (l+//.r,| sind, so dass man 
also 

A _ _ lQg Ä— lOg ^, 

■ 

und folglich 



erhält, wo sich der Werth von x x entweder aus der Gleichung (4) 
oder aus (5) und der von log /, aus der Gleichung (6) ergiebt. 

Was die Näherung betrifft, die man vermittelst dieser Methode 
erreicht, so* siebt man, dass sie bis auf doppelt so viele Decimal- 
stellen gehen wird, als a: x genau ist, weif die Differenzen d und 
<T selbst so weit genau sind. 

Um das Ganze durch ein Beispiel zu erläutern, setze 

< 

Km' = 203.3889, K= 150, »> = 6 und <* = |-- 
Alsdann findet man & x aus der Gleichung (4): 

log Km = 2.3083272 

. —log K =2.1760913 

log ^ = 0.1322359 

• 



x • 



Ferner: 



log (H-a?,) = 0.0201716 . ..,/=0.415 
^,=0.0475424 

m log (1 -h = 0.1210296 
H .o g (l + ^) = 0.0im66j ^ m 



. log A x =0.1323515 

log A — log ^#,= — 0.0001156 

f. e - 1 * 

^'=2.726 

A^,= — 0.0000424 
folglich ^r=0 . 0475, welches in diesem Falle der genaue Werth ist. 
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XIII. 

Ueber die Loxodromen auf dem gemeinen Cy- 

linder und Kegel. 

Von dem 
Herrn Dr. E. W. Grebc 

ordentlichem Hauptlehrer am Gymnasium zu Cassel. 



Mit dem Namen Loxodrome belegen wir eine Curve auf einer 
durch Umdrehung erzengten Fläche, welche mit allen Linien, in 
deDen die Fläche von einer durch ihre Axe gelegten Ebene durch- 
schnitten wird, einen constanten Winkel bildet. Die Loxodrome 
auf der Rotationsfläche, deren Erzeugende eine Gerade ist, bietet 
sehr interessante Eigenschaften dar, wesshalb wir die wichtigsten 
hier, doch nur in der Form .von Resultaten, mittheilen wollen. Die 
Formeln, welche sneciell der Cylinderloxodrome angehören, und 
die, welche lediglich auf die Kegelloxodrome bezogen werden sol- 
len, werden wir dadurch kenntlich machen, dass wir den Nummern 
der ersteren den Buchstaben «, und denen der letzteren den Buch- 
staben b beifügen. 

Die Umdrehung der geraden Linie 

1. v=r — cot t.X 

um die Axe der a: erzeugt die Rotationsfläche 

2. y % ** = (r — cot «.a?) a 

( denken wir uns stets grösser als 0, aber nicht grösser als jjr. 
Für * = \n haben wir eine cylindrische, sonst eine conische Fläche, 
r ist der Halbmesser der Grundebene. Das Coordinatensystem ist 
rechtwinklig. Eine Loxodrome, welche mit der erzeugenden Ge- 
raden stets den Winkel 9 bildet, hat ausser 2. noch die Gleichung 



3. arc tang £ = tang y sec t log r _' cot ^ > 

die für sich betrachtet einer windschiefen Fläche zwischen der Loxo- 
drome und ihrer Axe zukommt, welche wir Wendelfläche 
wollen. 

Aus 3. ergibt sich 



r 



v x 
3.«- urc tang — = tang y . ~. 



Auch lassen sich die Gleichungen unserer Curve folgendermassen 
darstellen: 
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y=v sin (tang y sec f log jr^^) 

= * cos (tang <p sec f log ) 

U=r sin (tang 9).^-) , 
4.«- / 

f* = r cos (tang y.-^-) 

Den Winkel (p denken wir uns stets zwischen den Grenzen 0 und 
Einen Unterschied zwischen rechts und Links gewundener 
Loxodrome zu machen, ist nicht erforderlich, da wir die positiven 
Richtungen der Axen der y und % immer der Windung angemessen 
wählen können. Von Differenzialformeln bemerken wir folgende: 

~ dy_ — cot e.y -+- tang y cosec ia 

* dx v 

c dx — tang a cosec iM — cot €A 

«• s= 1 

_ rf*y tanp » cosec * <fe 
7 - —'*= v • 



g d 2 x tang <p cosec 



10. 



dir dx 2 

9 * 1F* + ^ = sec cosec € * ~~ 1 

</ 2 y 2 . </ l s* tang er* cosec 1 * . . m 
d^+TF = \* (sec ? C08ec f ~ *> 



#< <f*y dx d 2 x dy tang a> cosec i . _ 

11 I&'dx'-dF'dx'^ 5 (sec <? 2 cosec 

Bezeichnet * den zu der Abscisse a: gehörigen Bogen der Loxo- 
drome, so ist 

12. * = sec o) cosec tut 

12. a - * = 3ec (p.a: 

und wenn wir auf dem Kegel die Länge der Loxodrome von der 
Grundebene bis zur Spitze £ nennen 

12.*- £ = r sec 9 sec t 

Der Bogen der Loxodrome ist also stets seiner Projectiou auf. 
die Abscissenaxe proportional, welche Eigenschaft keiner einzigei 
ebenen Curve zukommt 

Für den Krümmungshalbmesser R haben wir 

1 

n j» v 

l0m ** — sin ? 1/(1 -cos g> 2 sin «*) 

13.«- Ä = r cosec y* 
Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 
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v cot tf sin t dz 

14. { sr — y i .__ c . os y? sifl 4 z • ^ , 

, _ t; cot g sin t dy 

* * 1 — cos q 2 sin t % ' dx 

und es folgt somit, ilass der Krümmungshalbmesser in einer auf 
der Axe senkrechten Ebene liegt, was, wenn auch nicht bei der 
tylinder-, doch bei der Kegelloxodrome auffallen kann. 

Für die Entfernung t/ des Krümmuugsmittelpunktes von der 
Axe findet sich 



. 1 / cos t 2 -4- cot 

15. ^— ^—y-—-,. 



Demnach liegen alle Krümmungsmittelpunkte in einer neuen Loxo-* 
drome, und wenn für diese a/und c' das bedeutet, was 9 und $ 
fiir die ursprüngliche, so ergeben sich die Beziehungen 

16. 1/ tang «' = *> taug € 
17. tang y' : tang y = cos e 1 : cos e. 

Insbesondere liegen die Krümmungsmittelpunkte einer Cylinderloxo- 
drome in einer andern Cylinderloxodrome, deren Krümmungsmittel- 
punkte wieder in der ersten liegen, und es ist 

17.«- 9-4-9/ = ^. 

1 

Bedeutet Q den Krümmungshalbmesser einer Loxodrome auf der- 
selben Cylinder- oder Kegelfläche, deren Ansteigungswiukel den 
der ursprünglichen zu einem rechten ergänzt, so erhält man 

18. # = cos y ^/(i_ s i n ^2 sin t Ty 

Die Entfernung «/ der Krümmungsmittelpunkte der letzteren von der 
Axe ist dann 

19. ^ = A/S2LiL±^L2l 

y cos t 2 cot ff 9 

und es folgt 

20. trV = »* 
21. t/ :«/ = /l* : Q\ 

Seien ac\ y', V die veränderlichen Coordinaten einer Linie 
oder Fläche, deren Gleichung angegeben werdeu soll, so erhält 
man als Gleichung der Krümmungsebenc 

22. (x>-x) (sec f cosee O -\)-(y'- y ) d £ _(»'_») ^=0. 

Die Gleicbuog der Normalebene ist 

23. (*»-.,,)-,- (y<_ y ) & + * -0. 

Für die Krümmungsaxe gilt 

Tbeil 11. 9 



; i3o 

— cot f.y — cot </< cosec M( , v . 

it-y= — — ( * - ^) 

, cot (f> cosec f.y — cot f.* . , . . 
* — * = 2 (.V — ^r); 

für die Tangeute 

(s'-* = (.r'-.r) ^; 
für den Krümmungshalbmesser 

Neigt sich die Krümmungsaxe gegen eine auf der Cmdrehungs- 
axc senkrechte Ebene unter dem Winkel m, die Tangente unter 
dem Winkel /*, so ist 

27. sin m es 1/(1 — cos <p a sin «*) 

2S. sin » = cos q> sin e 

Der Neigungswinkel der Krümmungsebene gegen jene Ebene ist 
alsdann \n — m, und der Neigungswinkel der Normalebene \n — //. 

Legt man durch die Kegelspitze eine auf der Axe senkrechte 
Ebene, so ist der Bogen der Loxodrome von irgend einem Punkte 
bis zur Kegelspitze gleich der Tangente an diesen Punkt von 
dem Berührungspunkt an bis zu jener Ebene. Der Endpunkt der 

Tangente hat die Coordinaten 

« . . . • . * 

i& , = r taug « 

29/- l tang y sec e.as 

' x' = — tang y sec t.y # 

und sein Abstand * von der Kegelspitze ist 

30. A - * = tang y sec s.v. 

Verlängert man die Krummungsaxen bis sie dieselbe Ebene treffen 
so sind die Coordinaten eines Durchschnittspunktes 

(3? = r tang t 

31> | y = — cot gp sec e.s 

. , ( s' = cot 9 sec t.y 

und für die Entfernung « eines solchen von der Kegelspitze ha 
man 

32, b - «* = cot gp sec f.» 

so dass 

33> #«# = sec t\p\ ' ' ' 

Die Kegeiloxodrome steht in vielfachen Beziehungen zur log^aritb 
mischen Spirale. Wir fübren die wichtigsten derselben auf , um 
geben bei jeder logaritbraischen Spirale deren Elemente an, näm 
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lieb den Leitstralil / der Spirale, der durch einen gewissen Punkt 
der Loxudroine bedingt ist, und den constanten Winkel tfß, welchen 
die Spirale mit den Lcitstrable» bildet. 

1. Wenn der Kegelmantel in eine Ebene ausgebreitet wird, 
su erscheint die Loxodrome als logarithmische Spirale, für welche 

<H> = <P 

2. Die Projection der Kegelloxodrome auf die Grundebene des 
Kegels ist eine logarithmische Spirale, bei der 

j tang y* = tang y sec s 

3. Der Durchschnitt der Tangenten mit einer durch die Ke- 
gelspitze gelegten Horizontalebene, oder der Ort der Punkte, deren 
Coordinaten in 29.*- bestimmt wurden, ist ebenfalls eine logarithmi- 
sche Spirale. Für diese ist 

/=tang y sec t.v 

tang ip = tarig y sec c 

4. Breitet man die abwickelbare Fläche, in welcher sä mint - 
liehe Tangenten liegen, oberhalb oder unterhalb der Knotenfurche, 
in eine Ebene aus, so wird aus der Knotenfurche eine logarithmi- 
sche Spirale mit 

i , v 

37,i. ) l/(cos * a -f-sin * 2 sin y«) 

(tang t// = tang y sec e 1/(1 — sec e 2 cos y*). 

5. Wählt man hierbei das Stück oberhalb der Knotenfurche, 
so wird aus der unter Nr. 3. aufgeführten logarithmischen Spirale 
eine andere, welcher die unter Nr. 4. genannten Elemente gleich- 
falls zukommen. 

Die Nummern 2. 3. 4. 5. wiederholen sich für die Kegelloxo- 
drome, in welcher die Krümmungsmittelpunkte der ursprünglichen 
liegen, und die Elemente der so entstehenden logarithmischen Spi- 
ralen lassen sich nach den Formeln 15. 16. 17 bestimmen. 

Ferner kehren auch die Nummer 2. 3. 4. 5. noch einmal für 
die Kegelloxodrome wieder, deren Tangenten die Krümmungsaxen 
der ursprünglichen sind. Allgemein nämlich ist die Knotenfurche der 
abwickelbaren Fläche, in welcher sämmtliche Krümmungsaxen der 
Luxodrome liegen, wieder eine Loxodrome, für welche 

38. tang fc"=tang e (sec y 3 cosec c 3 — 1) 

39. tang y" : tang y = cos «" : cos e 

Die Coordinaten des Punktes, welcher einem Punkte der ursprüng- 
lichen entspricht, sind 

ia?=.x — cosec y 2 cot s.v 

40. \ 1/= — y cot y* 

\ 3'= — z cot y 3 

Bei dem Cylinder fällt diese Loxodrome mit der, in welcher die 

9* 
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Krümmungsmittelpunkte liegen, zusammen, für den Kegel aber ist 
sie von derselbe!» verschieden. 

Zum Beschluss geben wir noch die Quadratur der Wendel- 
fläche W. Ks ist 

/ 

TX 

41.°- JF=(sin y + cot y log cot \\n — \<f)) -s-j 

- 

allgemein aber, wenn man setzt . 

tang / = tang <p cosec f: 

41. IF=(sin j-f-cot % log cot 49)) (t^ — i cot *"^ 5 )' 

und mithin für x = r tang f 

41 A >T=(sin *-f-cot % log cot (\n ~ »y» ^J| n Xf. 



XIV. 

Trigonometrische Relationen zwischen den Sei- 
ten und Winkeln zweier beliebiger ebener oder 

sphärischer Dreiecke. 

Von dem 

Herrn Prof. C. A. Bret schneid er 

in Gotha. 



Fast alle Lehr- und Handbücher der Trigonometrie enthalten 
mehr oder minder ausführlich die Relationen zwischen den sechs 
Bestandteilen eines Dreiecks; aber kein einziges derselben hat, 
so viel mir bekannt ist, die entsprechenden Formeln für die Seiten 
und Winkel zweier Dreiecke untersucht, obschon die kenntniss 
derselben bei der Betrachtung der zusammengesetzteren Gebilde 
der Planimetrie und Stereometrie von sehr wesentlichem Nutzen ist, 
und eine grosse Masse Arbeit erspart. Diese Lücke theil weise 
auszufüllen" und überhaupt diejenigen allgemeinen Theoreme zu- 
sammenzustellen , die bei trigonometrischen Untersuchungen Vor- 
theile gewähren, ist der Zweck der nachfolgenden Zeilen. 
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Bezeichnen abc die drei Seiten und ABC die ihnen heziebuugs- 
weise gegenüberliegenden Winkel eines geradlinigen Dreieckes, 
Ä den Flächeninhalt desselben, und sind a x b x c x A X B X C X und Ai 
die nämlichen Dinge tür irgend ein ganz beliebiges zweites ebenes 
Dreieck, so ist bekanntlich: 

c cos B = a — b cos C, c x cos B x =a x — b x cos C x \ 

b cos C=» — c cos B, b x cos C x =a x — c x cos B x ] 

u. s. w. Durch Multiplication zweier neben . einauder stehender 
Gleichungen, z. B. der beiden obersten, ergiebt sich: 

cc x cos B cos 2?, =00, — cos C—ab x cos Cj-f-M, cos Ccos C x 

oder 

iaa x cc x cos cos /?, =2«** , a — 2a x 7 a6 cos C—2a 7 a 1 b l cos C, 

+ 2/7<a?,£<5» 1 cos C cos C, . 

Nun ist aber lab cos C=a* -\- b* — c a und 2/y,^, cos C x =o, 1 
-f-^i l — <?i 3 ; werden daher diese Werthe substituirt und dann 
aufgehoben, was sich aufheben lässt, so ergiebt sich : 

t % m t % •+• c x % a* — 2aa x cc x cos B cos B x = a 2 b x ' t -+-a x 3 b 2 

— 2aa x bb, cos £7 cos C t . 

Es ist aber ferner: ' 

2&=zac sin B = ab sin 
2^1=«,«?, sin B x z=:a x b x sin 

folglich auch: 

ztz2aa x cc x sin Z? sin B \= < laba x b y sin 6' sin C, 

und dieses zu der oben gefundenen Gleichung hinzugefügt, giebt 
endlich : 

aVj'H-a^c* — %aa x cc x cos {B±B X ) 

t=s**t* + aSb* — %aa x bb x cos (C+:C X ). 

Dieser Ausdruck ist dadurch bemerkenswert Ii, duss er die Form der 
Grundgleichung für ein geradliniges Dreieck hat, nur mit dem 
Unterschiede, dass statt der in der letzteren vorkommenden Drei- 
ecksseiten hier die Produkte aus zwei Seiten von beiden Drei- 
ecken eintreten. Das Gesetz, nach dem sich die Gleichung bildet, 
ist leicht zu übersehen, lässt sich jedoch nur unbequem in Worte 
fassen. Macht man nun das System durch gehörige Vertauschung 
der Buchstaben vollständig, so bekommt man: 
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Diese sechs Gleicbungeu entlialten in der That alles, was sich nur 
über die gegenseitigen Beziehungen irgend zweier Dreiecke sagen 
laut, namentlich alle Sätze über die Congruenz und Aehnlichkeit 
dieser Figuren. Dass die Dreiecke dubei ganz willkührlich sind 
und nicht einmal in einerlei Ebene zu liegen braueben, versteht 
sich von selbst. 

Aus den im vorigen Paragraphen gebrauchten Grundgleickou 
gen (1) ergiebt sich sofort auch: 



Digitized by Google 



135 
i 

b cos C -\-c c os B b x cos C x -\ - c x cos B x 

Wird nun diese Gleichung einmal mit c sin B ==* sin ß 
dere Mal mit sin Z?i = ^, sin C x multinlicirt, so findet man 

2A . ^ = fc a sin C cos # , •+- 0 x c sin Ä cos C x 

= bb x sin Ccob C.H-c^i sin B cos /?, 

t^A = bc x cos C sin B x -\-h x c cos ^ sin C\ l j 

r=££. cos C sin -4-«?, cos B sin //, 

W±**x* % = to sin (C^tf,)-*-^* sin (^rfcCt) 
aa x 

smU t sin (C=fc C,) -+-cc x sin (B±# x ) 
Ferner wird 

cos B~b fX*A «d =~, CO!*,-*. COS.4,; 

dies auf dieselbe Weise behandelt, wie die vorhergehenden Glei- 
chungen, giebt:' 

l».H'W' > ^> =a , { sin (^Ä,)-«4, «n(Ä=F^,)| 4 

sin sin(^±^,)' 
wonach «ich die analogen Ausdrücke unmittelbar bilden lassen. 

#.3, 

Ist irgend eine Gleichung von der Form u* ™ s Y 
^to'H-Sr» — cos Z gegeben, so lässt sie sich ganz aut 
dieselbe Weise umformen, wie die bekannte Formel der ebenen 
Trigonometrie. Denn man gehe ihr die Gestalt + —w 
= Lv cos y- W cos Z und addire und subtrahire successive 
aof beiden Seiten die Grösse %mv + %wa:> so erhält man durch 
Multiplication der beiderseitigen Resultate sogleich: 

(a-HH-w^r) {n+v-w+a:) (u-v+*v-{-x) (-tt+v+tv+x)\ 

= \[uv sin Y+zwx sin Z\* +§uvwx cos (F±Z). ) 

Wendet man dieses Theorem auf die Gleichungen Nr. 2. an, und 
macht aus (3) und (4) die nötkigen Substitutionen, so findet man, 
wenn zur Abkürzung ac x +a x c + bc, +b x c = 2*ß gesetzt wird: 

0* ttß =iG(aß-6 t e) (aß-bc x ) (a/?-«,r) (aß-ac^-Kaa^b^c,* \ 
=m^c^ rbAi^)* -h&^.M.cV, 2 cos (CztiC,) I ( . 

-Miwr.^c'c, 8 cos - /*,)!) 
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Mit Hülfe dieser allgemeinen Theoreme kann nun eine ziem- 
liche Zahl specieller Fälle entwickelt werden. Da das Dreieck 
«ACi {? anz beliebig ist, so wollen wir zuvörderst a x = b t ==c, 
setzen, und erhalten damit aus Nr. 2. sogleich: 

+ 2*/> cos (60°± C)=« 3 -f-r 3 — 2«c cos (öO°ztÄ) 

z^/S-i-c* - Uc cos (60° =h A) 

d. h. construirt man über den drei Seiten eines geradlinigen Drei- 
eckes gleichseitige Dreiecke, so aber, dass dieselben entweder 
summt lieh auf den äusseren oder inneren Seiten liegen, und ver- 
bindet dann jede Spitze des Urdreieckes mit der gegenüberliegen- 
den Spitze des gleichseitigen Dreieckes über ihrer Gegenseite; so 
sind diese drei Verbindungslinien unter einander gleich. 

Ist a x b x c x ferner ein reebtwinklich - gleichschenkliches Dreieck 
und «, so wird: 

a*-+-b*dkz 2«£ sin C= %a* +c J - lac 1/2 cos (45° =b B) 

= 2£* +<;' — 2&c 1/2 cos (45° ±A) 

a % -f- c* db 2ac sin B = %a* — 2«£ 1/2 cos (45° =b C) 

= £*-f-2^ -2//c V/2 cos (45° ± J) 

£ 3 +c* ±%bc sin ^ =a a -f- — "Iah V% cos (45° ± C) 

= «*-+- 2<?* — 2«<? 1/2 cos (45° db/?) 

d. h. errichtet man über zwei Seiten eines geradlinigen Dreiecks 
rechtwinklich -glcichschenkliche Dreiecke, so dass beide zugleich 
entweder innerhalb oder ausserhalb des Dreieckes fallen, und ihre 
rechten Winkel beide an dem Durchschnittspunkte jener beiden 
Seiten liegen; — und man verbiudet nun die beiden änderen 
Spitzen des Urdreieckes mit den gegenüberliegenden Spitzen der 
über ihren Gegenseiten construirten Dreiecke; so sind diese beiden 
Verbindungslinien unter einander gleich. 

Man setze ferner das Dreieck a x b x c x dem Dreiecke abc ahn- 
lieb., so wird A x =J, B X =B und C x =C, und man findet ans 
(2), wenn man immer nur die oberen Zeichen nimmt: 

a * _|_ /,* 2a* b 2 cos 2C= («• -h /y 3 -f- %ab cos C)c* ' 

Nun ist aber bekanntlich a 1 -f- b* %»b cos C gleich dem Qua- 
drate der doppelten aus der Spitze C auf die Seite c gezogenen 
Schwerlinie; nennt mau daher diese Scbwerliuien a ß y. je nachdem 
sie zur Seite abc gehören; so findet man: 

*« 2*36» cos 2C=4cV 2 

I « 4 +c«-2«V cos 25 = 4^ 

b* -+- c % —2b-c 2 cos 2^ = 4« 2 a 2 

Auf diese Art köunte man nun fortfahreu und noch andere Voraus- 
setzungen übet die Vit in des Dreieckes (i x b x r i machen: iudesseu 
lasseu sich die meisten der dadurch erhaltenen Resultate eben so 
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leicht unmittelbar ableiten, daher es an den angeführten Beispielen 
genügen mag. ^ - - . .. . - -* .« . 

Weit wichtiger sind dagegen die Resultate, die man erhalt, 
wenn man einzelne Stücke beider Dreiecke gleich setzt; denn die- 
ser Fall ist derjenige, der am meisten vorkommt und der, w*nn die 
Dreiecke nicht in einerlei Ebene liegen , einer geschmeidigen Be- 
handlung bisher am meisten widerstanden hat. Nimmt man zuvör- 
derst an, dass eine Seite beider Dreiecke gleich sei, und setzt 
demnaeh etwa cse,, so erhält man ans Nt. \ sogleich: 

••i JS.j. . • ' i •:. " 

& s>* * 

** sn 

• • • .•> SS - 

• t 

s '-.*.«- •, | -.: J» >-\ ) ,u>, •* I • 
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Setzt mau ferner: 

X(— ^-f-a, -f-^ + ^i) — Saa t bb t 

so wird auch 

9«a»==16(Ad=A,) a +8««,Mi cos (Cdb C.) ^ 8. 

, + 8««,^, cos ((^-Ä)=M^.-*.)) 
§. 6. 

Sind dagegen zwei Seiten des einen Dreiecks einzeln genom- 
men zweien Seiten des andern Dreiecks gleich, also z. B. a = a x 
und £ = so ergiebt sieb: 

a^'c.'-Vw, cos(Äd=^ 1 )=^ a («, , -H7*-2»iCcos (^drC,)) 

£ 4 -H?*<?, a -5WV<? t cos(^db^=*^V-+^ 2 -^i* cos ( Ä±C »))L 

z=a*(b % -\-c x *-%bc x cosförZ?,))] 

4«»£» sinH(C±Ci)=« 3 (c*-H?» a -^i cos^zhÄ,))' 

;»(c*-H?, cos (J±J t ))i 
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' . -§.7. 

Ist in den beiden verglichenen Dreiecken ein Winkel gleich, 
also z. B. C=zzC ti so ergiebt sich: 
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(etat -~bb x )*=a x *c*-i-b*c i *—2a l bcc x cos (A — B x ) 
=za*c x * -+-b x *c* —%ab x cc x cos (B — A x )\ 
(ab x — a x W = a*c x * -f- a x % C % — 2aa x cc x cos (B — ) 
' , =b*c* -{-b^c* — %bb x cc x cos — 
<2>„0» r= 16(A , c» — A*i -4- 8««, bb x c*c x * 

= 16[AK * - *, ') - A,(«' - *»)]■ 

-t-Saa^b^c^ cos 2<Ä — 
<D^»==16(A.£ l — AV)'H-8«a,£*V<*i cos {B — B,) 

= i6[A(«i'-^')-A 1 (« l -^)J a )l2. 

Vre, cos (Jf — ^,)| 
<fy y * = 16(A,a* — A^V + ^.'W,«?, cos M — 

-t-8« 3 «, cos — 2?,) 

Da in den beiden Dreiecken sowohl / — A X =B X — B als auch 
A — B x =zA l — B ist, so können die Winkelaggregate beliebig 
mit einander vertauscht werden, nnd mau erhält somit noch die 
Gleichungen : 

cos (^-^rrrcos (A x -B)— _ 2cc x {ab x — a x b) j 

cos M-^,)=cos (B x -B) = ^ ^(«..-AM 1 

f. 8.. 

Wird ausser C=zC x auch noch die Gegenseite c = c Xi d. b. 
stehen beide Dreiecke auf gleich grossen Sehnen congruenter Kreise, 
so wird: 

(«•.-W^s^' + ^'-M cos (A — B x )) 
= c*(a*+-b x * — lab, cos (A x —B)) 

(ab x — a x b)*=c^+a 1 i —2aa x COi(Ä.— £)) 
= c*{b* + b x *—Ub x cos (A — A x )) 
Ferner ist nach Nr. 8. : 

= 16(A Ai)* ■+• 8««,^, cos %C 
= 16(A-A,) a -r-8«« 1 W I 

= 16[ A(.,>-3 l »)+A t (^-^) ]2 ^ 8gg| ^ i cosK4 _ Bi) 

c 

Aus dem Vorstehenden folgt auch sogleich : 

cos M~Ä l ) = cos (B t ^s ^^iy ' 
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15. 



es M-^, = cos (g,-^ = '"^,~V i: l 
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cos» \[A-B X ) = A(ab x -a x b) 

cos» t M-^= fr+ ^t^iur"^^ 

sin' 'Li ^ i— fer^i±lriü 

2(A 1 -A) = M.-«^)8in(^-// 1 )) 1 ^ . 
= — sin (A — A t )\ 

Man kann nun auf diese Art weiter gehen, und z. B. C-\-f\~\Xi\ u 
oder C-f- C, = 90° u. s. w. setzen; indessen wird es kaum nöthig 
sein; diese Specialitäten hier weiter zu verfolgen, da die bereits 
entwickelten Formeln fast alle Bedürfnisse der rechnenden Geome- 
trie befriedigen. Mehrere der hier gefundenen Ausdrücke sind be- 
reits bekannt, jedoch war ihre Gültigkeit bisher immer darauf be- 
schränkt, dass die verglichenen Dreiecke nicht nur in einer und 
derselben Ebene liegen, sondern auch mit ihren gleichen Stücken 
auf irgend eine Art zusammenhängen mussten, während diese. Be- 
dingung bei den vorliegenden Formeln gänzlich wegfällt. Ich war 
daher mit ihrer Hülfe im Stande, den grössten Theil der zwischen 
den Kanten und Kantenwinkeln eines Tetraeders stattfindenden 
Relationen, welche ich in der ersten Abhandlung des ersten Ban- 
des dieses Archives mitget heilt habe, fast ohne alle Rechnung hin. 
zuschreiben. Dasselbe hat bei einer Untersuchung des geradlinigen 
Viereckes stattgefunden, welche gleichfalls in dem Archive wird 
bekannt gemacht werden. 

*. 0. 

Der im §. 7. erwähnte Fall, wenn die Dreiecke einen gleichen 
Winkel haben, lässt uoch eine andere Behandlung zu, welche in 
der Planimetrie sehr häufig Anwendung findet, obschon die For- 
meln bei weitem nicht so allgemein gültig sind, wie die im §. 7. 
entwickelten. Legt man nehmlich die beiden Dreiecke so auf ein- 
ander, dass die, die gleichen Winkel C e irisch Hessen den , Seiten 
sich decken: oder, was dasselbe ist: nimmt man auf dem einen 
Sehenkel eines ebenen Winkels C zwei beliebige Punkte A und 
A x und auf dem anderen Schenkel ebenfalls zwei beliebige Punkte 
B und //, an und nennt die Geraden 

CB=za t CA = b t AB = c, AB, =c,, 
CB X = a , , CA tsst b || A X B X =c,, A X B zsse t9 

so entstehen vier Dreiecke CAB, CA x B xi CAB X und CA X B, 
welche säromtlich den Winkel C gemein haben, und es ist also 

e*=«*-f-6»_ lab cos C, c 3 3 =« a -f-£, a — %mb x cos C 
r, 2 =«,' -+-b t * — 2a l b l cos C, c, a =« 1 a - r -Ä* — %t x b cos C 

woraus sich sofort folgende Gleichungen ergeben: 
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- x 

— 2(a-f.«,)(^+-^,) cosCJ 

— c a — £? 1 M^,M-*,*=2(« 1 --«) cos C [ 19. 

— tfM-c, 3 — c 2 M-tf « 2 =2(« 1 — «) cos C) 

— c'+c, 3 -^ 1 — c,^^,— (6,-4-6— (*,-*-*) cos C) 



— 2Jfl»,+^i) (a^,+a,Ä) cos C— \aa x bb x sin 2 _ v ^ 



(«rar, , )»-f-(«6+0 .fj« 

— 2{«r« 1 -4-£6 1 ) cos C—\aa x bb x sin 3 C] 



— ^a 1 +bb x )(a x -t-a)(b x +b) coaC+8aa x bb x cos 3 C'( 



— 2(a« 1 -t-6£ 



,)C08 



u. s. w. Die fernere Untersuchung dieser Relationen würde hier 
zu weit fuhren; denn sie gehört ihrer Natur nach in die Tetrago- 
nometrie. 



§. 10. 

Zum Schlüsse mag noch erwähnt werden , dass ähnliche Aus- 
drücke, wie die in Nr. 2. zusammengestellten, auch für die sphäri- 
schen Dreiecke existiren. Denn sind abc und a x 6 x c x die Seiten 
und ABC und A X B X C X die denselben gegenüberliegenden Winkel 
zweier sphärischen Dreiecke, so ist stets: 
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u. s. w. Setzt man c = c t so ergiebt sich; wenn man zur Abkür- 
zung den Winkel x einführt: 



Digitized by Google 



144 

<-os .r = cos a cos «i.-r-sin a Hin a x cos ( // dti B x ) 

» 

= C08 b COS b x -f- sin b sin cos (--Izb^,) 
cos £ cos C x q=sin C sin C x cos ar= J 23. 

= cos (A±A X ) cos (Bd=B x ) 

— sin (Azk=A x ) sin (B±B X ) cos «? 



Wird hingegen der Winkel C=f\ angenommen, so findet uau 
mit Bülfe des Winkels X: 

cos X = cos A cos A x -f-sin A sin A x cos (bz*=b x ) 
= cos B cos /?, -4- sin B sin Z?j cos (a±a x ) 

cos <? cos <?, ipsin c sin c, cos X = ^24. 

= cos («zt:«,) cos (£±£ x ) 

-f- sin («rdz«!) sin cos X 

Es zeigt sich hierbei der bemerkenswerthe Umstand, dass die For- 
meln für sphärische Dreiecke denen für ebene Dreiecke entwickel- 
ten nur dann völlig analog werden , wenn die beiden sphärischen 
Dreiecke durch irgeud eine einzige Bestimmung etwas von ihrer 
ganzlichen Unbestimmtheit verloren haben. Mit Ausnahme des sphä- 
rischen Dreieckes scheint dies bei allen sphärischen Gebilden statt 
zu finden. So ist es ja bekannt, dass für jedes beliebige ebene 
Viereck der Cosinus der Summe je zweier Gegenwinkel unverän- 
derlich ist; dagegen findet dieser Satz bei sphärischen Vierecken 
nur dann Statt, wenn sie einem Nebenkreise eingeschrieben sind, 
also etwas von ihrer Allgemeinheit verloren haben. 

*. H. 

Haben endlich cc x c^c t dieselbe Bedeutung auf der Oberfläche 
einer Kugel, welche ihnen in §. 9. in der Ebene beigelegt worden 
ist, so erhält man, wenn zur Abkürzung die Hunswinkel aa x (t 9 a s 
nach den Gleichungen: 

cos « = cos i(« -!-«,) cos \{b*-b x ) ! 

+ sin £(«-!-*,) sin \{b^b t ) cos C\ 
cos «,=sin + sin \(b-\~b x ) 

-f- cos H Ä ~*~ Ä i) cos cos 
cos a, = cos \(a-\-a x ) sin K^-Mi) 

-Hsin l(a + a x ) cos \(b -\-b x ) cos 
cos a, =sin ±(a-\-a x ) cos \(b + b x ) 

-4- cos |( Ä H" a i) 8 * n cos & 

eingeführt werden, die Werthe: 

cosc-f-cosc^/osc.-r-cosc^^os^«— a x ) cos\{b— b x ) cosa 
cosc-r-cose-, — cosc,— cosc,=4sin4(a — a x ) sin \{b—b x ) cosa, f ^ 
cosc — cos <? t -f-cos r a — coser,==4cos J(«r— a x ) sin \(b— b x ) cosa 2 j 
cosc— cosc,— •cosc 3 -r-cosc 1 =4sin \(a—o l ) cos {(0—0 x ) cosa, 
so wie auch: 



Digitized by Google 



145 

cos c cos c, — cos c % cos c s = sio (a x — a) -sin cos C 

cos c cos — cos c, cob = sin (6{ — b) X 

X|cos («-+-«,) sin — sio («,-H») cos (b^b) cos 

. -f-sinasin^ sio (£+*,) sio» CJ) 27. 

cos <? cos c, — cos c v cos = sin {a , — «) X 

Xjsin cos (^-f-^)— cos (« ,-+-«) sin cos Cl 

+ sin b sin sin sin* C\ 

Die geometrische Bedeutung der Hülfswinkel a liegt klar vor 
Augen. Mittelst dieser Formeln ist der grössere Tbeil der im 
Tetraeder stattfindenden Relationen zwischen den Kanten- und 
Flächenwinkeln entwickelt worden, so wie sie auch bei Unter- 
suchung des sphärischen Viereckes die besteu Dienste geleistet 



XV. 

lieber die Grundformeln der 

Katoptrik. 
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dem Herausgeber. 



ik und 



i. 

Betrachtung der Brechung und Zurückwerfung bei 

einem Kreisbogen. 

» 

Ein den aus dem Mittelpunkte C \n Taf. 11. Fig. 1. mit dem Halb- 
messer R beschriebenen Kreisbogen KK in JE, die Axe V } 'in V 
treffender Strahl MJV kann gegen das Eiufallsloth CC\ offenbar 
nur eine der vier in der Figur dargestellten Lagen, welche wir 
durch 1, 11, Hl, IV bezeichnen wollen, haben. Die, jenachdem der 
Punkt M auf der convexen oder coneaven Seite des Kreisbogeos 
KK liegt, als positiv oder als negativ betrachtete Entfernung des 
Puntes lif von dem Durcbschnittspunkte A des Kreisbogens KK 
mit der Axe XY wollen wir durch A bezeichnen, und den Symbo- 
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!ea ai und 0 die aus der Figur auch ohne weitere Erläuteraug mit 

hinreichender Deutlichkeit ersichtliche Bedeutung beilegen. 
Dies vorausgesetzt, ist nun in dem Falle I. 

CE: CA + AJH=*m (o> — 0) : sin ai, 

d. i. 

R : Ä H- A = sin (ai — Ö) : sin w. 
In dem Falle II. ist 

CE.AM- CA = s\u (0-w):siü oi, 

d, l. 

Ä : — (/l-f- A) = 8in — s« o», 

oder 

R : 71 -f- A = sin (*° — ®) : s ' n w - 
In dem Falle III. ist 

CE:CA-i-AM=zs\n (w-i-0) : sin w, 

d. i. 

Ä:/H-A = sin (ö)-f-©):sin o#. 
In dem Falle IV. ist 

CE\CA — AM=%\* (w-r-@):ain oi, . 

d. i. v v 

R : A = »in (ai + 0) : sin a*. 

Nimmt man alles Vorhergehende zusammen, so siebt man. d«„ 
immer ; 

it : /l-f- A = s'»n : sin w, 

oder 

1 fcfc ^ — »in g 
, . * Ä sin(w=Fe)» 

and in dieser Gleichung in den Fällen I. und II. das obere, in den 
Fällen III. und IV. das untere Zeichen zu nehmen ist. 

Denken wir uns nun in dem Falle I., wo nach dem Vorher- 
gehenden 

Ä -f- A sin a> 



sin (tu — S) 

ist, entweder ME oder AE als den einfallenden Strahl, stellen 
uns durch E eine Tangente an den Kreisbogen KK gezogen vor, 
und bezeichnen für den gebrochenen oder zurückgeworfenen Strahl 
durch w, und A« dasselbe, was vorher für den einfallenden Strahl 
durch o* und A bezeichnet worden ist; so wird leicht erhellen, 
dass für den gebrochenen Strahl immer bloss entweder der Fall 1. 
oder der Fall II, für den zurückgeworfenen Strahl immer bloss 
entweder der Fall III. oder der Fall IV. Statt finden kann. Alto 
ist nach dem Vorhergehenden für den gebrochenen Strahl immer 

Ä-f-A, _ »in w» 

"sinCw.-ö) 1 
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V 

für den zurückgeworfenen Strahl °) dagegen ist immer 

Jt«s» Ai s > n w i 

Ä "~ " sin (w x -f- 

Denken wir uns in dem Falle II, wo nach dem Vorhergehen- 
den ancb v ' 

R i A sin o» 



/C sin (w— 8) 



ist, wieder entweder ME oder 3'^ als den einfallenden Strahl, 
stehen uns auch jetzt durch ^ eine Tangente an dien Kreisbogen 
KK gezogen vor, und bezeichnen für den gebrochenen oder au» 
rilek geworfenen Strahl durch w, «od \ x wieder dasselbe, was im 
Vorhergehenden durch 01 und A für de* einfallenden Strahl bezeich- 
net worden* ist; so wird leicht erhellen, dass für des gebrochenen 
Strahl immer bloss entweder der Fall I. oder der Fall IL, für den 
zurückgeworfenen Strahl immer bloss entweder der Fall III. oder 
der Fall IV. Statt finden kann. Also ist nach dem Vorhergehen- 
den für den gebrocheneu Strahl .immer 

ig-f-Ai sin a»; 

~~R sin (w,-©)' 

für den zurückgeworfenen Strahl dagegen ist immer 

/g-f-Ai sin 

7l sin (w t -f- 9)' 

Denken wir uns ferner in dem Falle III, wo nach dem Vor- 
hergehenden 

^ -fr- A sin aj 

R sin (w -f- 9) 

ist, entweder ME oder NE als den einfallenden Strahl, stellen uns 
durch E eine Tangente an den Kreisbogen KK gezogen vor, 
und bezeichnen wieder für den gebrochenen oder zurückgeworfe- 
nen Strahl durch <*, und Ai dasselbe, was im Vorhergehenden für 
den einfallenden Strahl durch ia» nnd A bezeichnet worden ist; so 
wird leicht erhellen, dasa für den gebrochenen Strahl immer bloss 
entweder der Fall III. oder der Fall IV., für den zurückgeworfe- 
nen Strahl immer bloss entweder der Fall I. oder der Fall II. Statt 
finden kann. Also ist nach dem Vorhergehenden für den gebroche- 
nen Strahl immer 

• * 

M -f- Ai _ sin fei, 
R sin (oij-f-®)' 

für den zu r ück gewo r fenen Strahl dagegen ist immer 



*) Rücksicht lieh des Falls der Zurück werfung bemerken wir, dass wir 
denselben im Folgenden aus einem allgemeinem Gesichtspunkte als 
gewöhnlich geschiebt 'betrachten werden, indem wir auch in di 
Falb 



falle bloss annehmen wollen, dass die Sinus der beiden spitzen 
kel, welche der einfallende und zurückgeworfene Strahl mit dem Ein- 
fallslothe einschliessen, in einem constanren Verhältnisse zu einander 
stehen. 

10* 
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R -H At sin oi, 

R sin (to t — 9)' 

Denken wir uns endlich in dem Falle IV., wo nach dem Vor- 
hergehenden wieder 

R -+- A _ sin io 

R sin (w -+- 9) 

ist, entweder oder A/, 1 als den einfallenden Strahl, stellen 
uns durch E eine Tangente an den Kreisbogen KK gezogen vor, 
und bezeichnen auch jetzt für den gebrochenen oder zurückgewor- 
fenen Strahl durch w l und A, dasselbe, was vorher für den ein- 
fallenden Strahl durch 10 und \ bezeicbnet worden ist; so wird 
leicht erhellen, dnss für den gebrochenen Strahl immer bloss ent- 
weder der Fall III. oder der Fall IV., für den zurückgeworfenen 
Strahl immer bloss entweder der Fall I. oder der Fall IL Statt fin- 
den kann. Also ist nach dem Vorhergehenden für den gebroche- 
nen Strahl immer 

R -+- Ai sin co , 

R sin (w, -M*)' 

für den zurückgeworfenen Strahl dagegen ist immer 

R -f- Ai sin gi 

Jt sin (w, — 9)' 

Ueberhaupt ergiebt sich nun aus dem Vorhergehenden Fol- 
gendes : 1 

In den Fällen 1. und II. ist 

Ä-+-A. sin tu Ä-+-Ai _ sin a>, 
R sin (a) — 0)' R sin (w, =F 9) ; 

in den Fällen III. und IV. dagegen ist 

A -f- A _ sin tu Ä-f-Ai sin u, 

R~ sin (oj 9? R sin (u>, ± 

wo immer die obern Zeichen dem Falle der Brechung, die untern 
dem Falle der Zurückwerfung entsprechen. 

Also ist im Falle der Brechung mit Beziehung der obern und 
untern Zeichen auf einander 

Ä-f-A. sin w Ä-f-Ai sin w, 

* sin (w qF 9)' R sin (w, =F©)* 

Im Falle der Zurückwerfung ist mit Beziehung der obern und un- 
tern Zeichen auf einander 

_ Ä-f-A sin tu R-h Ai sin w, 

3 * ~R~~ sin (to=FÖ)' R sin (ü>, ± Ö)' 

Im Falle der Brechung ist folglich nach 2. 

^ Ä-f-A sin w sin (aJ t =F 9) 

R-t-Ai sin * sin (a>=t=£)' 

Dagegen ist im Falle der Zurückwerfung nach 3. 

R A sin w sin (a>, =fc ö) 



5. 



/f-f-Ai sin to, * sin (w^=8)" 
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■ 

♦ 

Aus der Gleichung 4. erhält man auch 

A-A, 

4°. t»ng ® — ±( ÄH _ A ) C ot tu — AJ cot cü,' 

und aus der Gleichung 5. ergiebt sich 

5'. tang 0 = =b (Ä + A) CQt + cot < 

Nach 2. ist im Falle der Brechung 

A „ sin q> t , A± SS 101 



sin (w=F er Ä sin (o», =F0)' 

folglich •» 

A _ sin cu — sin (cu=F g) A. sin tu, — sin (tu, =F 3) 
Ä* "— sin(wqFO) ' R iiu K=¥=«) 

also 

sin (tu, =g=e) sin cu — sin (tu =F 6) 

A, ~~ sin (cu =F 0) * sin cu, - sin (cu, =f= 6) 

oder 

sin (cu,=¥= 8) _A sin cu,— sin (tu, =F S) 

7# sin (cu=fO) Ai ' s»n cu — sin (cu=f6) * 

Nach 3. ist im Falle der Zurückwerfung 

,* A sin cu - . Ai. sin cu, 

1 + R ~~ sin (cu =F SV R sin (cu, =fc 3)' 

folglich ' ' 

A sin cu — sin (cu =F S) Aj, _ sin tu t — sin (cu 1= *=e) 
TP"" sin(cu=FÖ) * Ä sin (tu, =fc<9) 

also 

' ^ _ rinj^db«) ^ sin tu -sin (tu ^gl \ 

ö " A, ~~ sin (cu=F$) sin tu, -sin (cu,=fce)' 

oder 

sin (cu, ±3) _A. sin tu, — sin (cu, =fa 3) 

sin (tu =F 3) Ai * sin cu — sin (cu =p 0) 

^ Im Falle der Brechung ist also nach 4. und 7. 

Ä-|-A _A_ sin cu sin tu, — sin (tu, =p 9) " 
*°* Ä-f-Ai — Ai * sin o>, ' sin tu — sin (o)=F 3) ' 

und im Falle der Zurückwerfung ist nach 5. und 9. 

Ä-4-A _ _A_ sin tu sin tu, — sin (cu, dz 9) 
U ' äTaI"~ A, ' sin cu, ' sin cu - sin (tu =F O) ' 

Auch ist nach bekannten goniometrischen Formeln im Falle 
Brechung nach 10. 

yg-l- A ^ sin wj cos (tu, Tjg) 

12 - Ä-4- Ai ~~ A, * sin tu, ' cos (a»=*=W 

und im Falle der Zurückwerfung ist nach 11. 



IM 

13 ^ -h A SM tu Cos (4o,db^) 

Ä-f-Ai ~~ ' At * «in "»I cos (ü>^=^6) " 
Aus der Formel 12. ergiebt sich auch 

12*. cot J0==F ^ A> ^ , 

(1 -7") W — (I -f- -p) COt Ol, 

und aas der Formel 13. erhält man 

13". cot J0 = =F ^ ^ ?L_ . 

(1 -+- ■£•) cot tu (1 J-) cot w, 

Setzt man 

sin io 



14. 



«in tu, 

wo bekanntlich » «ine constante Grösse ist, so werden die vorher- 
gehenden Formeln im Falle der Brechung 

' R+A % — A 4 * eos(u.q=}e)' 
und im Falle der Zurückwerfung 

iß *±ä — A cos K=fcje) 

' Ä-*-Ai — ~ Ä A,- cos ( M ^=^- 

Bei der gewöhnlichen Ansiebt der Zurückwerfung ist bekanntlich 
»sl, und folglich nach 16. 

17 ^H- A A_ cos (udfa^g) 

Ä-r-A,"~ At ' cos (üi^F^ey 

Wir wollen aber, wie schon oben erinnert worden ist, die Zu- 
rückwerfung hier immer aus dem oben angegebenen allgemeinem 
Gesichtspunkte betrachten. 

$. 2. 

Der Punkt A soll jetzt als der Anfang, die Axe X Y als die 
Abscissenaxe eines rechtwinkligen Coordi Baten Systems angenommen 
werden, und die positiven Abscissen wollen wir immer auf der con- 
vexen Seite des Bogens KK nehmen. Ist nun M 1 ein beliebiger 
strahlender Punkt, fressen Coordioaten in Bezug uuf das angenom- 
mene System p, q sind, so denke man sieb durch denselben und 
den Mittelpunkt C des Kreisbogens KK die Axe X'Y' gezogen, 
welche den in Rede stehenden Kreisbogen in dem Punkte Ä' sehhei- 
den mag, und bezeichne in Bezug auf diese Axe für den Punkt V 
durch i\' und A'i ganz dasselbe, was rm vorhersehenden Paragra- 
phen in Bezug auf die den Kreisbogen KK in A schneidende Axe 
Y Y für den Punkt M durch A und Ai bezeichnet worden ist. 
Ferner bezeichne man den von der Linie CA' mit der Axe X) 
eingeschlossenen, jenachdem die Linie CA auf der Seite der po- 
sitiven oder auf der Seite der negativen Ordinalen liegt, als posi- 
tiv oder als negativ betrachteten spitzen Winkel durch y; so wird 
aus Taf. II. Fig. 2. leicht erhellen, data in völliger Allgemeinheit 
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» 

[ff ss (/£ -f- cos y — il| 
7Ä(Ä+Ä')8ing' 

ist. Sind nun p,, die Coordinaten des Punktes, in welchem die 
Axc X'I" von dem gebrochenen oder zurückgeworfenen Strahle 
geschnitten wird; so ist ganz eben so 

\P\ ==(^-t- A\) cos 
:(Ä + i',)iin?). 

Aus den Gleichungen 18. und 19. folgt 



' 19. |* 



also 



Ferner ist 




also 



A^ g±g J „_p-f-2/Z sin fr» 
^ cos 9 cos 9» 

A , _ ju^i _ j»— a ±jg gi ° fe! 

a 1 cos 9 cos y 



a sm y sin y 

sln"^""^— suTy » 



21 .41 p-h2/£ sin fr» = y — sin y 
A\ p t -|-2Ä sin fr» £ sin f? 



Weil nun nach dem vorigen Paragraphen, wenn durch & jetzt 
in Bezug auf die Axe X'Y' dasselbe bezeichnet wird» was früher 
in Bezog auf die Axe XY durch G bezeichnet wurde, im Falle 
der Brechung 

Ä-f-A' A' sin (o cos (ü>! =F 

W+Fl 1=3 £7 ' »in «i ' cos (<,>:*: jev 

und im Falle der Zurückwerfung 

Ä-l-A' A' sinj^ co s (a>, db 

ä"+A\ ~~ ÄV shT^ ' Tos (w 40 ) 

ist; so ist nach 20. und 21. im Falle der Brechung 

R + p sin co cos {iü t ^r j&) P-h^R sju fr* 

R-hPi sin w, ' cos (<o=F$8') ' p t -t-2R »in fr 2 
^ sin tu cos (tu, y^O') q — R sin y 
y, sin u>, * cos (w=f*W) ' //, ~ R sin y* 

und im Falle der Zurückwerfung ist 



« \ 



« 

i 
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R-+-p sin to cos (tu, p-h2R sin jy 1 

R + Pl *~~ sin tu, " Cos (w=Fiö') * />, -+-2Ä sin^y»' 



23. 

y sin tu cos (cü , db 7 — R s i p ( P 

\ y7 ~ " sin tu , " cos (tu ^= q , — Ä sin y' 

Aus dem vorigen Paragraphen wissen wir, dass 

sin tu cos (tu, =?=^ö') _ sin tu sin tu, — sin (tu, y^ 1 ) 
sin tu, ' cos (tu =$=$9*) sin tu, * sin tu — sin (0176') 

sin cu sin tu, — sin tu, cos ffdrcos a>, sin 8* 
sin tu, ' sin tu — sin ai cos 6' =fc cos tu sin 9 

sin tu cos (tu, =*=|0') sin tu sin tu, — sin (tu, d= &) 

sin tu, ' cos (tti=f=iÖ') sin tu, " sin cu — sin (tu=r=Ö') 
sin a» sin tu, — sin tu, cos ©*^cos tu, sin 8* 
sin tu, ' sin tu — sin tu cos 8' db cos tu sin 

ist. Wenn nun die Winkel w, w p G' so klein sind, dass man 
Grössen, welche in Bezug auf dieselben von der vierten und hohem 
Dimensionen sind, ohne merklichen Fehler vernachlässigen kann; 

so ist nach dem Vorhergehenden 

• . * 

sin tu cos (tu, =f=Y®') . s » n <° sin tu, — sin tu, dbsin & 
sin tu, ' cos \tt)^\&) sin tu, ' sin to — sin tu dbsin & 1 

sin tu cos (tu, =fc|8 ') sin tu sin tu, —si n tu, =p sin & 

sin tu, * cos (tuqpiÖ') s> n ' sin tu — sin tu dbsin 6* ' 
also offenbar 

sin tu cos (tu, =FjQ') sin tu 

sin tu, * cos (tu=F£0*) sin tu, 

sin tu cos (tu, d=?6') sin tu 

sin tu,* cos (tu ^=±8') sin tu, 

und mit Vernachlässigung von Gliedern, welche in Bezug auf tu, 
o>,, 0' von der vierten und höhern Dimensionen sind, ist folglich 
im Falle der Brechung nach 22. 

' ig-t-p p-t-2R sin |y» jr_ y — R sin y 

Z4 ' Ä-*-p,— %,-4-2Äsin 7 ,--%,-*siny ; 

und im Falle der Zurückwerfung ist uach 23. 

OK R -*-P _ p + 2R sin jy 3 q_ g — R sin y 

/C-t-P. ~~ P,-I-2A sin £y*' ^ — y, — Ä sin <p* 
Auch ist nach 20. mit völliger Genauigkeit 

9_ R-\-P 

und folglich mit Vernachlässigung von Gliedern, welche in Be- 
ziehung auf w, w,, 0* von der vierten und höhern Dimensionen 
sind., im Falle der Brechung 

26 y~H2/g sin jy» y_ , p-\-2R sin ±<p* 

R+Px~- * Pl -h2R sin*y»' 7 , — " p, -♦- 2Ä sin^y ' ; 

und im Falle der Zurückwerfung 
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<fl A-t-P p+%R «fa |y» ^ p+2R sip |y» 

Ä-t-/^ n p x -*-2Ä sin fp*' y t *j>, -f-2Ä sin £y a > 

oder es ist mit dem obigen Grade der Genauigkeit 

ao ig-f-P |_ „ sin \y* q_ y ' sin y 

Ä+P, %,-f-2Ä si B y t f i R sin y' 

oder auch , ' 

2o £fcg Y- a p+ 2R sip *y 3 x «- n *-*- 2 * sin te! 

ÄH-Pl "PI«*-» 4**' Vi ?,-*-2A S* ^y" 

wo die obern Zeichen dem Falle der Brechung, die untern dem 
Falle der Zurückwerfung entsprechen. 

Nimmt man nun bloss n im Falle der Brechung positiv, im 
Falle der Zurückwerfung dagegen negativ, so kann man mit dem 
obigen Grade der Genauigkeit tür beide Fälle 

in R -*~P — M P-h~ R s'»n *? 3 ? m 9~ R sin g 

30 - Ä^- Ji p 1 ^2Äsm^' ^ — * 9l -Äsiny 

oder auch 

91 jL±g — .„ P-H 2 ^ sin *? 3 X — * P-*-^R sin ^y » 
~ " ^ + 2* sin V' Pi sin *y* 

* * • * 

setzen. Ist es aber verstattet, auch die Grösse "ZU sin Up 2 wegen 
der Kleinheit von sio Up* zu vernachlässigen, so nehmen die bei- 
den letzten Formeln die folgende sehr einfache Gestalt an: 

oo R + P P JL — L JL' "' ' 

wo immer * im Falle der Brechung positiv, im Falle der Zurück- 
werfung negativ zu nehmen ist. 

Aus den beiden Gleichungen 30. erhält »an ohne Schwie- 
rigkeit 

nRp-\-2R\{n — 1)R — p\ sin |y* qR sin y 

P. — ü: ( i_2*sin 4y*)-(«_l)/> > sin y)' 

und aus den beiden Gleichungen 31. ergiebt sich 

nRp + 2R \(n — \)R — p\ sin jy» ' 
I'«— Ä(l-2*sin^)-(»-l)n ' 



oder 



34 

1 Ay(l — 2 siu ^y 3 ) 

— Ä(l -2n sin -(ii- 

i *** • i ■ . • 
nRpn-^R \{n-^\)R— p\ sin jy» 

— Ä(l-2* sin 4y*)-(/i-l);> ' 

/Cy cos y 

* — — 2» sin ty*) — (n-^Tjp 5 



und nach 34., wenn man sin Jy 2 als verschwindend betrachtet, 

wo n immer im Falle der Brechung als positiv, im Falle der Zu- 
rückwerfung als negativ betrachtet wird. 
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Aus deo vorher entwickelten Formeln 33., 34., 35. erhellet, 
dass unter der wegen der Winkel w, w„ 0' gemachten Voraus- 
setzung die Coordinaten p lf a % sich nicht ändern, so lange dje 
Coordinaten », q keine Aenderung erleiden, welches auch die 
Richtungen der aua dem Punkte (pf) ausgehenden Strahlen sein 
mögen, dass also alle von dem Punkte (pgr) ausgehende Strahlen 
sich nach der Brechung oder Zurückwerfung in dem Punkte (ptfj 
wieder mit einander vereinigen. 

Bezeichnet man den Werth, welchen p x für psoo erhält, 
durch /», ao ergiebt sich aus 34. leicht 

37. ,,=-,2=^teU 

oder, wie man leicht findet, 

38. '/,=-(H-^)A 

Betrachtet man sin \<p* als versehwindend, so wird nach 37. 

39. /.rrr-^/l, 



i» 



und folglich rur «= — 1, d. i. bei der gewöhnliche« Ansicht der 
Zurückwerfung, 

40. /,=-{■*. 

Die beiden Formeln 36. können auch unter der folgenden Form 
dargestellt werden: 

Weil nun aber nach 39. 

ist, so werdeo die beiden vorhergehenden Gleichungen 
1 1 111 v 

und die erste dieser beiden Gleichungen kann auch unter der Form 

geschrieben werden. Für n = — 1 ist 

111 



oder nach 40. 



44. "T* — f • 
P Vi J\ 



Dass g x für p = oc verschwindet, erhellet aus den Formeln 
34., 35. auf der Stelle, wobei aber nie aus den Augen gelassen 
werden darf, dass die in Rede stehenden Formeln sänunüich nur 
Näherungsformeln sind. ., 



■ 
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Wenn man mittelst der Formeln 33. die Coordinateu g 
durch die Courdi Daten p„ q x ausdrückt, so erbält man 

M Rp x {\—2n sin 4<y»)— 2(»— \)R* *in fr* ntb tx sin y 

• Ä(»-2 sin ^')4-(n-l)p, ' ? — Asiny-M«-!)^ ; 



und aus den Formeln 34. enriebt sich auf ähnliche Weise 

! Rp t (l — 2» sin jy») — 2(n — 1)R 9 sis jy » 
* — Ä(* _ 2 «in |f ») 4- (« - Ifr, 
_ n/fy,(t— 4 sin jy» cos 4y») 
f — (1-2 tili fe») }A(ji--8 &) +f*-lfr,l 5 

oder 

i mn+f>*)-2(n— l)R* «in ±y» 

K — An — 2 sin $y»)-M* — 



48. 



nRq x cos y 

Ä(«-2 sin *?»)-*- (»-!>,'' 



und nach 47., wenn man sin jy* als verschwindend betrachtet, 

JLQ H ^V\ 

Bezeichnet man den Werth, welchen /> für /?, =oo erbält, 
durch ./^ so ist nach dem Vorhergehenden 

50. /= I=Ä*J£*, 

oder, wie man leicht findet, 

Betrachtet man sin £9)' am verschwindend, so wird nach 50. 

1 

♦ 3. 

Nach 49. und 52. ist 

ys= , fei ^«-J-Ä 



und folglich, wie man leicht findet, 



p—f nH 

R — in-\)\nR + {n-\) Pl \' 



Weil nun nach 39. 



■ • 



1 

n. 

-5=1* 



ist, so ist 



/>! ~/» _ »ft-t-(«-l)j», 

"TT"- — (» — 1)Ä • 



Also ist 
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R 2 ~~ (n — 1)* 

oder 

53. (^-/)(^ 1 -/ 1 ) = -*(^4l)*, 

woraus sich ergiebt, dass das Product (p—f) (p t —f x ) eine coü- 
8tante Grösse ist. 

Nach 32. ist ferner v 



also 

9 f+ip—f) 

und folglich, weil nach 52. und 39. 

ist, • , 



\ 



1> n-{„-l)P^l' 

Schafft man nun die Nenner weg, so erhält man die 

»i9 + 9*) = (»-D (f ~ «7, ^4, 

oder, wenn man quadrirt, die Gleichung 



Weil nach 53. 



»(*-!)' (p-f) fr,-/.) 
— Ä 2 

ist, so lässt sich die vorhergehende Gleichung auch unter der fol- 
genden Form darstellen: 

-»(P-f) (7-T-^) a = I^.-/,)-^.^-/)I^ 

Entwickelt man nun die Quadrate der Binomialgrössen , so erhält 
man nach leichter Rechnung die Gleichung 

0= ftyi -/») t»(^-/)H-^ -/»I 

oder 
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und folglich 



welches auch eine in mehrfacher Rücksicht merkwürdige Glei- 
chung ist. 

§•4. 

Wenn wir nun auch von jetzt an der Einfachheit und Kürze 
wegen bloss den Fall der Brechung in einem Linsenglase oder in 
einem Systeme von linsengläsern in's Auge fassen werden; so 
kann, was wir hier gleich im Voraus bemerken, Alles, was im Fol* 

Senden vorkommen wird, doch auch ohne alle Schwierigkeit auf 
en Fall der Zurückwerfung von zwei oder mehreren Kugelflächen 
ausgedehnt werden, wenn man nur in den Formeln überall n ne- 
gativ nimmt, oder bei der gewöhnlichen Ansicht der Zurückwer- 
fen* n — — 1 setzt. 

i » 

II. 

Brechung in einem Linsenglase. 

*. 5. 

Die Durchscbnittspunkte zweier Kreisbogen mit der durch ihre 
Mittelpunkte gehenden geraden Linie X F(TaT. II. Fig. 3.), welche wir 
ihre Axe nennen wollen, seien A, A xt und E % E x seien die Ent- 
fernungen eines Punktes in der Axe von den beiden Punkten ./, 
A xy unter der Voraussetzung 1 , dass E eine positive oder negative 
Grösse ist, jenachdem der in Rede stehende Punkt auf der con- 
vexen oder concaven Seite des die Axe in dem Punkte A schnei- 
denden Kreisbogens liegt, und dass eben so E x eine positive oder 
eine negative Grösse ist, jenachdem der in Rede stehende Punkt 
auf der convexen oder concaven Seite des die Axe in dem Punkte 
A x schneidenden Kreisbogens liegt. Die immer als positiv betrach- 
tete Entfernung der beiden Punkte A und A x von einander wol- 
len wir durch D bezeichnen. Dies vorausgesetzt, sind nun die 
vier folgenden Fälle von einander zu unterscheiden. 

Wenn die beiden Kreisbogen ihre concaven Seiten gegen ein- 
ander kehren, so ist, wie aus Taf. II. Fig. 3°. leicht erhellet, in 
völliger Allgemeinheit 

E+E x =—D. 

* * % • •« . .... 

Wenn die beiden Kreisbogen ihre convexen Seiten gegen ein- 
ander kehren, so ist, wie aus Taf. II. Fig. 3*. leicht erhellet, in 
völliger Allgemeinheit 

E-\-E x =D. 

Wenn der die Axe in A schneidende Kreisbogen seine con- 
cave Seite gegen die convexe Seite des die Axe in A x schneiden- 
den Kreisbogens kehrt, so ist, wie aus Taf. II. Fig. 3«. leicht er- 
hellet, in völliger Allgemeinheit 

E-E x =-D. 

Wenn der die Axe in A schneidende Kreisbogen seine con- 
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vexc Seite gegen die concave Seite des die Axe in A x schnei- 
denden Kreisbogens kehrt, so ist, wie aus Taf. 11. Fig. 3 d . leicht 
erhellet, in völliger Altgemeinheit 

E—E x z=iD. 

Hieraus ergiebt sich überhaupt das folgende Resultat: 
Wenn gleichnamige Seiten der beiden Kreisbogen einander zu- 
gekehrt sind, so ist 

E-\-E t =qp/J, 

und in dieser Gleichung ist das obere oder das untere Zeichen zu 
nehmen, jenachdem die concaven oder die cotrrexea Seiten der 
beiden Kreisbogen einander zugekehrt sind. Wenn ungleichnamige 
Seiten der beiden Kreisbogen einander zngekehrt sind, so ist 

E — E t ssqp X), 

und in dieser Gleichung ist das obere oder untere Zeichen zu neh- 
men, jenachdem die concave oder convexe Seite des die Axe in 
dem Punkte A schneidenden Kreisbogens respective der convexen 
oder concaven Seite des die Axe in dem Punkte A x schneidenden 
Kreisbogens zugekehrt ist 

Nehmen wir aber die Entfernung der Durchschnittspunkte der 
beiden Kreisbogen mit ihrer Axe von einander jetzt positiv oder 
negativ, jenachdem der die Axe in A schneidende Kreisbogen dem 
die Axe in A x schneidenden Kreisbogen seine convexe oder seine 
concave Seite zukehrt, und bezeichnen unter dieser Voraussetzung 
die in Rede stehende Entfernung wieder durch so ist nach dem 
Vorhergehenden offenbar in völliger Allgemeinheit 

E±z E, =r D, 

wenn man nur in dieser Gleichung das obere oder das untere 
Zeichen nimmt» jenachdem die beiden Kreisbogen gleichnamige 
oder ungleichnamige Seiten einander zukehren» 



Wir wollen uns nun Strahlen denken, welche, an* einem in 
Bezug auf A als Anfang der Coordinaten dnrcb die Coordioaten 
p. q bestimmten Punkte (pq) ausgehend , naoh der Brechung in 
dem die Axe in dem Punkte A schneidenden Kreisbogen, dessen 
Halbmesser H sein mag, sich in dem in Bezug auf dasselbe Cour 
dinatensystem durch die Coordinaten p' 3 q' bestimmten Punkte (p'q') 
mit einander vereinigen, und, nachdem sie eine aweite Brechung 
in dem die Axe in A x schneidenden Kreisbogen, dessen Halbmes- 
ser R x sein mag, erlitten haben, in dem in Bezug auf A x als As- 
fang der Coordioaten durch die Coordinaten p l9 q x bestimmten 
Punkte (Pi^i) wieder mit einander zusammenkommen. Links von 
dem die Axe in A und rechts von dem die Axe in A t schneidenden 
Kreisbogen, wobei wir uns auf Taf. II. Flg. 3. beliehen, soll ein und 
dasselbe brechende Medium, zwischen den beiden Kreisbogen soll 
ein anderes brechendes Medium liegen, und das Brecbnngsverhält- 
niss für das erste und zweite brechende Medium soll n : 1 sein. 
Die Coordinaten des Punktes, dessen Coordinaten in Bezug auf das 
tfoordinatensyatem mit dem Anfangspunkte A vorher durch ;/. q' 
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bezeichnet worden siod, sollen in dem Koordinatensysteme mit dem 
Anfangspunkte A x durch p\, <f % bezeichnet werden. 

Dies vorausgesetzt, haben wir nach 32. offenbar die beiden fol- 
genden Gleichungen: 

zu denen nach dem vorigen Paragraphen noch die Gleichung 

kommt, in welcher daa obere oder das untere Zeichen genommen 
werden muss, jenachdem gleichnamige oder ungleichnamige Seiten 
der beiden Kreisbogen einander zugekehrt sind. Aus dienen drei 
Gleicbungen, die auch unter der Form 

1 + f =Ml~r-f), 

pr± P \ = D 

dargestellt werden können, lassen sich die beiden Grössen p' und 
//, eliminiren, und dadurch eine Gleichung zwischen ;/ und p, ent- 
wickeln, welche Entwickeln? wir jetzt ausführen wollen. 
Aub den beiden ersten Gleichungen folgt 

also 

und folglich, wenn man diese Ausdrücke von ;/ und p\ in die 
dritte Gleichung einführt, 

55. ^ ±-7 % = />; 

oder auch 

t _ **R x p x n 

oder auch, wie man leicht findet, 

oder " v • 

Bestimmen wir mittelst der Gleichung 55. die Grösse p x durch p 
und die Grösse p durch ; so erhalten wir nach leichter Rech- 
nung 
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4 

71 Jß 

Wird nun der Werth, welchen für p = oc erhält, durch/,, 
der Werth, welchen p fiir p l =oc erhält, durch / bezeichnet; s» 
ist nach 59. * 



l/l'U 



oder 




oder 



Also ist 



oder 



» • • **, *. ' 

«,±(1-1)0 

Z R- 




ä+(i-1)ö 




(n-l) jÄrfcÄ.-i-d— 
A 1± (1-1)0 



(*-l) |Ä,±Ä=fc(l -~-)D\ 



Ä 1= fc (!-—)/> 



T7I7 Ä; 



(*-D }Ä=bÄ,-4-(l --)/>! 



(1 — — )/>(Ä,=FÄ) 

63. /, =F/= j 

(«-D |Ä=bÄ.-Kl— ^)/)| 

- - i» A 
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04. f=pf t = 



Nach 62. ist 



161 

{\-±-)D{R^R x ) 

71 

(«-!) |Ä±Ä,-f-(l-i)Z>| 
$ 7. 



■ % 



=p=p — 



und folglich, wenn man der Kürze wegen 
setzt, 



P—f= 



(n-l) |Ä±Ä 1+ (l-£)*l' 



Kerner ist nach 59. und 62. 

ä+{i-.JL(i + A )|Z , 

A-h(l-i-)Z> 



7» 

und folglich, wie man nach leichter Rechnung findet, 

ig»*,» 



Vx — /. = =*= 

Also ist offenbar 

R % R X * 



65. (^-/) -/,) = =!= 

<*-l)* |Ä±* l + (l--.±)l>|» 

oder 

w. -/.)=±( ^ — (\ 

|(«~i)lÄdbÄ l - h (i-.-l)ö]j 

und das Product (p — f) (p % — f t ) ist daher jederzeit eine con- 
stante Grösse. 

Für ZJ = 0, d. h. wenn man die Dicke der Linse als ver- 
schwindend betrachtet, ist 

67. (,-/)(,, -/, ) = ± { {n ^ k ^ ki) j *■ 

Thellll. 11 
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* 8. 

Nach 36. ist, wenn wir die in §. 6. eingeführten Bezeichnun- 
gen auch hier beibehalten, 

also, weil offenbar q' = (f x ist, 

itq Rig x 

und folglich 



aö 7 _ R-(n- \) P _ 

W ' ^~ "Ä ' Ä, — (ot — !)/>,! ~~ 



1 



oder 



■ - : 



l-(»-l>^-(»-l)L 



Nach 62. ist aber 

1 — w— inf— ~ — i » 

Ä±Ä X +(1-^)0 

1 

1_(„-1)£=± & — — i 

oder, wenn wir der Kürze wegen 

a= i— 



^±«,+(1-^)0 

M 



setzen, 

= l- ( Ä _1)^- = =*=Ä/l 1 , 

und folglich nach de« Vorhergehenden 

69. f = ± r^T". 

Diese Gleichung bringt man leicht auf die Form 

%A lT?1 Ä)=±(.-l) (/- L i7 i -?, £ ^). 
oder, wenn man auf beiden Seiten quadrirt, auf die Form 
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i - ' 



(P — Jf) (Pi — /•) = =*= (n-l)* » 

und folglich 

welches, iu die vorhergebende Gleichung eingeführt, die Gleichung 

giebt. Entwickelt man nun die Quadrate der Binoinialgrössen, und 
hebt die gleichen Glieder auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens 
auf; so erhält man die Gleichung 

±fO.-/.)(^=F*^£) 



oder 

V 

und folglich 



oder 

70 - fr-*** 

welches ebenfalls eine sehr merkwürdige Gleichung ist. 



Nach dem vorhergebenden Paragraphen ist 

und nach 59. ist, wie man durch leichte Rechnung findet, 
I j Ä jj£i. = ^ ^ ^ . 

Also ist 

«■ £=^" —*£ — • 

oder auch 

11 • 
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72. ^-=l=F(if-l)^ 



oder auch 



ÄÄ, 



oder auch 



73. f^l-f»-!),, ^ , 



i ri 



I --*<>+-?) 



III. 

Brechung in einem Systeme von Linsengläse rn. 

§.10. 

Wir müssen bei dieser Untersuchung von einigen allgemeinen 
Betrachtungen über die Kettenbrüche ausgehen, von denen wir 
nachher wichtige Anwendungen machen werden. Diese Betrach- 
tungen betreffen die beiden folgenden Kettenbrüche: 

~ K fi 1 l 

7o - 7^ = ^7-4-— l 

1 1 «, H 



a 1 "T- . , 



und 



76. 

g'i <*i 



von denen der zweite gewissermassen das Umgekehrte des er- 
sten ist. 

Zuerst ist nun offenbar 4 

- und 4 = — - — ; 

und 

2 

A - * 1 + g 2 _ ... /o-h/i«i 

1 H- «o(«i -H — ) 

ff, 

1 

/, /»+/»(•» -t-^> _ - !-/,«>« 1- /, -KA«. 
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1 

f. _ f> + f* (a > + ^ /, + </, _ /, +/,« , 



U. 8. W. 

Wie man auf diese Art weiter gehen kann, erhellet bier schon 
mit völliger Deutlichkeit, und es ist also 

A =/, A =/'. -f-/>, i 

A =/•+/•*« /%==/',+/>♦; 

U. B. W. U. 8. W. 



ähnliche Betrachtung wollen wir ferner auch über den 
iweiteu der beiden obigen Kettenbrüche anstellen. Es ist offenbar 



4 2 -= - und £i- 



Also ist, wie sogleich in die Augen fallen wird, 

Folglich ist auf ähnliche Art 

l-t-(«i -f-—)ö, 

g 1 **o . 



gp-l-(l-|-«o«>a 



1 -4- «o«i -f- l*o (H- *o*i )«» I«, 
hieraus ergiebt sich ferner 

*• l + («, -f- J-K + t«.+j-+(i + (<r, + ^>,V», I«. 

t»o »o «*o 

1-t-gpg, -f- )<ln-f-(l +g 0 tf>i!<? 1 

""«o-r-l 1 -*-^«!) «» -f- t* +«o«i -#-(«o-*-(l -*-«o«i)«a)«il«4 



Wie man auf diese Art weiter gehen kann, ist klar, und auch 
das allgemeine Gesetz erhellet schon. Es ist nämlich 
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I 

1 



g'o ' «. 
g'i 1 — f— «»o«, 

ff'«,-*-*',«*' 



K ~ r. 



u. s. w. 



Gesetz kann leicht auf folgende Art allgemein bewie- 
sen werden. Weil überhaupt 



(k 1 



ffk <*k ' 1 



1 » i' 1 

und ' j 
ffWi a M -f- — , . j 



«*-i 

1 

" «. + — 

ist, so wird offenbar 

I<±Laus£- 

erhalten, wenn man in dem letztern Bruche * , H für setzt, 

und alle übrigen Indices von a um eine Einheit erhöhet. Also 
wird offenbar gk+\ aus gk und g't+t aus g'* erhalten, wenn man 

»,-f-~ für «r 0 setzt, alle übrigen Indices von er um eine Einheit 

erhöhet, und die dadurch sich ergebenden Grössen dann mit a, 
multiplicirt Sei nun 

gk gk~9-+-gk-^iau-4. « f 

gk gk- 2 + g'k-\ak' 

Um y~ *n erhalten, muss man a x -4- ~- für <* # setzen, alle 

übrigen Indices von a um eine Einheit erhöhen, und im Zahler 
und Nenner mit a 0 multipliciren , wodurch jede der Grössen gk- a, 
l und Äpi — i mit 0 O multiplicirt wird. Bei der Anwen- 
dung dieses Verfahrens gehen also die Grössen i, «r* respective 
in w, flr*+i, und nach dem Obigen gehen offenbar gk-i re- 
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soective in g ki so wie g*k-* tfi-x respective in g^-i, §f* 

über. Also ist offenbar 

6X4-1 Af *— 1 -4- gjfj* 

g'M-i -f- fkak-k-i' 

und das bemerkte Gesetz ist nach einer bekannten Scblussweise 
folglich allgemein. , 
Es ist also 

«■o==l» ^• = «•1 ' 

#l=*o, if', =l-f-« 0 « i; 

#*=£o-r-#i«n 5^» =#'o-f-ff'i«*; ' 

U. 8. W. tt. S. TV. 

Vergleicht man diese Zähler und Nenner mit den oben gefun- 
denen Zählern und Nennern der Partialbrüche des ersten Ketten- 
brucbs, so ergeben sich" die folgenden Gleichungen : 



v. I 



go = h 
gi—fof 

gt = gx + =/'o -f-/', 

^4=^1-*- ==/*! =/'. . 



u. s. w. 



und 



Ol 



g*o =fi 
g'x = 1 -f-«o«i =f\> 

tf% ^g'o -4-/^1«» =/ , o ■+-/>> =/\, 

^4 = Hh g>4 = A + />* =/'«, , 

g*. = g*. -r-g>, ==/*» = A> 

f I U. 8. W. • } i 

Hiernach hat man also auch die folgenden Gleichungen : 

g'o=f'o=gx, 

g't=fl=gv 

u. s. >v, . , ■ 



I- 
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« 

« 

Oeberhaupt wollen wir jetzt 
1 1 

"■ = ^ + ± + ± , ' 



I 



setzen. 

Also ist zuerst 



also 



1 1 ?q 

ö o -T- — 1 -t- «O^O 

Ho 

Nach dem Vorhergehenden ist 

fo_ _ 1 f. _2. 

.To «'o «o' 

■ 



/'o lH-«o7o «o " «o(l-r-«o?o)' 
und folglich 



Ferner ist 



d. i. 

Nach dem Obigen ist 

/\ Hm/ «'i 



und folglich, wie man durch leichte Rechnung findet, 

„ A _ i 

Daher ist 

• » 

Man sieht also, dass die Producte 



i 
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(«-o + f 2 - 

J O 9 O 



), 



ö». -£> (f . 

resjiective von ;;„. c/„ uud p,, y, ganz unabhängig sind. 

Um die Allgemeinheit dieses Gesetzes zu prüfen, wollen wir 

jetzt 



U. 8. W. 

setzen, und wollen annehmen, dass die Grössen 

» 

■^o» <^»> -^i» • • • 1 

respective Ton 

Po, />n />»> 9** 

ganz unabhängig; sind. 
Weil nun 

i . 

0 «>H , 

• j L j_ 



ist, so ist wegen der Gleichung 

fk—i 



1 



ak -\ H . 1 

-f- — 



wo Lk-\ von und t/k—\ ganz unabhängig ist, deren Richtig- 
keit vorausgesetzt worden ist, offenbar 



fr* — 
Weil aber 
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Std — 1 l 



ak-2 



_L i 

«, H 



ist, so ist 



I 



ff*-2 



-L i 

ff. 



und folglich, weil 



B = L l 
g^* ff* ■+- 



ffJt-1 



ff*— 2 



-L 1 



ff« 



ist, 



Also ist nach dem Obigen 



d. i. 



-— - — • 

Nun ist aber nach den aus dem Obigen bekannten Relationen 

fk—\ fk-l+fm __ fk-i 

Vk fk-i "~ f'k-i fk-i 

ifk^-ifk —fffk-\)qk 

— fk-\{fk-l+fkqkV 

A /*-i ^gfl A 

. fk-\fk-fkfh~\ 

— fuifk-\+fkqk) ,> 

und folglich offenbar 

Führt man dies in die oben gefundene Gleichung 
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ein, so erhält man die Gleichung 

-)2Sr <»-£>.<»+#-*~ 

also 

/ f*\ i SK fk—igk r 

to-rf (ft + pj) = - 

woraus man sieht, dass 



von /;/. , f/k ganz unabhängig, und nach einer bekaunten Schluss- 
weise das oben bemerkte Gesetz also ganz allgemein gültig, d. Ii. 
das Product 

immer von /n und y/. ganz unabhängig ist. 

Setzen wir, analog mit der oben eingeführten Bezeichnung, 

so erhalten wir nach dem Vorhergehenden die Relation: 

77 fk-jgk . 

77. L*k = — fkgk **-4n 

Hiernach und nach dem Obigen ist 

j£ f yr ffo f oSi f*l&% 

f iE ' 2 * fo&o f \ff \ J 2& i 

L - — f * g * Xt = So ^ ^ 1 



• « ■ • i 



A 



• ■ • . > 



IK S. W. 



Wie man auf diese Art weiter gehen kann 3 unterliegt keinem 
-1, und es ist also allgemein 

, , , U , go fogj_ fiX* fk-2gk-l fk-lgk 

£tf (- 1 J . fogto . . . . • ^ , 

d. l. 

78. £*— /4 



Digitized 



o 



Nach dem Obigen ist aber 

U. 8. W. 
g'k-1 SB gk 

und g , a=/'i. Also ist nach 78. 

* ~~ 75 • g'k 

und folglich, weil nacb dem Obigen g 0 =}, g'k=gk+* ist, 

70 / — b *g=i — (- tfc! _ b jgz! 

' CA)* — Gr'*)* (^H-i) a * 

Wir haben daher die folgenden merkwürdigen Gleichungen: 

«n t & \ in _■_ **\ — <- 1 >*- 1 — b Ifc? — (~ jfcj 

oder 

von denen wir nachher eine wichtige Anwendung auf die Brechung 
in einem Systeme von Linsengläsern machen werden. 

*. H: 

Die erste der beiden Gleichungen 59. kann auf folgende Art 
dargestellt werden: 

M -Hl -i<l \in-\)D±nR x \ 

L — • . ' 



n p 

und folglich, wie man leicht findet, 

£* — n—\± - 2 

71 ff 

= n — \ ± — 



n R 



1_±(1+ *) 
*r ~ p' 



D-i j, 

n — l 

V 
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ilso 

1 »—1 1 



« u — 1 1 
R 

oder 

* * 

1 

R ■ ° _J_ 

iT p 

und in dieser Gleichung ist dus obere oder das untere Zeichen zu 
nehmen , jennchdem gleichnamige oder ungleichnamige Seiten der 
beiden im Obigen betrachteten Kreisbogen gegen einander gekehrt 
sind. Aber eben dieses doppelte Zeichen, welches bei der Betrach- 
tung bloss zweier Kreisbogen oder eines Linsenglases uns keine 
grosse Unbequemlichkeit verursachte, vielmehr, wie es uns scheint, 
den zwischen den sogenannten doppelt. concaven und doppelt- con- 
vexen Gläsern und den sogenannten Menisken Statt findenden Un- 
terschied recht deutlich herausstellte, weshalb auch vorzüglich bei 
einem Linsenglnse die vorhergehende Betrachtungsweise von uns 
angewandt worden ist. führt bei der Betrachtung eines Systems 
von Linsengläsern grosse Unbequemlichkeiten herbei, und wir 
müssen uns daher jetzt von diesem doppelten Zeichen unabhängig 
zu machen suchen, was auf folgende Art geschehen kann. 

Im Vorhergehenden wurden die Halbmesser R und R % immer 
als positiv betrachtet, was auch auf den ersten Anblick allerdings 
das Natürlichste zu sein scheint; die sogenannte Dicke des Glases 
D wurde dagegen als positiv oder negativ betrachtet, jenachdem der 
erste Kreisbogen dem zweiten seine convexe oder seine concave 
Seite zukehrt; die Grösse ist positiv oder negativ, jenachdem die 
ihr entsprechende Ljnie auf der convexen oder concaven Seite des 
ersten Kreisbogens liegt, uud eben so ist die Grösse p x positiv oder 
negativ, jenachdem die ihr entsprechende Linie auf der convexen 
oder concaven Seite des zweiten Kreisbogens liegt. 

Von jetzt an wollen wir die Dicke des Glases immer als posi- 
tiv betrachten, und unter dieser Voraussetzung durch D bezeich- 
nen; die Halbmesser der beiden Gränzflächen des Glases wollen 
wir dagegen als positiv oder als negativ betrachten, jenachdem sie 
von den Durch seh nittspunkteu der entsprechenden Gränzflächen mit 
der Axe an nach der innern oder äussern Seite des Glases hin 
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liegen, ud<1 wollen dieselben unter dieser Voraussetzung durch R 
und R x bezeichnen; auf ähnliche. Art sollen die Abscissen p und 
p } positiv oder negativ sein, jenachdem die ihnen entsprechenden 
Linien von den Durchschnittspunkten der ersten und zweiten Gräuz 
, fläche des Glases mit der Axe un nach der innern oder äussern 
Seite des Glases hin liegen. Die Symbole q und q x behalten auch 
jetzt f^anz die ihnen oben beigelegte Bedeutung. 

Dies vorausgesetzt, muss mau nun, wenn die concaven Seiten 
der beiden Gränzflächen einander zugekehrt sind, in der Gleichung 
82. statt der Symbole 

D, Ä, /*„ pi p x 

offenbar respective 

— D> Ä> Ä,, — p, — p t 

setzen, wodurch die in Rede stehende Gleichung, in der man jetzt 
das obere Zeichen nehmen muss, folgende Gestalt erhält: 

« - 1 

~H X h -z> l 

H + p* 

Wenn die convexen Seiten der beiden Gränzflächen einander 
zugekehrt sind, so muss man in der Gleichung 82. statt der 
Symbole 

D, R, Ä n p,p> 

offenbar respective 

D, — Ä, — Ü IS p, p x 

setzen, wodurch die in Rede stehende Gleichung, in der jetzt wie- 
der das obere Zeichen genommen werden muss, die folgende Ge- 
stalt erhält: 



Mittelst einer einfachen Betrachtung überzeugt man sich aber jo- 
gieich, dass diese Gleichung immer auf die Form 

1 

n 1 1 



R 1 p> 

welche von der Form, auf welche wir im ersten Falle geführt wor- 
den, nicht verschieden ist, gebracht werden kann. 
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Wenn die concave Seite der ersten Grenzfläche der convexen 
Seite der zweiten G Tanzfläche zugekehrt ist , so muss man in der 
Gleichung 82. statt der Svmbole 

0% Ä, Jt„ p, p x 

offenbar respective 

— D, II, — ü af — p, p x 

setzen, wodurch die in Rede stehende Gleichung, in welcher jetzt 
das untere Zeichen zu nehmen ist, die folgende Gestalt erhält: 

• * 

1 

p >— ^2=T 1 

—& — h 7» 

woraus sich aber mittelst einer ganz einfachen Betrachtung wieder 

1 

Ii p 

ergiebt 

Wenn endlich die convexe Seite der ersten Gränzfläche der 
coocaven Seite der zweiten Gränzfläche zugekehrt ist, so muss 

mao in der Gleichung 82. statt der Symbole 

i • 

0y R * P* Pi 

offenbar respective 

Dy — Ä, R x% P, ~P t 

setzen, wodurch die in Rede stehende Gleichung, in welcher jetzt 
| das untere Zeichen zu nehmen ist, die folgende Gestalt erhält: 

1 

— H ~ p ' 

woraus sich aber mittelst einer ganz einfachen Betrachtung wieder 

~ p ' «EI _!_ 



-u 1 



ergiebt. 

Daher ist unter den gemachten Voraussetzungen in völliger 
Allgemeinheit 



i 



\ 
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83. - Pl =~^ 



- I J_ 



in welcher Gleichung also nun kein doppeltes Zeichen mehr vor 
kommt, was für das Folgende der Allgemeinheit und Einfachheit 
der Darstellung wegen von grosser Wichtigkeit ist. 

Mittelst leichter Rechnung erhält man aus 83. die folgende 
ebenfalls ganz allgemein gültige Gleichung: 



u ^»—1 , 1 
—J> H — , 

wobei man sogleich übersehen wird, dass dieser Kettenbruch ge- 
wissermassen durch Umkehrung des vorhergehenden entsteht. 

§. 12. 

• 

Wenn zwei Kreisbogen ihre Axe in den Punkten A und A i 
schneiden, die immer als positiv betrachtete Entfernung der beiden 
Punkte A und /, von einander durch D bezeichnet wird, und 
wir die, jenachdem sie von den Punkten A und A x uus nach dem 
inuern Räume zwischen den beiden in Rede stehenden Kreisbogen 
oder nach dem äussern Räume hin liegen , als positiv oder als ne- 
gativ betrachteten Entfernungen eines Punktes in der Axe von den 
beiden Punkten A und A % respective durch E und E x bezeichnen; 
so ist in völliger Allgeroeinheit 

/?-+- E x = /)> 

wovon man sich durch eine ganz einfache Betrachtung auf der 
Stelle überzeugt. 

f 13. 

Wir wollen uns jetzt ein System von / -f- 1 Gläsern denken, 
und wollen annehmen, dass die Mittelpunkte der Gränzfläcben aller 
dieser Gläser in einer und derselben geraden Linie liegen, welche 
die Axe des Systems genannt werden kann. Die Halbmesser der 
Gränzfläcben der einzelnen Gläser seien nach der Reihe 



7J, Ä l? /K«, Ä M 0)5 /*<«, 71,(2); . . JKO, 71,(0; 

so dass 

7?, JKD, 7K«, 71(3),... Ä(0 
die Halbmesser der vordem Gränzfläcben, dagegen 

71,, 71, 0), Ä,(2), R l («,... 71, W 
die Halbmesser der hintern Gränzfläcben sind, wobei man nicht zu 
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übersehen bat, dass diese Halbmesser nach den in f. 11. gegebe- 
nen Bestimmungen positiv oder negativ genommen werden. Die 
immer als positiv betrachteten Dicken der Gläser nach der Reihe 
seien 

D, m\ ZW», ZK», ...IM 

I 

und die Brechungsverhältnisse für die Glasarten, aus denen die 
Gläser bestehen, seien 

, n : 1, «(« : 1, »(2) : 1, »(3) ; 1, . . ## »( ) : 1. 

t i 

Die Coordinaten der Vereinigungspunkte der Strahlen seien für 
die einzelnen Gläser nach der Reihe 

P* 9\ Pn 9* 
u. s. w. 

Die sämmtlich als positiv betrachteten Entfernungen der Gläser 
von einander, welche von der hintern Fläche eines jeden Glases 
bis zu der vordem Fläche des nächst folgenden Glases genommen 
werden, seien nach der Reihe 

i \ . E y jEU), Ei2), EW, . . . ISO-D. 

Dies vorausgesetzt, hat man nun nach 83. offenbar die folgenden 
Gleichungen : 

I - 

V '~~ n-\ I 



/KU T pW ' 

1 



*») — 1 1 



H x w ^ — ZH2) 



»(2) ^ »I2j — 1 1 



U. S. W. 

TWOD, |2 
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». 

-^ to = ^n i 



nCO „(0 — 1 1 



H(0 ^ p(o ' 

und nach §. 12. hat mao offenbar die folgenden Gleichungen: 

_ Px v) — p (i)=m\ 

u. s. w. 

_ t — pd) = £Ji-l ) 

oder 

pU) = -E- Pl , 

—jem _./»,<*>, 

u. 8. W. 

Mittelst dieser Gleichungen und der obigen Kettenbrüchc läsit sieh 
offenbar die Grösse — p^O ohne alle Schwierigkeit ganz allgemein 
mit Hülfe eines Kettenbruchs, dessen Fortschreitungsgesctz sehr 
leicht zu übersehen ist, durch die Grösse p ausdrücken. Bs ist 
nämlich offenbar in völliger Allgemeinheit, wie sogleich in die 
Augen füllen wird, 
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i 

i 



§. 14. 

Die Ketteobrüche 87. uod 88. besteben offenbar aus 3(H-1)-H 
= 4g-4-3 Gliedern. Bezeichnen wir nun den gemeinschaftlichen 
Nenner der den beiden in Rede stehenden Kettenbrüchen gleichen 
gemeinen Brüche, welche man durch successive Berechnung der Par- 
tialwerthe dieser beiden Kettenbrüche nach bekannten Regeln er- 
hält, durch A r ,; so ist nach dem in 10. bewiesenen, in der 
Gleichung 81. ausgesprochenen allgemeinen Satze von den Ketten- 
brüchen, wenn man denselben auf die in dem vorigen Paragraphen 
entwickelten Kettenbrücbe insbesondere und zunächst auf den Ket- 
tenbruch 86. anwendet, offenbar 



(-1)*« l^.«+(-/i«)l»(^f) Ä i 

und folglich, wie sogleich erhellet, ^ 

89. ip-f) (f,W-/ 1 W) = (^. 

Hieraus ergiebt sich also der sehr merkwürdige Satz, dass, was 
auch p und sein mögen, das Product 

immer dem constanten Quadrate (-^) a gleich ist. * 



§. 15. 



Aus der in §. 11. angestellten Betrachtung erhellet, dass man 
iu der Gleichung 68. statt der Symbole 

Jt> flu P> Pi 
eins der vier folgenden Systeme setzen muss: 







— />> 




-R, 




Pi 








—p> 


p>; 


-n, 




p, 


-P>- 



Thut man dies aber, so ergiebt sich in jedem Falle die Gleichung 

«o. f= A 

welche also allgemein gültig ist. 

Daher hat man jetzt die folgenden Gleichungen: 

• i= i+(»-i>£ 



I 
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fll) ■+(»<>> -Dgj 



j«> _ 1+( " ( "- 1 >A5) 

U. 8. W. 

i 

Weil nun aber offenbar 

U. 8. W. 

?,(*-*> = 9(0 

ist; so erhält man aus dem Obigen die folgende merkwürdige 
Gleichung: 

- '• • 1 +t" w - 1 >fi 



Mittelst der in $. 13. entwickelten Formeln kann man, wenn p als 
gegeben betrachtet wird, die Grössen 

sämmtlicb berechnen, und kann also mit Hülfe der vorhergehenden 
Gleichung auch das Verhältniss ^ ^ bestimmen. Dass auch 

als gegeben angenommen werden könnte, bedarf kaum noch einer 
besondern Bemerkung. 

§. 16. 

Zu dem Systeme von /'H-l Gläsern, welches wir vorher be- 
trachtet haben, wollen wir jetzt noch ein (f + 2)tes Glas hinzufü- 
gen , dessen auf ähnliche Art wie im Vorhergehenden genommene 
Entfernung von dem (#-4-l)sten Glase durch bezeichnet wer- 
den soll. In Bezug auf das (#-f-2)te Glas, wenn man dieses Glas 
für sich allein als ein System von Gläsern betrachtet, und io Be- 
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zog auf das ganze System der /* + 2 Glaser, sollen respective f, 
f, uud y, <pA.i+i) eine ganz ähnliche Bedeutung haben wie /jy.W 
in Bezug auf das System der i -f- 1 Gläser. Von dem strahlenden 
Punkte ^, dessen Coordinaten in Bezug auf die vordere Fläche 
des ersten Glases p, q sein mögen, entstehe nun durch das System 
der t+1 Gläser ein Bild B, dessen Coordinaten in Bezug auf die 
hintere Fläche des (t-f-l)sten Glases />,'", </, u) sein mögen, und 
von diesem Bilde B entstehe durch das (i-f-2)te Glas ein neues 
Bild C\ welches zugleich als das von dem Systeme der * + 2 Glä- 
ser von dem Punkte A gemachte Bild zu betrachten ist. Die Coor- 
dinaten von B in Bezug auf die vordere Fläche des (« + 2)ten 
Glases seien ;>(*+-!), und die Coordinaten von C in Bezug 

auf die hintere Fläche des (t-f-2)ten Glases seien , 

Dies vorausgesetzt ist nun nach 14., wenn und f* t % zwei 
coostante Quadrate bezeichnen, 



UDll 



92- iP-f) (W» -/. (0 ) = 



Für P = 9 wird offenbar unendlich, und daher, wie leicht 

erhellen wird, 



also 



folglich nach 92. 

94. -<jp— /) («O + f^W) — ^. 

Wenn man /> unendlich werden lässt, so wird offenbar 
und, wie sogleich erhellen wird, - 
also 

folglich nach 93. 

95. -(^O-Hf^-Z/O) (gj/^D-fJn^,*. 

Daher hat man nach 92. und 94., und nach 93. und 95., die 
beiden folgenden Gleichungen: 

(P~f) (p x &-f x U) = -(y-/) (^ + f-r-/,^), 

(P^-f) b I ^»-f,) = -(y 1 ^-f 1 ) («0+h-/,«). 

Schreibt man diese beiden Gleichungen als Proportionen, so 
erhält man: , , 

/>-/: -(^0 4-fH-/ 1 (0) = 9 p-/: 

und aus diesen beiden Proportionen ergiebt sich nach einem be- 
kannten Satze von den Proportionen: 



1 \ 
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P— /: — {EM -4- f-r-/.^) =P — <P : — (i9W+fH- />.«), 
Weil nun aber offenbar 

also 

ist, so werden die beiden obigen Proportionen 

. p-f : ^(JBO+f :^>-f, 
— f, : — (£W -j-f-fr- /,(0) (#4-1) — j p t (0 —/.Ol; 

und führen nan ferner auf der Stelle zn der Gleichung 

(p -/) (y(«+n - f) _ y-y 



Von dieser Gleichung lässt sich die folgende wichtige Anwen- 
dung machen. 

Nach der in $. 8. bewiesenen Gleichung 70. ist, wenn man 
sich jetzt nur immer an die in §.11. gegebenen Bestimmungen 
hält, wie leicht erhellen wird, in völliger Allgemeinheit für ein 
Glas 

Kommt nun noch ein zweites Glas hinzu, so ist hiernach für dieses 
Glas in völliger Allgemeinheit 



und folglich durch Multiplicatiou, weil olfenbar q l = r/'i» ist, 

r ? v._ fr-/) fr^-f) 

V(i)> — ( Pl -A) fr.CD-f,)- ' 
Nach 96. ist aber 

(p -f) (pM - f) _ P-V 

also 

(-2-1» glUg 

d. h. es ist, wenn man jetzt für y, ^,0) respective /, /,0) setit, 
für zwei Gläser 



ofi /_2Lu / 

J8 ' < 9l 0)J ->>(!) -/,(!)• 



» • 



Kommt nun noch ein drittes Glas hinzu , so ist nach 97. für 
dieses dritte Glas ? i 



also durch Multiplication, weil offenbar ^(»s^W ist. 
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N 

. Vi«' -f.r 

Nach 96. ist aber 

(p-/)fr(s)-f) p-y 
(F.CD -/,(«) (p,»- f.)"" 

also 

hilfst ' .'»fr*.'! ? ! i * ! .ii '■• 

d. h. es ist, wenn Htan fiir respeetive /, setzt, für 

drei Gläser 



Lässt man jetzt noch ein viertes Glas hinzutreten, so ist nach 
97. für dieses vierte Glas 

also durch Multiplication, weil offenbar </ l V> = qQ) ist, 

W —57« -/:»)*.« -f.)' 

Nach 96. iit aber 

fr-/)(pw-f) _ p-y 

G>i»-fi)"~ i».»-9.» v • 

also 



Vö)' — u A3) — 



. ■ 



d. b. es ist, wenn man für $p, jp,«) respective /, setzt, für 
vier Gläser 

100. — 

Wie man auf diese Art immer weiter gehen kann, unterliegt 
niebt dem geringsten Zweifel, und es ist daher in völliger Allge- 
meinheit für ein System von f-M Gläsern 



in welcher Gleichung ebenfalls ein sehr wichtiges und merkwürdi- 
ges Theorem der Dioptrik ausgesprochen ist *). 



°), In einer spätem Abhandlang werden wir das Obige theils noch etwas 
weiter ausführen, theils verschiedene Anwendungen der in diesem Auf- 
satze bewiesenen, grösstenteils von Möbius gefundenen, von Gauss, 
Besse} und Clausen erweiterten Sätze mittheilen. Die obige Dar- 
stellung derselben dürfen wir wohl als eine uns eigentümliche in An- 
spruch nehmen. 
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\ Ii« 1 1 !' I , i\ 



XVI. 



Sur une rfegle particulifere pour trouver l'äqua- 
tion d une ligne ou dun plan, tangent une 
courbe ou une surface du second degrö 

et •.• ' 

Note relative k laconstruction de la chainette. 

• i 
: l t 

Par ... v\ .(i. >f * 

O ■ H »• »Ii !• 

Mr. G. J. Yerdaiu 

Docteur es sciences et Professeur de Mathematiques a l'Unimsit« d« Leide. 

■ .1 •»!»».« 
I« * .1,. • / 

Sur uue regle particuliere pour trouver l'lquation d'une 
ligne ou (Tun plan, tangent une courbe ou une surface 
du second degre* en un point donn£. 

1 <{u and f—<f(&, y) = 0 reprlsente l'equation d'une courbe 
plane, Pcquation d'une droite, toucbante cette courbe en un point, 
dont les ciiurdonnecs orthogonales sont et y'. sera, d'apres la 
theorie generale du contact des lignes, donnee par m 



ou plutdt par 

■ (». -y) (£)+(*.-*') w 

Dans ces equations ar t et y t designent les coordonnees courantes 
de la tangente, et les coefficients duflrentiels se rapportent au point 
de contact; c'est ä dire, qu'apres les avoir d&ermine* par l'equation 
de la courbe donnee, on doit substituer aux coordonnees g£ne>ales 
x, y, celles öS et y 1 du point de contact donne*. 

De meme, pour trouver l'equation d'un plan, touchant une sur- 
face donnee en un point donne* de cette surface, represent^e par 
la fontion generale F = <p(a: > y, *) = 0, on aura l'equation » 

*.-*'=!(*. -^•^.-y'). W 

ou nlutot 

(*-*)(i)+(y,-^(f)+(«,-»')(s»=o, (*) 



Digitized by Googh 



189 

Of %9 y iy % % <5taut les coordonnees courautea du plan tangent, et 
x', y . *' les coordonnees particulieres du point de cootact, et ces 
dernieres sont aussi les qu an fites que l'on doit mettre, apres la 
difierentiation , a la place de x, y, % dans les coefficients diffe- 

dx dF 
rentiels ^ etc. 

Ces equations sont generale*. Quand on les applique aux cour 
bes et aux surfaces du second degre, on trouvera, dans cbaque 
cas particulier, Pequation de la tangente ou du plan tangent pour 
un point determine de cette courbe' ou de cette surface, c'est a 
dire pour le point, dont les coordonnees (toujours rectangulaires) 
verifient l'equation donnee de la courbe ou de la surface. 

Cependant on peut se servir , pour les courbes et les surfaces 

1 ' ! ' " 1 ' "■" 1 " suite 



soit 



du second degre, d une regle, generale, laauelle donne tout de s 
Pequatidn demandee, sans que la differentiatioo de la propos^e 
necessaire. Voici cette regle, extremement simple. 

Soient a, /?, y les coordonnees du point de contact. 
donne", sitae* sur une surface du second degre donnee 
F = <p{x, y, *) = 0. Changez partout x 2 en ax, y* en ßy, 
% % en y«, a>y en \ay-h\ßa:, xx en \ m \ jyjf, yx en \ß* + \ry; 
a? en ^.ar-f-ia, y en \y-t-\ß, x en Developpez l'e- 

quation, resultante de cette Substitution, et joignez v, 
si cela est besoin, l'equation de condition JF(a, ß, y) = 0, 
ä la quelle doivent satisfaire les coordonnees a, p et y. 
Vous aurez ainsi l'equation du pjau tangent demande. 
Comme la meine regle s'applique aux fouetions du second degre a 
deux variables, on obtiendra de meine l'equation d'une ligne droite, 
tangente une courbe donnee en un point donne. 



Quelques exemples eduircisseront cet enonce. 
1. Soit I'equatjoo d'un cercle 



' x*-+-y*=r*. 
Lea coordonnees d'un point determine de la circonterence etant 



i — — — ~ — - > — 

jr ' = a et y'=zß, on aura d'abord la condition 

a 3 =r l . 



Pu ' 8 Jx = *~dx ~ == ^ = 2y •, c'est a dire, relative - 

ment au point o, ß donne, £ = 2«, ^=20. Ainsi l'equation 

(2) deviendra, apres avoi r d i vi se par 2, et en designant , pour plus 
de simplicite par x et y, sans accents, les coordonnees courantes 
de la droite tangente 



• . .i « > «i 



(*-«)« = <>, 

ou bien 

ax + ßy = a* + ß\ 

et ayant egard a l'equation de condition, on a finalement pour le- 
quatioo de la tangente v 

ax -f- ßy -=z r 2 . 

Maintenaut, en suivant la regle euoucee, on doit remplacer x 2 par 



Digitized by Google 



190 

aar et y* par ßy, et l'on aurn, sans aucun calcul prelimiaaire, IV 
quatioti de la taogeote 



2. - Soit l'equation plus g£ne>ale d un cercle 

Les equations (1) ou (2) conduiront, pour le point de coutact 
a?' = a et y' = ß, a l'equation de la tangeote 

(ß — b) (y — /?)-+-<<*-*) — «0 = 0; 

ou, ce qui revient au meine, ■> 

y— |J = |~ (^r — a). 

Pour appliquer la regle enoncee plus haut, il faut dlvelopper pre- 
alablemeat l'equation donnee, puisque les substitutioos dans les ter- 
mes du second degre* different de celles dana les teraies du premier 
ordre. Aiosi la proposee doit etre eerite ainsi 

ac % — %tx -h « a -f- y* — 1by>-\- 4* =r\ 

Remplacant x % , par «ar, puis .r et y dans les ternies — laa; 
et — 2fly par {&-\-\a et iy4- j/J, on trouve 

aar — 2«(^ -f. Ja) «** -4- /fy — *U>(±y -+- |0) -r- = r 

ou 

(a — a)ac -h (/* — b)y — an -h «* — ßb -f- b* = r». 

Cette equation pourra etre consideVe'e comme IVquation cherchee 
de la tangente. Mais pour la rendre ideotique avec l'equation or- 
dinaire, il faut en lliminer r* au moven de l'equation de condition 

(« — «)» -|- (ß — 6)* = r*. 

Or, ecrivant celle ci sous la forme 

«»_ aa + ß* —ßb — aa + a % — /?£-f-Ä*=r*. 

et la retranchant de la precedente. od obtient 

(a — a)ar — o* -H «o -4- (/9 — b)y — ß 9 -t-ßb 

= (* — — a(« — a) Ä)y — - ß(ß — b) 

= («-«) (:r-a)-f- (y-/?)==0 

comme ou l'a trouve plus haut. 



3. Les equations de l'ellipse, de l'hyperbole et de la parabole 

y» =/>*% 
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i lant traitecs suivant la meine regle, donneront de suite les equations 
des tangentes au point ar' = a, y'=ß, 

6*aa: -+- a*ßy = a*6* t 

ßy = + ou 2ßy=pa:+pa, 
qoe Ton obtient, par un calcul moiaa direct, suivant les equations 
(1), W 

LVquation de l'hyperbole, rapportee aux asymptotes, e*tant 

xy = c % , 

on aura, pour IVquation de la tangente au point a:' = a, y'—{i. 

(jar-f-W (iy -4- 

(.r-f-a) (y + /?) = 4 C V 
ay+aß + ßa; -f~<*y r= 4c» ; 

mais xy=zc % et a/9 = c*, donc 

/fcr -f- ay = 2c* ; 

comme par IVquation (1) on (2). Changeant cependant, comme la • 
regle l'indique, ^py en i«y-f-Y/fcr, on a de smte IVquation trouvee. 



4. Posant encore IVquation generale des lignes du second 
ordre 

X % •+- a&y~\- by* -+- cac -f- dy e = 0, 

celle de la droite, tangente au point = y —ß, sera 

«*-f- «0«y-r- iM -f- */ty-r- r(|^H- |a) -f- iy) -f- * = 0, 
oo 

(2« <*/J c)& -+- (2^ -+- 00 •+- d)y -f- ac -+- ßd-+~ 2e = 0. 

i'est IVquation counue de la tangente des courbes du second de 
k r n ; . En rt trancbunt IVquation de condition 

2a» -f- 2aaß Uß* -f- 2oc -+- 2/fr/-f- = °> 

oo obtient facilement 

(2a + + (.r — a)-4-(24/S-f-aa-4-r/) (y~/S) = 0, 

a la quelle on parvient au moyen des equations (1) ou (2). 



5. Les equations des surfaces du second (legre elant 



I 
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p% % -\-p'y* — pp*x = 0, 
P** — p'y* =ppp'* = 0, 

cellei des plans, tangents res surfaces au point x? = a, y' = ß. 
%' = ?, seront 

ab*c*x ßa*c*y-h ya*6*% — a*b % c* = 0, 

a6*c*a:-t-ßa*c % y — Ya % h*x — **6*e 2 = 0. 

%py% — Zp'ßy^ppf/a; zppp'a = 0; 

les quell es ne different de Celles, doonees par l'£quation (3) ou (4), 
quand on elimine les termes constants au moyen des equations de 
condition. 

L'equation generale des surfaces du second degre 
ax % -4- «ty* -+- a"% % -f- 1b xy -+- -+- Wyx 

-f- 2ca? 2r'y -f- 2c"* + //=ö 
&ant traitee de la meine inaniere, dünne 

ou, en dlveloppant, 

' - h ac + ßc> + rc" + <i=0, , * . 

comme on la donne dans les traites de geome^rie analytique, et en 
lliminant d, au moyen de l'equation de condition, on l'obtient 
Pautre forme usitee, donnee par l'equation (3) ou (4). 



11 y avoit plusieurs auuees aue je in'&ois servi de la regle ex 
*ee, avant que je connoissois l'ouvrage de Mr. Puissant „Re- 
ueil de diverses propositiOns de Geometrie, resolues 



l y avoit plusieurs auuees que je ovetc 

posee, 
„cue 

ou d oiiio ii t ree s par Tanalyse algebrique. 

Dans le cbapitre II. de la seconde section, et dans le 
cbapitre VI. de la troisieme sectiou de cet ouvrage (Edition 
de 1824) on trouve ex posee une Regle de Mnemo n ique pour 
retrouver de suite i'equation d une tangente et du plan 
tangent. Cette regle revient au foud a eeile, qui est expliquec 
dans cette note, la quelle neanmoins pourroit paroitre plus expedi- 
tive et plus complette. Quant a la demonstration , on peut la faire 
en suivant la marebe, indique*e par Mr. Puissant; eile de>ive 
aussi de l'application des equations differentielles (1), (2), (3), (4); 
enfin, pour les fonetions homogenes du second ordre, on pourroit 
se servir d'un tbloreme, mentionne' dans le calcul differentiel de 
M. L'Abbe Moigno, 13 Legon, art. 64. 
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Note relative a lu construction de la chainette. 

Jean Bcrnoulli, ä qui nous devous la premiere comioissaucc 
de l'equation et des propri&£s principalcs de la chaiucttc, donna 
aussi la construction de cette courbe transcendante ou mecanique. 
Jacques Bcrnouilli, Leibnitz et Huigens en out donnes de 
meme. Les constructions des Bernouilliset de Hui gen s sont 
raoins simples, ni recommaudables pour I'exe'cution. Le contraire 
est vrai a T^gard de Pele*gantc construction de Leibnitz, qui 
s'est servi, comme d'une courbe auxiliaire, de la logarithmi- 
qae, ayant pour module le parametre de la chainette; cette 
logari thmique etant constrnite, la demi somme de deux ordon- 
nees, equidistantes , de part et d'autre, de l'ordonnee module, 
donnera deux ordonnees de la cbainette, Iquidistantes de l'or- 
donnee parametre de cette courbe. Pour faciliter l'execntion, 
oo a propos£, il y a quelques annles *), l'emploi de deux logarith- 
miques opposees, ayant le me'mc axe d'abscisses horizontal, et pas- 
sant par un point, dont la distance a cet axe est e*gale au para- 
metre donue de la cbainette a construire, c'est a dire passant par 
le sommet de cette cbainette, ou ayant la mdme ordonnee module; 
la bissection de toutes les narties des ordonnees, coinprises entre 
ces deux logaritbmiques, dingees eu sens contraire, donnera autant 
de points de la chainette. 

La construction de Leibnitz est tire'e immediatement de 
IVquation exponentielle de la cbainette. 11 existc encore d'autres 
constructions, d£duites de l'equation (sous forme logaritbmique) 
de cette courbe; mais rien de plus simple ni de plus elegant que )a 
construction de Leibnitz, modifiee comme il vient d'etre explique\ 

Cependant quand il fallait construire la courbe sur une grande 
echelle, la construction prealable des logarithmiques ponrroit deve- 
nir embarrassante. Toutes les chainettes etant des courbes sem- 
blables, on peut se servir, dans ce eas, d'une chainette dejä con- 
struite sur une echelle plus petite. On trouve aussi dans plusieurs 
Traites de Mecanique pratique des tables, donnant, pour un para- 
metre, egal a 1 ou a 10, les valeurs numeViques des ordonnees 
d'une chainette, pour des abscisses, croissantes en pro^ression 
arithmetique. Au moyen d'une teile table on construit facilement, 
par ordonnees, [toute cbainette, dont on connoit le parametre, ou 
de la quelle sont donnes le sommet et les pieds, soit le sommet et 
les deux points de Suspension, qui se trouvent sur une meme hori- 
zontale; puisque du rapport entre la distance de ces points et la 
hautcur de la courbe, on deduit le rapport des parametres de la 
chainette a construire et de celle, pour la quelle la table a ete 
calculee; donc la multiplication des nombres de la table par ce 
rapport, donnera les valeurs nunieriques des coordonnees de la 
cbainette demandee. . 



') Originaircment dans le Journal de Mr. Crello, mais on retrouve I'indi- 
cation de cette construction dans le Sammlung von Aufgaben und Lehr- 
sätzen aus der analytischen Geometrie, von L. J. Magnus, S. 294, 
Aufgabe 102. 

Thcil II. 13 

♦ N 

X 
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Si l'on veut construire une chainette par coordoDoles sans 
faire usage d'une table calcule'e, od pourrait encore suivre une 
autre marche, pas coonue, ä ce que je sache, trac^e d'apres uae 
proprie'te* des eqnations expouentielles , qui oat la meine forme que 
celle de la chaiaette, et doat l'applicatioo se retrouve dans plusieurs 
theories utiles (par exemple daas la theorie de la chaleur, comme 
oa le peut voir, entre autres, dans le Tratte de Physique de 
Mr. L am r , Tome I., art. 246 et suiv, editioo de 1840). 

Soit la fonetion exponentielle 



y = aeV* 

dans la quelle e designe la base du Systeme de logaritbmes De"pe- 
neos; or, b, p des constantes, si Tod donoe a la variable r trois 

valeurs quelcooques, mais diffdrant de la meine quantite t (a . 

& = H— t , x = &' ■+- 2«) , que l'on fasse la Substitution de ces 
valeurs, les trois valeurs resultaotes de la fooction, c'est a dire 
;/,, y 3 , y %9 seront telles, que le rapport de la somme des valeurs 
extremes et de la valeur moyeoae sera une quantite coastante, in- 
ddpendnnte des coefficients a et b, et Ton aura partout 

D'apres cette propri&e*, si // est le parametre d'une chainette, ayant 
ses pieds ou ses poiots de Suspension dans une meme horizontale 
///, et si l'on preod pour ligne des abscisses uae horizontale. 
tire*e ä une distance CO = h dessous le sommet C (voyez Tab. II. 
Fig. 4.), I'equation de la cbainette, rapportee a cette ligne et a 
Torigine 0, sera, comme Tob sait, 



donc si Ton pread les abscisses a des distaaces Egales i, que l'on 
meoe les ordonnees correspoodantes, on aura, pour trois ordonnees 
consecutives y,, y 2 , y,, le rapport con staut 

Cela pose*> nuisque la positioo des points A, B 9 C est donnee , na 
conaoit la longueur des perpendiculaires AD= BE=f, CO=zA, 
et DOz=z OE=z±JB=zd. Divisaat OD et OB ea deux parties 
egales, et menant les ordonnees ab, db\ la distance des trois or- 
donnces AD y ab, OC^ sera egale a celle des ordonnees ab, OC, 
a'b'\ et par l'lgalite des ordonnees ab, a J b , i od aura, auivant la 
propriete eooocee 

AD + OC ab + a'b' 2ab 

ab — OC ~ OC 

Nommant la fleche CF 9 ou la hauteur de la chainette, =c t AD 
sera = CF-\- OC=c + h, et l'egalite* exprim^e deviendra 

ab — 

d'oü 
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yi =«A-:j|/23pÄ+7) (I) • 

Oo pourroit construire facilement ces valeurs Egales des ordonnees 
moyennes ab, a'b', njais en supposnnt les dimensioris de la courbe 
plus grandes, que cela convient pour des constructions gelome'tri- 
ques, on doit faire le calcul numeriaue de ces valeurs. Ce calcul 
fera douc connoitre la longueur de deux ordonnees moyennes ega- 
les y t =zabz= a'fr. 

La bissection de Oa et Oa' donoera deux autres ordonnees 
movennes y i =zcdz=zc l d, pour les quelles on aura 

ab + OC 2cd 

cd — Ol" 

c'est ä dire 

F« , ** 

et 

y, ss cd= c*d' = *y%h{y x +-h) (2) 

Od peut a present cootinuer cette marche, en divisant cbaque fois 
la distance entre deux ordonnees trouvees, en deux parties Igales, 



qu'on ne devra plus faire a cliaque fois I'extraction de ra- 
Car soit divisle la distance aU ou a'E en deux parties 
egales, et mene'e la perpendiculaire ef ou df, il est clair que les 
ordonnees ef et cd auront la m6me distance que les ordonnees OC 
et ab ou cd et dd, ou ob et JD; donc 

2cd cd-+-ef 

OC~ ab ' 



ce qui donne 



2y 3 _ y»-J-y» . 
ä y, 1 

(3) 



Od recommence a präsent la mime marche, en partant de Fordern nee 
OC du sommet; on divjse Oc, Od en deux parties e'gales, et, en 
menant les ordonnees moyennes g/t, g'A', on en calcule les lon- 
gueurs, co m me on a calcule, pour la premiere fois, la loogueur des 
ordonnees ab, a'b', et pour la seconde fois cd et c'd. Ce calcul 
necessitera I'extraction d'une racine, ou le Service d'une table de 
racines, mais pour (es ordonnees suivantes, menles entre cd et ab, 
entre ab et ef etc. etc. cette Operation ne devra pas 6tre faite ; 
seulement au commencement du calcul de chaque serie d'ordonn£es 
moyennes, la valeur de la premiere ordonnee de'pendra d'une equa- 
tion du second degre a deux termes. II est aise de voir, que le 
calcul d'un assez grand nombre d'ordonnees exigera peu de temps, 
et que, sans recourir a une table calculee, les points de la chai- 
nette seront obtenus avec un degre d'exactitude, que les construc- 
tions geoDietriques ne sauroient donner. 



13 



• « 
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Le cerclc oscnlnteur nu point le plus bas C de la cuainette a 
pour rayon Ic parametre A'Ap. la Cliainettc, et ce cercle ne s^carte 
i pas scnsiblemeot de In cliainettc, tonfcs Ic fnis qnc la fleche CF 
est moindrc que la septieme partic de la largeur Aß. 

La parabole osculatrice au sommet ou au point le plus bas C\ 
a pour cquation y 2 =2Ar; son parametre est donc le double du 
parametre de la cliainettc; eile coi'ncide sensiblcmcnt avec la etat- 
nette sur une etendue pour la quelle la fleche CF est moindrc que 
la sixierae partie de la largueur AB. C'est encorc cette meine pa- 
rabole dans la quelle la chainette. est transforme>, pour ainsi dire, 
quand les forecs verticnlcs, qui ugissent sur les points de la courbe, 
ne sunt plus proportionnelles aux e'le'mens </f, mais aux elemens</jr 
des abscisses, jc denotant l'arc ou lu longueur de la courbe. 

II existe encore une parabole, la quelle, touchant d'abord la 
chainette au point C, puis s'e*cartant insensiblement de cette courbe, 
la coupe ensuite en un point, par le qucl passe en ineme temps 
Fordonnee, traversante le toyer de cette parabole. Elle u un para- 
metre = 1,862 . //, c'est ä dire moindre que celui de la parabole 
osculatrice, mais, dans l'exe'cution , eile s'aecorderoit sur une plus 
grande etendue avec la chainette, et ccs deux courbes pourroient 
£tre censees coincider en tant que la fleche CF seroit moindre que 
la quatrieme partie de AB. 

Ces resultats sont deduits d'un calcul numlrique. Iis foot 
\ dir. que dans l'application qu'on pourroit faire de la theorie de la 
chainette a la construetion des ponts suspendus. on pourroit, sans 
erreur sensible, prendre la parabole pour la chainette. A la verite 
la courburc des chaincs d'un tcl pont ne peilt £tre celle d'une 
chainette, mais a la rigueur non plus celle d'une parabole, quoi- 
qu'ellc en differe tres peu. 



XVII. 

Ueber die Auflösung der Delisclien Aufgabe. 

Von 

Herrn Thomas Clausen 

zu Altona. 

Die Conchoide mit kreisförmiger Basis, obgleich eine Curvc 
vom sechsten und also höhern Grade als die Conchoide des Nico- 
medes, die nur vom vierten Grade ist: lä'sst sich zur Auflösung des 
Oelischen Problems sehr einfach anwenden. Da sie sich eben so 
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einfach mechanisch beschreibet* lässt, so schien es mir uiebt unin- 
teressant, die geometrische Construction der Auflösung der Aufgrabe 
oder überhaupt der Cubikwurzel aus einer beliebigen ganzen Zahl 
durch die*elbe zu entwickeln. 

Dt Punkt B (Tab. II. Fig. 5.) der Linie AD bewegt sich auf 
dem Kreisumfange, dessen Mittelpunkt C ist, wahrend die Linie be- 
standig durch A geht, und der Punkt D auf derselben, dessen Knt- 
fernuog von B constant ist, beschreibt die Curve. 

Es sei ACt=a, BC=£fi\'BD=zBe s DA = r, 

JE (DE ht senkrecht auf AC) = x, L DAE = <p. 

Iii dein ebeneu Dreiecke ABC ist 

//'= «*H-2«(r- Ze) cos y-f-(r — 3<?)-, 

— tter-f-9e*-+-2*r cos m — ü*e cos tp u 1 — 6* =0 

- 

und wenn mau mit r multiplicirt und r cos (f = w setzt 

r a — ti<?r a -f- («* — 0* -\~ (U* -f- 2alv)r — 6<?<\r = 0. 
Ks se'r diese Gleichung j' 

so wird 

sb u * — 0* -h 9*?* -4- 2w.zr, = Gaex — 8c 1 ; 

woraus > 

2 3('* 2 — 6*) m-f- N g 1 — fi* 

C — 1 -m ' 1 - f/< ' 2« * 

Ks sei z. B. in der Detiscben Aufgabe m— 16; so wird wenn 



0 = 2, A = 3 setzt : 6 = 1, x = 2. 
Nach diesen Verhältnissen ist die Figur gezeichnet, es ist «einliih 

JC=2.AF, BD = 'i.AF, FE= AF, AB- AE=zAE\/L 



XVIII. 

Aufzulösende geometrische Aufgabe. 

MitgethciK von 

Herrn Thomas Clausen 

zu Altona. 



Ks ist (Tab. II. Fig. 6.) ein Kreis, und auf seiuer Peri- 
pherie sind vier Punkte A, /f, (\ iJ gegeben, in deneu 
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er vod einem übrigens unbekannten Kegelschnitte ge- 
schnitten wird. Man soll den Winkel finden, unter dem 
eine der Hauptachsen des Kegelschnitts irgend eine 
der Linien, welche die Punkte i, /A C D zu zweien 
verbinden, z. B die Linie AB, schneidet. 



XIX. 

Zwei allgemeine Summations- Formeln für die 
dritte Potenz der Glieder der Reiben, deren 
rctes Glied = + \ 1 + (n — 1) . 2^J ist. 

•in Nachtrag zu Nr. XLI. in Th. L Heft 3.) 



Von dem 

Herrn Doctor Hellerung 

zu Wismar. 



F. Die Formeln selbst sind: 

1) V+Q + l.fr}*+(l+t.U)>-h(l-i-t.&)* + 

4-[i4-(*-i)a*j' 

= m . [1 4- (» — 1 )2*~ *] . [ 1 4- (» - l) . 2* . ( 1 4- u . 2'-i)l 

2) 1— (I4-I .2*)« 4- 0 4- 2. 2*)' — 

-f-[l-f- (2/* - 2)2*1» — [14- (2* - 1) . ÜJ*J» 

ass — 2». [** . — 3.».2**.(2*-i-l)--3.2*-i - P*— 1)1 
Z. B. man erhält: 
a) wenn .r = 0 ist, 

ans 1): 1» 4-2» 4-3« 4-* 4- = » . (^~> • (~^) 

aus 2): I» — 2» 4- 3» — 4» 4- 4- (2»— 1)* — (2*)» = 

— „*(4*Hh3) 

/?) wenn .r ss 1 ist, 
aus 1): 1« 4- 3' 4- 5« 4- 4- (2* — 1)» =* . (*) . (2 . »' — 1) 



Digitized by Google 



aus 2): 1» - 3' -h 5\- 7» -f~ . . . . -f- (4,* - 3)> - (An - 1)* = 

-2». (16.** -3) 

y) wenn .r — 2 ist, 

aus 1): l'-f-5»-r-9»-f- ..-r-(4«-3)»=«.(2^1).(8. » a -4»-3) 

aus 2): P — 5'H-9'- 13' -f- . . . . -f- (8 . n t- 7)' - (8 . » - 3)' = : 

-2». (2' .»»-48.1»— 18) 

6) wenn j? = 3 ist, 

aus 1): P-t-9'-t-17'-t- -r-(8.» — 7)« 

= n . (4»-3) . (32 . *»' - 24 . » — 7) 

aus 2): P-9M-17«— 25>-f- .... -+-(16 . *— 15)» -(16 . #*-7)« = 

_ 2*. (2'°.»» -9.». 2'— 84) 

etc. etc. 

Der Beweis für die Formel 1) ist ganz derselbe, den wir 
früher (in A. und B.) bei &=0 und ac=\ gebrauchten, nemlich: 

Die Summe der ersten N oder A\ Zahlen von der Form 

|+v.2*-H ist =A\ [H-(iV-l) .2*J »der =A\ . [l-HA',-1) . 2*J. 

Setzt man aber N= » . [1-t- (» — 1) • 

und N x =(n-\). [l-f-(»-2).2^-i]; 

so erhält man: 

g.\k+Ur+l).ty-M t .[1-r-W-l) .2*] = [H-(*-l) >W> 
und iV-TV, = l-4-(« — 1) .2^ 

d. h. also. Erstlich: 

Die Summe der l-f-(»-l).2* ouf einander folgenden Zahlen 
von der Form 1-H>.2*« f von denen die grösste =l-r-(iV— \h*>*' 1 * 
und die kleinste =1+^, ist = [l-f-(»- 1) . fc*]». 

Und Zweitens muss nun auch: 

ÄIi+(«-i).«*] , =i , +0 + i.«') , +(i+«.^ , + -. 

-r-(l^-(»-^)^] , 

==A.[l-f-(A r - 1)2^1 
sein, woraus die Formel 1) unmiUelhar folgt. 

Der Beweis für die Formel 2) ist nun eine leichte Folge 
runir aus dem vorstehenden. Nemlich: 

Venn man von 2 . Ä[l+(//-l) . «*«]» die Ä[l-f-(«--l) . 2-] 
nachdem man hierin 2.» statt » gesetzt hat, abzieht; so erhalt 
man die Formel 2). 

Gr. 1) Wir fanden (in E. 1.) 8**-* = 9 7~ ~ = 9^5 *. 

für v = 5 war 

£V=i. A 72 . (2A 7 - 1) . (8 . A 7 * -6 . A^-r-3); 
daher ist auch, wenn mao 2» statt n setit, 
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Mao hat aber stets: ' 

2(2n)i v -i = . S(u)v-* = 2*"-> . yA*; 
daher ist auch: 

2(2* — lp'-i = yiV, — 2^-1 . < f X= yfc* (nach J5. 2.); 
und auch: 

= 12^-1 _ 22^-1 -h 32"- 1 — — (2f#)2*-i 

, z. B. I» — 2 e -+-3» — 14* (=3— 7 3 . 277003903. 

2) Es ist 

-f-0"-i.(«»)' 

Daher muss also auch stets -f- £)2"— - S(an — = yiV seio. 

Z. B. wenn « = 4 und 6 = 1; so ist: 

S{\ n -+- l) 9 — £(4» — l) 3 = 16 . JV 

ÄT(4»-hl)* — S\Au — 1)*=2» . A\(2 4 .JV-\-l) 

S(4n-+-iy— £(4/*-l)°=2* . A\(2»° . A* — 3 . 2 6 .iV-|-3) 

= _3«_ 4 _5 8 -7 8 -f-9 6 — 

__(4 Ä — 1)*h-(4/#-|-1)' 

etc. etc. 

In diesen Gleichungen wird man auf beiden Seiten noch die 
Einheit addiren. 

Die3 mag; genügen , da hier dem angeblichen Funde vou Tur- 
ner seine vollständige Ausbildung geworden zu sein scheint. 



Historische Bemerkungen über das Priucip der 

Differentialrechnung. 

Von dem 

Herrn Doctor Gerhardt 

* 

Lehrer am Gymnasium zu Salzwedel. 



Die Elemente der Differentialrechnung wurden von Leibnitz 
gefunden und bekannt gemacht, als die Exhaustionsmcthode, wel- 
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eher jene, wie sich historisch nachweisen läset, ihren Ursprung zu 
verdanken hat. sich am weitesten von ihrer ursprünglichen Strenge 
entfernt hatte. Auch hatte sie schon längst ihr gewohntes Feld, 
die Geometrie, verlassen, indem man seit den Zeiten Ferraat's und 
Roberval's bei Quadraturen die geometrischen Grössen durch allge- 
meine Zeichen ausdrückte und so Reihen fand, deren Summen 
auf irgend eine Weise, ohne an das Princip der Exhuustionsmethode 
zu denken, bestimmt wurden. Solche Reihen waren es nun auch, 
durch deren Betrachtung Leibnitz, wie er selbst wiederholt gesteht, 
die Differentialrechnung fand, und wahrscheinlich liegt hierin der 
Grund, dass es ihm so schwer wurde, die Kiemente seiner neuen 
Rechnung auf ihr ursprüngliches Princip zurückzuführen und so zu 
begründen, als man ihm späterhin den Vorwurf machte, dass die 
Differentialrechnung eines sicheren Fundamentes entbehre. Allein 
auch hierzu hatte er selbst die Veranlassung gegeben, denn zu- 
erst sprach er sich nirgends deutlich über das Wesen der Diffe- 
rentiale aus und sodann, austatt ein für alle Mal an einem Bei- 
spiele zu zeigen, wie am genügendsten das Differential mittelst der 
Gräuzmethode aufgefasst werden könne, uahm er zu quantitates in- 
comparabiliter parvue seine Zuflucht. Diese von Leibnitz hypothe- 
tisch angenommenen °) Grössen sollten nur ein Hülfsmittel zum 
Beweise der Lehrsätze seiner neuen Rechnung sein; man verstand 
ihn aber in diesem Punkte falsch, nahm jene für wirkliche Grössen 
und stellte sie in Vergleich mit den anderen bisher gebrauchten, 
obgleich sie von ihm späterhin wiederholt für Fictionen erklärt 
wurden. So entstand die Lehre vom Unendlichen, und als die un- 
ausbleiblichen Zweifel über die Deutlichkeit und Bestimmtheit die- 
ser Grössen zur Sprache kamen } fanden Leibnitz's Erinnerungen, 
dass die Differentialrechnung am sichersten mittelst der Exhaustions- 
methode begründet werden könne, keinen Anklang. 

Die obige Behauptung, dass die Differentialrechnung der Kx- 
baustionsmethode der alten Geometer ihren Ursprung zu verdanken 
habe, erhält noch mehr Bestätigung, wenn man die Erfindung der 
Fluxionen aufmerksam studirt. Ueberall, wo Newton in seineu 
Schriften über das Princip der Fluxionsrechnung spricht, zeigt sich 
deutlich , dass er auf dem von Keppler und Cavaleri eingeschlage- 
nen Wege weiter fortschritt und so zu jener Rechnung gelangte, 
und man kann mit grosser Wahrscheinlichkeit schliessen, dass, 
wenn Newton einmal ein selbstständiges Werk über die Fluxionen 
verfasst hätte, er es sicher auf die in seinen berühmten Principiis 
gebrauchte Methode der ersten und letzten Verhältnisse d. h. auf 
die Exhaustionsmethode gegründet haben würde. Das Princip der 
Fluxionen wurzelt in der Geometrie, was am deutlichsten aus den 
ihnen zu Grunde liegenden Begriffen von Zeit und Bewegung er- 
hellt, und desshalb vermochte auch Maclaurin um so leichter iu 
seiner Treatise of fluxions, ihr Princip rein nach den Grundsätzen x 
der alten Geometrie zu behandeln. — Indessen blieb anfangs die 



*) Er bedient sich des Wortes assaniere; z. B. in der Abhandlung: Ten- 
tarnen de inotuuut coelestium causis (Leib. op. Tom. III. p. 213 sq.): 
Assumsi int er demonstrandum quantitates incomparahiliter parvas, v. g. 
difTerentiain riuarum quautitatum comimuiitiui ipsis quantitaübus incoin- 
parabilem. Sic enim, ni fallor, lucidissime exponi possunt. ctu 
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Fluxionsrechnung, wiewohl früher entdeckt, als die Differential- 
rechnung, lange Zeit ein ausschliessliches Eigentbum Newton's uod 
seiner Freunde; aber auch späterhin hat sie sich nie über ihr Va- 
terland hinaus verbreitet, während die Differentialrechnung sogleich 
allgemeine Anerkennung fand und begierig aufgenommen wurde. 
Hierin mag auch der Grund liegen, wesshalb Maclaurin's oben ge- 
nanntes Werk, das ^ewissermassen Newtons Principiis zur Seite zu 
setzen ist, so wenig beachtet wurde. Die Differentialrechnung 
hatte eine zu glückliche Bezeichnung und bot in der Anwendung 
so wenig Schwierigkeiten dar, dass man kein Bedürfniss empfand, 
sich nach einer andern Methode umzusehen. Wenn auch ihr Prin- 
cip schwankend war, so waren doch die damaligen ausgezeichneten 
Mathematiker von ihrer Richtigkeit überzeugt, und minder reich 
begabte wurden dadurch zufrieden gestellt, dass die Resultate, die 
mittelst derselben gewonnen wurden, mit den auf andere Weise 
erhaltenen Tollkommen ubereinstimmten. Die unendlicbkleinen 
Grössen bilden fortwährend die Grundlage der Differentialrechnung, 
und auch das erste Lehrgebäude der höhern Analysis, die Analyse 
des infiniment petits des Marquis de 1 'Hospital, das sehr viel zur 
Verbreitung derselben beitrug, erklärte mit ihrer Hülfe die Diffe- 
rentiale. Jede Veränderliche a? wurde um eioe unendlich kleine 
Grösse da; vermehrt, und die Differenz zwischen dem so erhaltenen 
und dem ursprünglich gegebenen Ausdruck das Differential des ge- 
gebenen genannt. 

Maclaurin's Beispiel blieb jedoch auf dem Festlande nicht ohne 
Nachahmung; in seine Fussstapfen trat d'Alembert, der als Mit- 
herausgeber der grossen französischen Encyclopädie bei Abfassung 
der mathematischen Artikel Gelegenheit nahm, über das Princip der 
Differentialrechnung Bich auszusprechen. In dem Artikel „dift'erea* 
tiel (< dringt er darauf, dass der Differentialrechnung der Begriff 
der Gräoze zu Grunde gelegt werden müsse ; „le calcul differentiel, 
sagt er, ne consiste qu'a d&erminer algebriquenient la limite d'un 
rapport de laquelle on a deja l'expressioo en lignes et a egaler ces 
deux limites, ce qui fait trouver une des lignes que Ton cherche." — 
„Qu'est-ce en eftet, fährt er fort, que trouver un maxi na um ou uo 
minimum? C'est, dit-on, faire la difference de du egale ä zero ob 
rinlini; mais pour parier plus exactement, c'est chercber la qua utile 

qui exprime la limite du rapport de dy fini k dx fini et faire 

ensuite cette quantite nulle ou iofinie. Voila tout le mystere expli- 
que. Ce n'est point dy qu'on fait = a l'infini: cela serait absurde 
car dy etait prise pour infiniment petite, ne peut etre inlinie, c'est 

~: c'est-a-dire qu'on cherche la valeur de a: qui rend infinie ls 

limite du rapport de dy fini a dx fini." 

Obngeachtet dieser Vorgänge entbehrte doch noch das um diese 
Zeit, im Jahr 1755, abgetasstc Lehrgebäude der Differentialrech- 
nung unsers unsterblichen Euler die feste Begründung durch die 
Gränzmethode, aber er setzte, in der Ueberzeugung, dass vor allen 
Dingen die so vagen unendlichkleinen Grössen aus der Differential- 
rechnung entfernt werden müssten, mittelst eines kühnen Gewalt- 
streichs dieselben =0 und legte diesen Nullen einen intensiven 
Werth bei. Nach seiner Meinung müsse man auf ihre Entstehung 
Rücksicht nehmen, dann dürften sie auch, je nachdem sie aus einer 
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grösseren oder kleineren Grösse entstanden wären, einen verschie- 
denen Werth unter einander haben, obgleich sie durch dasselbe 
Zeichen dargestellt würden. Diese Annahme veranlasste aber bei 
der Bestimmung der Differentiale vielfache Schwierigkeiten, zumal 
da Eoler durch die Differenzenrechnung und mittelst der Hntwicke- 
lung der Functionen in Reihen dahin gelangen wollte, und in der 
That ist die Dunkelheit und CJnverständlichkeit, die in den ersten 
Capiteln der Bulerschen Differentialrechnung herrscht, eine merk- 
würdige Erscheinung für jeden, der mit der äusserst lichtvollen 
Darstellung Kuler's vertraut ist °). 

Kuler's Bemühungen , das Princip der Differentialrechnung fest 
zn begründen, befriedigten keineswegs die allgemeine Erwartung; 
ja die Verwirrung in dieser Hinsicht wurde immer noch grösser. 
Man meinte sogar, dass die Differentialrechnung bisher noch nicht 
von der rechten Seite aufgefasst worden sei, nnd glaubte nament- 
lich in der so sehr erweiterten und in allen Theilen der Mathema- 
tik mit Nutzen gebrauchten Lehre von den Reihen ein Mittel zn 
einer bessern Bestimmung und Erklärung des Differentials gefun- 
den zu haben. Was überhaupt seit dieser Zeit zur Feststellung des 
Principe der Differentialrechnung geschah , lässt sich unter zwei 
allgemeine Gesichtspunkte bringen: entweder behielt man den Be- 
griff und das Zeichen eines Differentials bei, und bestimmte den 
Begriff so, dass die Widersprüche, auf welche er zu fuhren schien, 
beseitigt wurden; oder man verwarf alles bisher Angenommene 
und suchte auf anderem Wege zu dem zu gelangen, was mittelst 
der bisherigen Metbode gefunden war. Zu dem ersten Fall gehört 
die sogenannte Gränzmethode , von der weiter unten ausführlicher 
die Rede sein soll; zu dem zweiten alle die Weisen, in welchen 
mit Hülfe des Taylorschen Lehrsatzes das Differential einer Func- 
tion gefunden wird. Unter diesen letzteren nimmt Lagrange 's 
Functionentbeorie, die im Jahr 1797 zu Paris erschien, den ersten 
Platz ein. 

Wegen des grossen Beifalls, mit dem sie aufgenommen wurde 
und zum Theil noch jetzt aufgenommen wird, wollen wir sie hier 
einer näheren Betrachtung unterwerfen. Schon in dem vollständi- 
gen Titel: Theorie des fonetions aualytiques, contenant les prin- 
cipe s du calcul differentiel , dlgages de toute consideration d'infinu 
ment petits ou d'evanouissuns , de Ii mit es on de flurfions, et reduits 
a l'analyse alglbrique des quantites finies, sind die ganze Tendenz 
des Werkes und zugleich die Gesichtspunkte ungegeben, aus wel- 
chen man dasselbe zu betrachten bat. Lagrange will nicht allein 
eine neue Theorie aufstellen zur Begründung des Princips der 
Differentialrechnung, sondern auch niedere und höhere Analvsis, die 
bisher völlig gesondert waren, mit einander verbinden. — Nachdem 



°) Eine Folge von Euler's Theorie war die sogenannte Nullenrechnung, 
in welcher man die Differentiale als leere, an sich bedeutungslose 
Zeichen betrachtete, mit denen man aber nach gewissen sinnreich er- 
dachten Gesetzen eine richtige Rechnung führen könne. Man sah den 
Algorithmus der Differentialrechnung nicht als ein notwendiges Er- 
zeugnis* der Vernunft an, sondern nannte ihn eine heuristische Ftction. 
Verpl. Job. Schult Entwickelung einiger mathematischen Theorien, Kö- 
nigsberg 1803; und Fischer über den eigentlichen Sinn der hohem Aua- 
lysis, Berlin 1808. 
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er nun zuerst die bisherigen Methoden zur Begründung des Priu- 
cips der Differentialrechnung einer Kritik unterworfen und keine 
genügend befunden, beginnt er mit der Prüfung des Fundamental- 
theoreins. duss nämlich jede Function ./(./•(, falls ihre veränderliche 
ac um die Grösse * (# etnnt une quuntit^ quelcouque indetermiuee) 
vermehrt wird, sich in eine Reihe von der. Form f[ac) -f- pi -f- qi* 
-r-ri* -f- . . . . entwickeln lasse, wo die Coefficienten />, ^, r... 
neue aus der ursprünglich gegebenen Function abgeleitete 
Functionen von a: bezeichnen, und sucht a priori zu beweisen, 
dass nur ganze positive Exponenten von /' vorkommen können. 
Dass dieser Beweis aber nur ein schwaches, unzulängliches Räson- 
nement — so wird er uueh weiterhin von Lagrange selbst bezeich- 
net — ist und durchaus nicht dem Beweise eines Satzes gleicht, 
der einer so allgemeinen Theorie als Grundlage dienen soll, be- 
greift jeder sogleich beim ersten Lesen °). Im Folgenden werden 
uun die Coefficienten p, q, r . . . der einzelnen Glieder der Reihe 
bestimmt, und zugleich dargethan, dass wie p aus ebenso (/ 

aus p, r aus 7, u. s. w. hergeleitet wird. Wiewohl so nach La. 
grange's Meinung mit einem Blicke zu übersehen ist, wie die ein- 
zelnen Glieder der Reihe von einauder abhängen, und darin ein 
Hauptvorzug der Functionentheorie vor der Differentialrechnung be- 
stehen soll, so ist doch die Bildung derselben in allen Fällen nicht 
so leicht, wie es zu sein scheint, namentlich bei irrationalen Func- 
tionen. Ks ist bekannt, dass die Coefficienten p } r... der erste, 
zweite, dritte, .... Differeutialcoefficient der gegebenen Function 
sind; wäre also in jedem Falle die Hntwicketung einer Function 
in eine solche Reihe möglich, so würden alle Schwierigkeiten be- 
seitigt sein. Dem ist aber nicht so. Schon Euler hatte im 14. Ca* 
pitel des 2. Buchs seiner Differentialrechnung gezeigt, dass die Dif- 
ferentiale in speciellen Fällen durch Reihenentwickelung nicht ge- 
funden werden können und dann unmittelbar ihrer eignen Natur 
gemäss (ex insa differentialium natura) hergeleitet werden müssen. 
,,Haec methodus, fügt er hinzu, ex ipsa ditferentialium natura de- 
dueta nullum dubium reliquit." Auch Lagrunge wies in seiner 
Functionentheorie auf diese speciellen Fälle zurück, in welchen die 
ersten Glieder der Reihe verschwinden oder unendlich werden und 
so die Bestimmung der Coefficienten unmöglich machen, und er 
hilft sich, wie Euler, durch unmittelbare Herleitung aus der Func- 
tion. Hier giebt er also zu, dass obiges Fundamentaltheorem nicht 



°) Da er mit Hülfe allgemeiner algebraischer Schlüsse geführt wird . so 
gilt von ihm, was Cauchy in der Vorrede zu: Cours d'analyse algebri- 
que, von dieser Beweisart sagt: Quant aux methodes, j'ai cherche a 
leur donner toute la rigueur qu'on exige en geometrie, de maniere a 
ne jamais recourir aux raisons tirecs de la geueralitc de l'algebre. Les 
raisons de cette espece, quoique assez communeinent admises, sur-tout 
dans le passage des series convergentes aux series divergentes, et des 
quantites reelles aux expressions imagiuaires ne peuvent etre conside- 
rees, ce me seuible,^ que comme des induetions propres a faire pressentir 
quelquefois la verite, inais qui s'aecordent peu avec l'exactitude si van- 
tee des sciences mathematinues. On doit meine observer qu'elles ten- 
dent a faire attribuer aux forniules algebriques une etendue indetinie, 
tandisque, dans la realitc, la plupart de ces formules subsistent uiiique- 
ment sous certaines conditions, et pour certaines valcurs des quantites 
qu'elles renferment. , 
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in allen Fallen zur Bestimmung des Differentials ausreicht , und 
desshalb durfte es auch uicht an die Spitze eine r 'weit allgemeineren 
Lehre, als die Diffentialrechnung ist, gestellt werden. 

. Demnach ist im Grunde mit Lagrange's Functionentheorie nichts 
gewonnen; andere Schwierigkeiten hei Seite gesetzt, entbehrt das 
zu Grunde gelegte Priucip einer durchgreifenden Allgemeinheit. 
Dasselbe gilt nun auch von allen übrigen Methoden, von dem De- 
rivationscalcul Arbogasts, von der Exponentinirechnung Pasquich's 
u. s. w. welche die Differentialrechnung vertreten sollen und in de- 
nen mittelst des Taylorschen Satzes das Differential einer Function 
erhalten wird. 

Während dieser mannigfachen Versuche, das Princip der Diffe- 
rentialrechuung fest zu begründen, hatte die Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin für das Jahr 1786 eine sichere, streng wissen- 
schaftliche Theorie des sogenannten mathematisch Unendlichen 
cum Gegenstand einer Preisaufgabe gemacht. L'Hu iiier aus Genf 
gewann den Preis durch seine Exposition elementaire des prineipes 
des calculs suspe>ieurs, in welcher er zu beweisen suchte, dass das 
unter den Namen der Fxhaustionsmethode bekannte Verfahren der 
iriechischen Geometer gehörig erweitert zu einer Feststellung der 
Principien der höhern Analysis hinreiche. Jm Jahre 1795 erschien 
von demselben Verfasser zur Vervollständigung jenes Entwurfes 1 
ein anderes Werk unter dem Titel: Principiorum calculi differen- 
tialis et integralis expositio elementaris, das aber über das Princip 
nichts wesentlich Neues beibringt. L'Huilier hat in beiden Schrif- 
ten, seinem Vorsatze getreu, eine Zusammenstellung der Theoreme 
gegehen, die das Fundament der Exhaustionsmethode bilden; je- 
doch entbehrt dieselbe eines durchgreifenden Zusammenhanges, da 
die an die Spitze gestellte Definition der Gränze nicht hinlänglich 
allgemein getasst ist. Auch bedient er sich bei dem Nachweise, 
dass die Gränze eines Verhältnisses mit dem Differentialverhältnisse 
identisch ist, der Entwickelung der Functionen in Reihen mittetet 
des Taylorschen Lehrsatzes, was zu tadeln ist. Von diesen Aus- 
stellungen jedoch abgesehen verdienten beide Schriften alle Auf- 
merksamkeit, weil nicht allein das Princip der Differentialrechnung, 
sondern auch die darauf gegründeten Theorien immer auf den Be- 
griff der Gränze zurückgeführt werden, und die bisher so vielfach 
gehandhabteu Ideen über das Unendliche und Unendlicbkleine ge- 
rechte Würdigung finden. N 

Dieser Versuch L'Huilier's jedoch, die Differentialrechnung mit- 
telst des Begriffs der Gränze streng wissenschaftlich zu begründen, 
blieb im Allgemeinen ohne gehörige Anerkennung, da Lagrange's - 
Functionen lehre, besonders von französischen Mathematikern sehr 
bereitwillig aufgenommen wurde. Zwar bediente man sich nicht 
durchgängig ihrer Bezeichnung, aber man huldigte vollkommen den 
aufgestellten Principien und stimmte willfährig Lagrange's Urtheil 
über die Theorie der Gränzen bei: sie sei zu schwierig und zu 
dunkel, als dass sie einer Wissenschaft, wie die höhere Analysis, 
deren Fundament auf die einfachsten und klarsten Principien ge- 
baut werden müsse, als Grundlage dienen könne; man hütete sich 
aber wohl an ihrer Richtigkeit zu zweifeln. Da nun um dieselbe 
Zeit eine durchgreifend neue Behandlungsweise der Mathematik 
beinahe in allen ihren Theilen von Frankreich aus sich verbreitete, 
so, darf man sich nicht wundern, dass zugleich auch die Lehren 
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Lagrangc's über das Priocip der Differentialrechnung ein grosses 
Ansehen gewannen und beinahe alle andere Ansichten verdrängten. 
Das Gebiet der mathematischen Wissenschaften wurde in wenigen 
Jahrzehnten , namentlich durch Anwendung der Theorie auf Astro- 
nomie und Mechanik so sehr erweitert und nebenbei mit den ele- 
gantesten analytischen Entdeckungen so glänzend bereichert, dass 
sich diese Zeit nur mit jener vergleichen lässt, welche auf die 
Entdeckung der höbern Analysis folgte; und wie damals, beküm- 
merte man sich auch jetzt weniger um die Principien, vielmehr war 
man eifrigst beschäftigt, die schwierigsten Untersuchungen, wenn 
auch nur einen kleinen Schritt, weiter zu fördern. Nachdem sich 
jedoch dieses Drängen etwas beschwichtigt hatte, kehrte man zu einer 
ruhigen Prüfung der gewonnenen Resultate zurück, und wiederum 
war es ein französischer Mathematiker, der Bahn brach. Cauchy, 
Professor an der polytechnischen Schule in Paris, stellte zuerst in 
dem Cours d'analyse algebrique, Paris 1821, eine umfassende Theo- 
rie über die Kennzeichen der Convergenz und Divergenz der 
Reiben auf, nachdem Lagrange durch die Bestimmung des Fehlers 
bei der Taylorschen Reibe, wenn dieselbe bei einem bestimmten 
Gliede abgebrochen wird, den Ton hierzu schon früher angestimmt 
hatte. Mit derselben Schärfe und Gründlichkeit entwickelte darauf 
Cauchy das Princip der Differentialrechnung in seinem Resume des 
leeons sur le calcul infinitesimal, Paris 1823, welches Werk im 
Jahre 1829 unter dem Titel: Leeons sur le calcul diffe>entiel, in 
einer neuen Auflage erschien. „Mon but principal , sagt der Ver- 
fasser in der Vorrede zu letzterer Schrift, a ete de concilier la ri- 
gueur, dont je m'etais fait une loi dans mon Cours d'analyse, avec 
la simplicite' que produit la considlration directe des quantitls inti- 
niment petites. Pour cette raison, j'ai cru devoir rejeter les de?e- 
loppements des fonctions en series in Ii nies, tontes les fois que les 
series obtennes ne sont pas convergentes. II en resulte, par exem- 
ple, que la formule de Taylor ne peut plus etre admise com ine ge- 
nerale, qu'autant qu'elle est reduite ä un nombre fini de termes, et 
complltei: par un reste." 

Mit Recht hat nach diesen Vorgängen der neuesten Zeit der 
grüsBte Theil der Mathematiker den Versuchen, das Princip der 
Differentialrechnung durch den Begriff der Gränze fest und sieber 
zu begründen, seinen Beifall nicht versagt, denn nicht allein er- 
lriebt es die geschichtliche Forschung, dass sich ailmählig aus der 
Exhaustionsmethode der Geometer des Alterthums die Differential- 
rechnung herangebildet hat, und dass dieselbe nach dem Sinne ihrer 
Erfinder am sichersten auf die Lehre von der Gränze basirt wird, 
sondern die Gränzmetbode hat auch , wie' kein anderes Verfahren, 
allen streng wissenschaftlichen Anforderungen genügt und allen 
Angriffen Trotz geboten; nur der einzige Vorwurf ist ihr gemacht 
worden, als sei sie für Anfänger zu dunkel und zu schwierig, um 
als Fundament der höhern Analysis zu dienen, das nicht genug auf 
das lichtvollste und klarste dargestellt werden könne. 
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Uebungsaufgaben für Schüler. 



(Schilifts.) 
12. 



Die Oscillationsgescbwindigkeit v eines geradlinig bewegten 
Aethertheilchens und sein Abstund vom Rubepunkt lässt sich unter 
der Voraussetzung, dass die auf das Theilchen wirkende Kraft der 
Elastizität der Entfernung vom Rubepunkte proportional sei, durch 
einfache Hülfsmittel finden. 

Ist in der Entfernung 1 die Kraft der Elastizität = E, die 
Entfernung vom Ruhepunkte = .r, die grösste Ausweichung vom 
Rubepunkte, um welche das Theilchen beim Anfange der Bewe- 
gung entfernt ist, = a — & = X , und wird X in n gleiche 
Theile getheilt, so ist die Kraft / welche das Aethertheilchen an 

X X 
der Stelle (a — iw— ) anregt, = E . (a — aw— ). Wird nun ange- 

X 

nnmmen, dass in jedem Räume — eine gleichförmig beschleunigte 

X 

Bewegung stattfinde, die erst im nächsten Räume — dem Abstände 

vom Ruhepunkte proportional sich ändert, aber in einem solchen 
Räume constaut bleibt, so ist 

X X 

v m . v M — V( m -i) . tv«-i) = 2 E(a — /».—).—. 

Legt man jetzt m alle Werthe von m= \ bis m = n bei und ad- 
dirt die erhaltenen Gleichungen, so bleibt 

V n : V n = 1E\,M - ^±^L = E . [2 „ (1 X. 

Soll die Bewegung eine continuirliche werden, und bezeichnet 
v die Geschwindigkeit, so wird 

v* = E(2a — X) . X = E. (a + a — X) X = E(a a?) (a — x). 

Setzt man nun a:=a cos &, so erhält man v=\/E.a sin # 
u. s. w. •) 



•) S. Bohnenberger's Astronomie S. 403. 
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Zwischen zwölf beliebigen Grössen 1 die wir im Allgemeinen 
durcb «, d\ d"\ b^ //, b" y //"; c\ r", c'" bezeichnen wollen, 
findet immer die folgeudc Relation Statt: 

(ab' — db) (d'V" — a"'b") 
4- — l/c) (£V" — b'"c") 
-f- (cd — cd) (c"d" — c"'a'') 

= ( aa " + W -h cc") (dd" -f- Ä '//" 4- r V" ) 
_ («V + W -f- c'c") (*«'" er"). 

Für a = a' i bz=zb'\ c = c" und «' = «"', b' = b'\ c' = c" 
gebt diese Relation in folgende über: 

(ab' — db) 2 -\- (bc' — b'c) 2 -f- (cä' — cd) 2 
= (a 2 -\-b 2 -\-c 2 ) (d 2 -§- //* C' ) — (ad -+- W rr') a . 

Man soll die Richtigkeit der obigen allgemeinen Relation zwi- 
schen zwölf Grössen beweisen. 



Aufgaben und Lebrsätzc. Von Herrn Professor Dr. Oett Ni- 
ger zu Freiburg i. B. 

1) Ein Dreieck zu bilden, wenn ein Winkel, die Linie, welche 
eine der ibm anliegenden Seiten, und die welche die gegenüber- 
stehende Seite in zwei gleiche Theile tbeilt, gegeben ist. 

2) Ein Dreieck zu bilden wenn ein Winkel und die Linien, 
weiche die beiden anliegenden Seiten in zwei gleiche Theile tbei- 
len, gegeben sind. 

■\) Ein Dreieck zu bilden, wenn ein Winkel, die gegenüber- 
liegende Seite und die Linie, welche eiue der anliegenden Seiten 
in zwei gleiche Theile tbeilt, gegeben ist. 

\) Ein Dreieck zu bilden, wenn die Linien, welche die drei 
Drcieckssciteu in zwei gleiche Theile thcilen, gegeben sind. 

Nennt man die Höhen, welche den drei Drcieckssciteu (*,, 
* 3 , #,) zugehören, der Reibe nach h 2 , /i 3 , die Linien, welche 
die drei Seiten in zwei gleiche Theile thcilen, der Reihe nach t x% 
t 2i so gelten folgende zwei Lehrsätze für die Ableitung der 
Höhen uud Halbirungslinien von einander, 

t*\ , _ \/\(t,+t 2 +t 3 ){t l -+.t 2 -t 3 )(t x -t 2 +t 3 )(-l l -+-t 2 + t s )\ 
*~~ [/(2tS -t-2t 2 * — t 2 *) 

/ v K<.-t-*»-M»)(*i -Mt — < 2 -M 3 )(-*,-M»-H,)l 
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mmmm \ \ 11 1 11 1 I 1 1 1 

, VCai.M.'+aW-W) 

, _ l/(a>,'V-HW-A,»V) 

Diese Sätze reihen sieb an die schon bekannten, welcbe für 
die Ableitung der Höhen und .Seiten von einander gelten, an. 



Aufgaben von dem Herrn Professor Dr. G. J. Verdam zu Leiden. 

1. Tous les triangles spheriques, ayant m£me base et mime 
aire, ont leurs sommets dans la circonterence d'un petit cercle, 
passant par les deux points, opposls aux extre*mit£s de la base. 
Ed outre, le petit cercle, passaut pur les extremites de la base, et 
ayant son centre, diam&ralement oppose au centre du premier pe- i 
tu cercle, jouit de la meme proprio. 

Cette proposition n'est pas nouvelle; on lu trouve dans quelques 
Traites de Trigonometrie sphlrique et de Geometrie analytique. 
Mais pour trouver le centre du premier petit cercle, on a cette 
- (Instruction. Menez un arc de grand cercle, perpendiculairement 
par le milieu de la base. Le triangle etant, en gene>al, sealene, 
cet arc coupera un des cötes, adjacents a la base, et sera coupe 
par le prolongement de l'autre. Du milieu de cet autre cote. de- 
crivez, avec un rayon, soustendant le quart d'un grand cercle , un 
arc coupant le prolongement de Tarc perpendiculaire. Le point 
d'intersection sera le centre cberche. 

. > 

2. Tous les triangles spheriques, ayant mime base et mime 
perimetre, ont leurs sommets dans la circonference d'un cercle, 
dont le centre se trouve au milieu de la base. Si la somme des 
deux cutes est egale a deux angles droits, ou plutot egale a une 
demi circonterence. le lieu des sommets sera evidemment un grand 
cercle de la spbere. 

3. Qu and on joint les milieux des cot »'s oppose*s d'un te- 
traedre regulier ou irre^ulier, les trois dioites, ainsi menees, se 
couperont en un meme point, qui sera |le centre de gravite" du te*-, 
traedre. Si le tetraedre est regulier, les dites droites se coupe- 
ront perpendiculairement au centre de la spbere circonscrite; 
mais cette derniere proprie*te* a Igaleinent lieu pour le tetraedre 
demi -regulier, dont les pluns sont des triangles egaux et scmbla-- 
bles, quoique non equilateraux ou re*guliers. 

4. Un quadrilatere plan, dans lequel on a mene les deux dia- 
gonales, pouvant etre considere* comine la protection d'un quadri- 
latere gauche, ou d'un tetraedre soit pyramide triangulaire, on 

TheilU. ' U 

' ■ 

/ 
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aura aussi cette proprio „que leg droitee, passant par les milieux 
„des cot es opposds et des deux diagonales d'un trapezoide se 
„couperont en un m^me point." On le demontre immediatemcnt 
cn partant du theVeuie connu „que les droites, qui joigneat 
„les cAUt adjacents d'un trapezoide, forme ut un pa- 
rallel o gram me." De la on pourroit nussi remonter a la de% 
monstration de la proposition prere<lente. 

• 

* • < 



XXII. 

M i s c e 1 1 e ii. 



Auszug aus einem Briefe des Herrn Professors Dr. G. J. Verdau 

an der Universität zu Leiden. 

Leide ce 23. Jauvier 1842. 

Des que votre Journal estime, Arebiv für Mathematik uod 
Physik, puroissoit, je me proposois de vous offrir, de tenips en 
temps, quelques notices matheinatiques. Mes nombreuses occupatioas 
ont toujours empeche' de satisfaire ä ce voeu, et peutetre j'aurois 
encore ditfere de vous adresser cette lettre, si la lecture de votre 
Journal n'avoit pas fixe' mon attention sur un point, lequel me 
sembloit bors de doute dans PHistoire des Matbematiques , et qui 
regarde Pbonneur de priorite* d'un celebre Mathlmaticien Hollandais 
du 17. Siecle. J'ai en vue le probleme connu de trigonotn&rie, 
pour trouver la position d'un point, du quel on obaerve 
les angles entre trois objets eloignls, dont les distan- 
ccs mutuelles sont connues. La premiere idee de ce probleme 
est due a Willebrordus Snellius, Geometre Hollandais, ne* a 
Leide en 1591, et denuis 1613 jusqu'en 1626 (l'annee de sa mort) 
Professeur de Matbematiques a PÜniversite* de cette ville. II 
est connu que parmi ses travaux scientifiques on distingue la me- 
sure d'un degre du meridien de Leide, par une triangulation qu'il 
fit entre les villes d'Alcmar et de Bergen op Zoom, dont la 
difference de latitude tut trouvee de 71} minutes. 11 a de*crit les 
details de cette Operation geodesique dans un ouvrage (aujourdbui 
tres rare), intitule ,,Erato st Ii e n es Bntavus de Terrae ambi- 
„tis vera quantitate, a Wiltebrordo Snellio, Jtd iwv f£ 
„anomiiitdzwv fKigovaatv diojngujv , suscitatus. LUgduni Ba- 
tavorum. CI3I3CXVU. ! ! A la page 165 de cet ouvrage on re« 
connoit la premiere trace de ce probleme, mais c'est dans le cha« 
pitre X, qu'il dit düfinitivement. „Domüa meae distantiam 
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„a Turri curiae Leide nsis ideo adeo sol I ici te investigavi, 
„ut tanto facilius cönjecturam caperera de locis obser- 
„vatiooum Alcmariae et Bergae ad Zoaam, et ad eam 
„rem Theorema sei tum excogitavi, cujus usus in patriä 
„nostra deinceps permagnus esse possit, cum totillu- 
„strium locorum intervulla tarn accurate gint cognita!!" 
Et ä la page 203 il euonce soo probleme eo ces verbes „Tri um 
„locorum intervallis inter se datis, quarti distäntiam ab 
„ommibus, ttnicä Statiotte, defini're." 11 donne, en premier lieu, 
la Solution grapln'que de ce probleme, par l'intersection de deux 
segoiens de cercle, capable chacun d'un des deux angles, observös 
dans la Station. En second lieu il donne une Solution trigonome- 
tri que, en faisant usage des triangles rectangles, que Von obtient, 
en abaissant, des centres des cercles decrits, des perpendiculaires 
sur les cot es du triangle donne et sur les cordes, qui vont de la 
Station aux points observls, c'est a dire aux angles de ce triangle. 
Ensuite il donne de sa Solution le calcul nume>ique (sans employer 
neanmoins des logarithmes, dont l'invention £toit a peine connue, 
ou desquelles il n'existoit pas encore de table) pour un cas par- 
ticulier. 

II ne paroit ainsi justifie que la premiere id£e de ce probleme 
appartient tout a fait a notre Sn eil ins. et non pas a Pothenot. 
Dans tous dos Traites de Trigonometrie rectiligne ce probleme est 
distingue* de tout autre par l'epithete de Probleme de Snellius. 
J'ai cherche" dans le Wörterbuch de Klügel, — que vous avez 
continu^ et acheve* avec tant de succes, — dans l'espoir de trouver 
quelques reflexions ou notices historiques. relatives a ce fameux 
probleme; inain s je n'y trouve rien a cet e*gard. Enfin je prenois 
en mains le cours de Mathlmatique du celebre Ge'ometre Allemand 
Kästner, et dans le volume, intiiule. „Anwendungen der 
„ebenen Geometrie und Trigonometrie, erster Theil, 
„dritte Abtbeilung der mathematischen Anfangsgründe. 
„Göttingen 1790!!"*) je lisois, dans le Vorrede; pag. 4., ce 
qui suit: 

„So fand ich unlängst die Aufgabe der 51 Abhand. S. 393. beim 
„Willebrord Snellius „ Eratosthenes Batavus etc. etc. 
■ . ••••••*••••• 

„Also hat Nu eil ins diese Aufgabe sehr richtig trigonometrisch 
„aufgelöst, und Pothenot ist nicht der erste Erfinder von ihr, 
„hat aber vermuthlich von des Snellius Auflösung nichts ge- 
„wusst. Wäre Snellius dem Herrn de Montesson bekannt 
„gewesen, so hätte er vielleicht gesagt, — Snellius habe 
„Pothenots Methode gebraucht!, wie Cassini de 
„Thury sagt: Snellius habe zur Messung eines Grades eben 
„die Methode gebraucht wie die französischen Astronomen 
„(Me*moires de Paris 1748, pag. 123* s ), anstatt zu sagen: 
„die französischen Astr wie Snellius. Die rhe- 
torische Figur heisst, glaube ich, vmegov TtQonqovl !!" 



>) Es sind hier Kastners geometrische Abhaudlungen. T. I. geineint. G. 

*) On trouve cette expression de Cassini dans les Meinoiresde I'Aca- 
demie des sciences de Paris, pour les annees 1702 et 1718, et 
non dans le volume de 1748, ce qui est probablement une faute d'im- 
pression, au lieu de 1718. 

14- 
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Je me sentirai hotioreV, Mr. Le Professeur, si vous voulez fixer 
votre attention aux reflexions, que j'ai pris la liberte de vous adres- 
ser, <y encore plus, si vous voulez en faire mention dans votre 
Journal. 

Pcrmettez moi encore, a cette occasion, la remarque, que la 
Solution g^oinetrique des equations du second degre*, communiquee 
pur Mr. Le Professeur Mensin g dans le III. Heft. No. XXV. de 
votre Journal ne differe au fond d'une Solution pareille, deja 
donnee par Cagnoli dans son Traite de Trigonometrie. 
Chap. XII. 

* 

» 



Briefliche Mittheilung des Herrn Professors Dr. Gerling zu 
Marburg an den Herausgeber. 

Als eine der grossartigsten Einrichtungen zur Beförderung des 
mathematisch -physikalischen Unterrichts, welche in der neuern Zeit 
in Deutschland getroffen worden sind, verdient gewiss ein Bau be- 
zeichnet zu werden, welcher auf Befehl Sr. Hoheit des Kurprinzen 
und Mitregenten in Marburg ausgeführt, und mit dem Anfange 
des gegenwärtigen Winter -Semesters dem academischen Gebrauche 
eröffnet worden ist. 

Auf einem hohen Punkte ohnweit der Mitte der Stadt, die sich 
um den Schlossberg in langem Bogen herumzieht, wurde mim lieh 
ein älteres Staats - Gebäude , der sogeuannte Dürnberger Hof zu 
wissenschaftlichen Zwecken, und zwar namentlich für das seit vie- 
len Jahren hier bestehende mathematisch-physicalische In- 
stitut, ganz neu ausgebaut. Das Institut erhielt in demselben den 
ersten Stock eingeräumt, und somit, unmittelbar neben einem ge- 
räumigen Hörsaal, zur angemesseneren Aufstellung des physicali- 
schen Apparates vier Säle, welche nebst einem dazwischen liegen- 
den Zimmer, was zu gewissen Versuchen verdunkelt werden kann, 
durch Flügelthüren mit einander verbunden sind. Sie stellen so 
eine Länge von 150 Fuss dar, und verstatte n also manche Ver- 
suche in geschütztem Raum anzustellen, welche man sonst nur im 
Freien würde vornehmen können. 

Zugleich ist dadurch auch die Gelegenheit gegeben , dass ein 
grosser Theii des Apparats an seiner bleibenden Stäte benutzt 
werden kanu, ohne dass er, wie sonst üblich, dazu jedesmal in das 
Auditorium geschafft zu werden braucht. 

Ueberdies sind neben diesen Sälen noch zwei Arbeitszimmer 
eingerichtet. Man hielt nämlich bei dem Plan den Gedanken fest, 
dass nach dem gegenwärtigen Zustand der Wissenschaft es durch- 
aus nicht mehr ninreicht, dass der Studirende die Vorlesungen be- 
suche, sondern dass ihm vielmehr auch Gelegenheit gegeben wer- 
den sollte, sich in eigenen Arbeiten zu üben. — In diesen Arbeits- 
zimmern ist nun auch einstweilen der Apparat für die praktische 
Geometrie in Schränken untergebracht. Auch werden sie von 
denjenigen Studirenden benutzt, welche sich Apparate zeichnen 
wollen. 

Im Erdgeseboss hat das Institut Werkstatt uud Schmiede, im 
oberen Stock ist die Amtswohnung. 
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Wenn das bisher erwähnte schon eiüe namhafte Verbesserung 
und Vervollständigung des Instituts genannt zu werden verdient, 
so ist dagegen noch Mehreres neu hinzugekommen was bisher der 
Universität ganz fehlte. 

Es ist nämlich unmittelbar mit dem Haupt - Gebäude ein Thurm 
verbunden , der in einer Höhe von 80 Fuss vom Felsengrunde sich 
erhebt, und auf seiner ebenen Fläche einen Pavillon als Local für 
astronomische Beobachtungen mit beweglichen Instrumenten dar- ' 
bietet. Freilich kann dieser Einrichtung, vom Standpunkt der heu- 
tigen Astronomie aus, der Name Sternwarte nicht beigelegt 
werden, insofern man damit eine Anstalt bezeichnet, die auf die 
Ausbildung der Wissenschaft selbst anzweckt. Wohl aber ist durch 
diesen Thurm der Zweck vollständig erreicht, dass von nuu an 
der Marburger Studirende, in den Vorlesungen über Astronomie, 
das was er hört auch praktisch belegt sehen, und selbst üben kann. 

An Instrumenten enthält dieser Thurm bis jetzt: Ein tragbares 
Passagen. Instrument von Ertel uebst Uhr, einen Chronometer von 
Kessels, ein tun flüssiges F ra u en h o f er sches Fernrohr, einen 
desgleichen Cometensucher, eine parallactische Maschine mit drei- 
füssigem Fernrohr und einige kleinere Werkzeuge. Zugleich ist 
der Thurm in der Mitte ganz durchbohrt, so dass für alle nhysica- 
lischen Versuche, welche eine grössere Höhe erfordern als uie Zim- 
mer darbieten, eine freie Fallhöhe von 80 Fuss zu Gebote steht. 

Endlich ist auf dem höchsten funkt des Schlossbergs in einer 
geradlinigen Entfernung von nicht ganz 160 Ruthen ein ringsum 
ganz freistehender Pulverthurm zum meteorologischen Thurm her- 
gestellt, der jetzt auch im Bau vollendet, nächsten Sommer seine 
innere Einrichtung erhalten wird; somit also auch in dieser Hin- 
sicht dem Institute eine grössere Wirksamkeit gesichert. 

Bei dem bekannten, und namentlich schon gelegentlich der 
magnetischen Beobachtungen bewiesenen, Eifer der Marburger Stu- 
direnden, steht zu erwarten, dass diese neue wesentliche Verbesse- 
rung des Instituts von ihnen gründlich benutzt und somit der 
Zweck der Kurhessischen Staats- Regierung, welche dieselbe ver- 
fügte, recht vollständig werde erreicht werden. 



Bemerkungen und Aufgaben von Herrn Sc her 1 in g, Lehrer 
am Gymnasium zu Lübeck. 

Bezeichnet \ den Zinsfuss (d. h. die Zinsen vom Kapital =1), 
k das Kapital, k„ den künftigen Werth desselben nach n Jahren 
bei zusammengesetzten Zinsen, und setzen «wir 1 + $ = *, so hat 
man, wenn jährlich die Summe r zugelegt wird, 

I. = + y 

und, wenn jährlich die Summe r weggenommen wird, 

r 

II. k n = k%» — — (%» — 1). 

1 
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Um I. zur ununterbrochenen logarith mischen Berechnung taug- 
lich zu machen, nehme man 

**=**" P + & 0 -3* 

setze, da % ^> 1 ist, (1) sin y=:|/~; so erhält man 

* n = Zr*»[l-t-p(cos 9)*J. 

Nun setze man ferner (2) tg ip — cos <p \/^y 80 erhält 

k„ = kx»(l (tg y) a )=X?*" (sec 9)* 

oder (3) k„ = a —35 * 
x ' (cos \&) 2 

II. lässt sich nur dann auf diese Weise zur ununterbrochenen 
logarithmischen Berechnung tauglich machen, wenn die jährliche 
Wegnahme die Zinsen des Kapitals nicht übersteigt. Unter dieser 
Voraussetzung nehme man wieder, wie vorhin, 

(1) sin 5p = |/^ 

so erhält mau k„ = &x n [l — -j (cos 9)*]. Da nun unter der ge- 

machten Voraussetzung ganz gewiss g (cos 9) 1 <1 ist, so nehme 
man 

/ 

(2) sin tp = cos 9 

und erhält dann 

(3) k„ = kss n (cos t/>)*. 

Nennt man ferner k die Mise und r die jährliche Rente, so 
hat man 

. 9'(z n 1) 

zur Bestimmung der Mise III. /.• = — — • 

zur Bestimmung der Rente IV. r = ° , . 

Um diese Ausdrücke zur logarithmischeu Berechnung tauglich 
zu machen, nehme man 



Setzt mau uun (1) sin y=|/^, so erhält mau 

(2) k = l (cos 9)'. 
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Ferirer tonne man IV. io um: 

Ö. 



Nimmt man nun wieder (1) sin y = J/~, so erhält man 

(2) r== —iL 

(cos f)* 

Aufgabeu über das rechtwinklige Dreieck, durch 
Algebra lösbar. 

Die beiden Katheten sollen a, A, die Hypotenuse c, und das 
von der Spitze des rechten Winkels auf die Hypotenuse gefällte 
Perpendikel soll // heisseo. 

1) b und c zu bestimmen aus a, h. 

Man bestimme die l'rojectionen der beiden Katheten auf die 
Hypotenuse einzeln und addire die Resultate, so erhält nun 

c ss 7-7=1 , und uns ab=c/i bestimmt sich b. Beide Ausdrücke 

sind bequem zu construiren. 

2) tt y b, c zu bestimmen aus // und c : bzzzm : n. 

b ist ein geometrisches Mittel; davon ausgebend, gelaugt mun 

tufi 

zunächst zur Bestimmung von b = ~» worauf sich c und a 

bestimmen lassen. 

3) Aehnlich ist die Aufgabe : aus h und b, : h = m : n die andern 
Stücke zu bestimmen. 

i) Aus a±b = s und h die andern Linien zu bestimmen. 

Mau quadrire a ztz b z= so bekommt man C in die Gleichung, 
worauf man zu beachten hat, dass ab=.c/t: das Resultat giebt 

c = // z*= l ji '- /i 2 . Es ist klar, dass iu beiden Fällen nur 
das Zeichen -+- vor der Wurzel gebraucht werden kann. 

5) Aus a + — und c die übrigen Linien zu bestimmen. 

Man verfahre zunächst, wie vorhin, mache daun_« zur ge- 
suchten Grösse, so lindet man a = .'(* =fc l/3* a — 2c*), woraus b 
und // zu h stimmen sind. 

6) Aus a — b = d und c die übrigen Linien zu bestimmen. 

7) Aus v-\- a~x und b die Linien zu bestimmen. 

Mau verfahre auf ähnliche Art wie in 5., elimiuire c, so he- 
s z _ h% 

stimmt sich «== — g — 

8) Aus r - a — d und £ dieselbe Bestimmung zu machen. 



Kurze und einfache Ableitung der ganzen cbeuen 
Trigonometrie aus den beiden Eigenschaften des ebe- 
nen Dreiecks, dass die Summe der drei Winkel 180° be- 
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trägt, und dass sich die Seiten wie dieSinus der gegen- 
überstehenden Winkel verhalten. Vom Herausgeber. 
Weil nach den beiden genannten 



lt sin C" c" sin C~~ ~c 
und sin .4 = sin (B -+-C) ist, so ist 

o «i" (ß-hC) sin ff b_ 

sin C — c » sin C c ■ 

und folglich 

3 ,in (^-f- ff) -4- sin ff g + ^ sin (ff -4- C) — sin ff q-A 

sin C e ' sin C "~ c ' 

Zerlegt man nun die Zähler der beiden Brüche auf den linken 
Seiten der Gleichheitszeichen in Factoren, und setzt zugleich 

sin <7=2sin {C cos |C, 

•o erhält man 

■ sin {B + jC) _ a+-b cos (B-t-\C) a — b 

sin \C — .c ' cos ±C c » 

und folglich 

5 «in (ff-f- jt')-+-sin 4c 2sin j(B-j-C) cos jff a + ^ + c 

sin ±C sin |C c ' 

6 sin (ff-h jC) — sin _ 2cos j(ff + C) sin \B " g-\-h —c 

sin sin W c ' 

m cos (ff-j-^Q-j-cos 2cos ^(jg-f-C) cos $B g-t-c — 6 

cos \C " COS ±t* c ' 

8 cos (B-j-jC) — cos 2sin Kff-4-C) sin jff b + c-a 

cos $C cos c ' 

oder, weil 

sin £(Ä-r-C) = cos l.df, cos i(Ä-t-C) = sin ^ 

ist, 



9. 


cos cos J B 
sin 


2c? 


- c 


10. 


sin sin \B 




c 


sin $C 


2c 


> 


11. 


sin \A cos 4/? 

cos 


fl + c- 

2c 




12. 

< 


cos \A sin A// 
cos \C 


A-f-C — 

2c 


a 

• 



/ 

Durch Addition von 9. und 10. und durch Subtraction von 11 und 
12. ergiebt sich 

13 cos \{A — B) _ « + b sin 4Q4--ff) a — b 

sin 4C c ' cos & — c 9 

woraus ferner durch Division 
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14. tang \{A — B) tang \C=z - 



15. taDg\|(^-Ä) = !L* cot , C 



uder 



folgt. 

Aus 10. und 11. und aus 0. und 12. folgt durch Multiplicatiou 

l(j si " i^ 2 sin B _ (g-i-c — l/) (g+-h — c) 
sin C *c 2 ■ 

cos ^» sin ff (g^-A-j-c) (A-j-c — a) 

sin C """* 4c* * 

also, weil 

sin /? _ h 
sin 6" c 



18. sin \A 



19. cos \A = 
uud folglich durch Division 











4Z»c 


> 


r (/*-4- A-f- 


■ c) (Ä-f-C- 






Kbc 


> 






— 



uud durch Multiplicatioo 

21. sin A=~ ( \ / {a-\-b-\-c) (b-\-c — d) (a+c-^) { a +b-\-c). 
Ferner ergiebt sich aus 18. und 19. leicht 
22. co. = * + + 



23. sin IA* = 



a 2 — (A — c) 



2 



5 



also, wenn man die zweite Gleichung von der ersten subtrahirt, 
nach einer bekannten goniometrischen Formel, 

C0S ^= 4fc ' 

woraus mau nach gehöriger Entwickelung sogleich 

24. cos A — — ——. 

2bc 

erhält. 

Aus 4. erhält man auch leicht die beiden Gleichungen 
25. (a-h&y sin |C*-f-(« — (,)* C os \C* = c* 

und 
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i 

Setzt man in der letzten Gleichung zuerst 
cos (Ä-f-jC')» = l-sin + 

duüü 

sin }C) a = l — cos 

so erhält man 



27. sin (B-\-\C)* = 



28. cos (B + \C)*=— 



(^-z) 2 -(: 



und hieraus 

29. taug (B-\-\Cy = ■ * . 

Nach leichter Rechnung erhält man aber hieraus ferner 

30. siu {B + IC) = c - *L& ±£=*>, 

31. c „ s(Ä+i c )= ^*V / <i+S^5ÄEI) ) 

wobei man zu bemerken hat, dass wegen der zweiten der beideo 
Gleichungen 4. die Grössen a — b und cos (B-\-\C) immer gleiche 
Vorzeichen haben. Aus 30. nnd 31. folgt endlich durch Division 



32. tang (B + W = ^rbV (a + b- h c)ia- h b-cy 

Wenn man den Winkel C des Dreiecks ABC durch eine gerade 
Linie halbirt, so wird man sogleich die geometrische Bedeutung 
des Winkels // -f- \C erkennen. 

Dass im Obigen eine vollständige Abhandlung der ebenen Tri- 
gonometrie enthalten ist, wird man sogleich übersehen. Von der 
gewöhnlichen Entwkkelung der obigen Formeln unterscheidet sich 
dieselbe dadurch, dass man hei der ersteren von der Formel 24. 
ausgeht, und diese Formel mit Hülfe einer Construction , bei der 
bekanntlich mehrere Fälle zu unterscheiden sind, beweist. Bei der 
obigen Entwickelung gelangt man zu dieser und zu allen zur Auf- 
lösung der Dreiecke nöthigen Formeln , wenn man nur erst den 
Satz, dass sich die Seiten wie die Sinus der gegenüberstellenden 
Winkel verhalten bewiesen hat, welche« bekanntlich äusserst leicht 
ist, auf rein analytischem Wege und durch ganz allgemeine Schlüsse, 
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weshalb ich der obigen Metbode vor der gewöhnlichen den Vor- 
zug geben möchte, da dieselbe überdies sehr leicht and mit sehr 
geringem Zeitaufwand* zum Zwecke führt. 



Nouvelle batterie galvanique. 

(Academie des sciences de BruxeJles. Seatice du 6 Fövrier 1841.°) 
M. M. Crahay et Quetelet tont Un rapport favorable sur uue 
uuuvclle batterie galvanique, preaentee dans une prece'dente seance 
par M. J. A. Van Nelsen de Maestricht. Cette pile revient pour le 
t'ond a la modification apportee par M. Faraday ä la pile de Wolla, 
ston, si ce n'est que M. Van Nelsen emploie, pour separer les 
cuivres des couples successifs, des carreaux de verre au lieu de 
papier verni dont M. Faraday fait usage dans le menie hur. En 
outre, M. Van Nelsen a adopted le zinc amalgame*. Comme les re- 
sultats qu'il en a obtenus, depuis deux aus qu'il en fait usage, 
sont trea satisfaisants, et que cette pile produit, ä e^alite de nature 
et de grandeur des Clements, des effets plus Inergiques que ceux 
que Ton obtient des piles ordinairement employees, il ne sera nas 
sans utiJite d'en donner ici la description , et de faire connaitre 
quelques -uns de ses effets. 

Les ^lementSj cuivre et zinc, sont disposees ainsi que nous l'a- 
voos dits, comme dans la combinaison de Wollaston; c'est-a-dire 
que le cuivre, soude* au zinc dans chaque couple, va embrasser le 
zinc du couple suivant, de maniere a etre en regard avec les deux 
faces de cette plaque, mais sans contact avec eile. Elle differe de 
la pile de Wollaston en ce que les lames m&alliquea sont beaucoup 
plus rapprochees les unes des autres que dans cette derniere; elles 
se s'y trouvcnt qu'a deux miilimetres de distance, et sont mainte- 
nues ainsi par des morceaux de liege interposes entre les plaques 
de zinc et cell es de cuivre, tandis que les -plaques de cuivre des 
elements consecutifs sont Beparees par des carreaux de verre de 
meme etendue. que les plaques. Elle se distingue encore de la pile 
de Wollaston en ce que, au lieu de faire plonger chaque paire 
dans un vase particulier contenant de liquide acidule*, la pile entiere 
est immergee dans une seule auge continue, sans cloisons. Tous 
les couples sont places dans une espece de cadre de bois, soipneu- 
sement verni, dans lequel ils sont tacilement retenus, sans qu'il soit 
necessuire de les attacber par des vis a une harre de bois, ainsi 
qu'on est oblige de le faire dans la combinaison a la Wollaston. 
Cette disposition präsente encore l'avaatage de faciliter beaucoup 
le desassemblage des Zements. Les couples, reunis dans le cadre, 
sont descendus tous a I» fois dans le liquide acidule' renfcrme dans 
l'auge; on ajoute encore que les lames de zinc sont amalgamees 
avec so in. La pile que Fauteur construisit, il y a deux ans, con- 
siste en 10 couples, dont les lames de zinc out 11^ centimetres de 
longueur sur 8 de largeur. Celles de cuivre ont la meme largeur 
sur une longueur a neu pres double, pour se replier autour des la» 
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mes de zinc. Elles sont soudees aux laines de zinc du cuuple pre- 
cedent par un prnlongement Stroit. 

Ce petit instrumenta qui n'a qu'une Sectio n horizontale de 351 
centimetres carres, qui ne consomme que peu d'acide et une fort 
peilte quantite* de zinc, proiluit des effets tres Inergiques. Plonge' 
dans un melange de 60 parties en volume d'eau, une d'acide nitri- 
que et autant sulfiirique, il fait rougir le charbon de bois avec uoe 
lumiere dont les yeux peuvent difucilement supporter Feclat. Un 
Iii de fer de i millimetre d'lpnisseur sur 35 centimetres de lon- 
gueur rougit sur toute son etendue. Quand le fil n'a que 25 cen- 
timetres de longueur, il acquiert un haut degre* d'incandescence, et 
ne tarde pas a etre disperse en glohules. La de'composition de l'eau 
est op^ree avec une tres grande rapidite. 

Les deux batteries galvaniques que l'auteur a construites pour 
lTniversite Catholiqne, d'apres le plan de celle ci-dessus dexrite, 
mais sur une Schelle plus grande, offrent des effets proportionnes a 
leurs dimensions. Celle du cabinet de physique consiste en 52 
couples, dont les lames de zinc ont 16£ centimetres de largeur sur 
20 de hauteur. Par son moyen, un fil de platine de , 4 , , de milli- 
metre d'epaisscur Sur 45 centimetres de longueur, fut mis en inean- 
descence avec un eclat extraordinaire, et tomba en sept morceaux 
aux extremites desquels le me"tal fondu s'agglomeVa en ho u les. Uo 
fil d'argent de d'^paisseur sur 40 centimetres de longueur, rou- 
git fortement et tomba en fragments. Un fil de fer de 1""", 22 dV- 
paisseur sur 40 centimetres de longueur fut porte rapidement a la 
plus vive ignition, et se rlduisit en quatre morceaux dans lesquels, 
en plusieurs endroits, le fer fondu s'etait rainasse en gros globules. 
Lors de cette derniere expeVience la batterie avait deja travailM 
depuis longtemps et etait tres affaiblie. Au debut, on avait, afio 
d'exciter une etincelle, rapproche* jusqu'au contact les deux lames 
de cuivre qui servent de cooducteurs; les extremites rapprochees se 
sou deren t incontinent ensemble, au point qu'il fallut employer un 
certain effort pour les separer. 



< i 

i 

i 

In den Novis Commentariis Academiae scientiarum 
imperialis Petropolitanae. T. XV. p. 107 findet man eine 
ziemlich weitläufige Abhandlung von Lexell, welche die folgende 
Ueberscbrift führt: Solutio probleraatis algebraici de in- 
vestigatione numerorum continue proportionalem, quo- 
rum datur summa a et summa quadratorum 6. Im Eingänge 
dieser Abhandlung meldet Lexell, dass in Saundersons Alge- 
bra sich Auflösungen von Moivre für die beiden Fälle, wenn, vier 
oder fünf Glieder der geometrischen Reihe gesucht werden, be- 
finden, und dass Maclaurin in seiner Algebra solutionis quoddam 
specimen pro illo tantum casu auo numerus terminorum est impar 
gegeben, dass er selbst aber die Auflösung des allgemeinen Pro- 
blems: quo quaeruntur numeri quotcunque continue proportionales, 
datis eorum summa et summa quadratorum, nicht sowohl propter 
utilitatem ex hoc problemate redundantem, sondern vielmehr propter 




» * 
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tfifregia ista calculi subsidia, quae ad eius solutionem requiruntur, 
unternommen habe. 

In einem in meinen Händen befindlichen Manuscript hat Jo- 
hann Friedrich Pfaff sich die folgende noch weit allgemeinere 
Aufgabe vorgelegt: 

Wenn die Summe a von n Gliedern einer geometri- 
schen Reihe und d i e Summe b der rten Potenzen dieser 
Glieder gegcb'en ist: die Reihe zu bestimmen, d. h. ihr 
erstes Glied und ihren Exponenten zu finden; 
und hat zugleich einige, wie es mir scheint, sehr bemerkenswerthe 
allgemeine Gesichtspunkte angegeben, welche zu einer zweckmässi- 
gen Auflösung dieses Problems führen können. Indem ich den Le- 
sern des Archivs über die von Pfaff aufgezeichneten Bemerkungen 
im Folgenden einige Mittheilungen mache, möchte ich mir zugleich 
erlauben, dieselben zu dem Versuche einer vollständigen Auflösung 
des in Rede stehenden allgemeinen Problems auf dem von dem ge- 
nannten, der Wissenschaft leider zu früh entrissenen grossen Mathe- 
matiker vorgezeichneten Wege, und zu der MittheiTung derselben 
in dem Archive aufzufordern. 

Bezeichnen wir mit Pfaff das erste Glied der gesuchten Reihe 
mit &y ihren Exponenten mit y, so ist die gesuchte Reihe 

xy, ay*, a:y\ . . . dfj**-!? 

und nach den Bedingungen der Aufgabe haben wir daher die bei- 
den folgenden Gleichungeu: 

^(1 -t-y-f-y* -f-y' ■+• • . . -h = 

•»der 



1 — yl* \-yfr 



Erhebt man die beiden Seiten der ersten Gleichung auf die rte Po- 
tenz, und dividirt dann die erste Gleichung durch die zweite, so 
erhält man die folgende bloss noch die unbekannte Grösse y ent- 
haltende Gleichung: 

* 1 — y ' ' \ -yt*r— b » 
oder, wenn wir der Kürze wegen ^ = c setzen, 

(Lz^V-i (i-r):(i-r) _ c 

also nach einem bekannten Satze 

(lH-yH-y 3 + . . . -f- y M - 1 ) r - 1 (i+y+y + y' + . • -t-y- 1 ) 

= c\ l-H yf* -f- yW -f- . . . + y(*~W\ 

oder 

€'|l-f-y M -f-y^+...-f-y(-i^| 

- ( 1 ■+■ y + y* + . . . + y"- 1 )'- 1 (1 -f- y -f- y* -f- . . . 

Diese Gleichung, mittelst welcher der gesuchte Exponent y be- 
stimmt werden muss, ist offenbar vom Grade (r — hat aber 
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eine Eigenschaft, welche es möglich macht, sie auf einen niedrigem 
Grad zu reducireo. Bezeichnet man nämlich die Function auf der 
linken Seite des Gleichheitszeichens im Allgemeinen durch f{y), so 
dass also die obige Gleichung <Iie Form 

/(y)=o 

erhält, und setzt nun — für y, so wird diese Gleichung, wie man 
nach leichter Rechnung findet, 

m _ ft 

yir- IV* — v * 
Wenn aber überhaupt die Function 

f\x) = Ax» Bx«~* -4- f^"- 2 -f- . . .+£x 2 -t-$b*-hH 
eiuer Gleichung 

des »ten Grades die Eigenschaft hat, dass sie, wenn man — für % 
setzt, in übergeht, so ist jederzeit 

A = ü, J? = SÖ, u. s. w.; 

d. h. die vom Anfange und Ende gleich weit abstehenden Coeffi- 
cienten der Gleichung sind einander gleich, welches auf folgende 
Art leicht im Allgemeinen bewiesen werden kann. 
Nach der Voraussetzung ist für jedes x 

^2» -h -f- Cs"-2 h h g* 2 SBs H- 31 

und folglich filr jedes x, wenn man mit % n auf beiden Seiten muf- 
tiplicirt, 

A -+- Zfa -f- Cä 5 -f- . . . -f- ^«"-2 -h Sös»-* -4- Hx« 
= 2( -H 93* «+■ Oi* 2 + ß5»-2-h -f- 

also nach einem bekannten Satze 

A = 2, Ä = fc, C=€, u. s. w. 

wie behauptet wurde. * 

Daher hat auch unsere obige Gleichung, aus welcher der Ex- 
ponent y bestimmt werden muss, die Eigenschaft, dass die Cnefti- 
cienten der vom Anfange und Ende gleich weit abstehenden Glie- 
der einander gleich sind. 

Nun hat über schon Euler in den Commentariis Acade- 
roiae scientiarum imperialis Petropolitanae. T. VI. (M. s. 
auch Leonhard Eulers Einleitung in die Analysis des Un- 
endlichen. Aus dem Lateinischen übersetzt von Job. 
Andr. Christ. Michelsen. Tbl. III. Berlin. 1791. S. 13) ge- 
zeigt, dass solche Gleichungen, in denen je zwei vom Anfange und 
Ende gleich weit abstehende Glieder gleiche Coefficienten haben, 
sich immer vom (2/t-f- listen und vom 2»ten Grade auf den /iteu 
herabbringen lassen, worüber Folgendes zu bemerken ist. 
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Wenn die Gleichung zuerst vom (2*»-f-l)iten Grade ist, und 
also im Allgemeinen die Form 

j x 2»+i + Bx*» + . . . + -fr- AV« -fr- . . Bz-+- A = i) 

hat, so kann man dieselbe auch auf folgende Art darstellen : 

A(x2»+i+l) + B(x**-i + l)x-\-. . . 4-A'(s-fr-l)*«=0, 

und man kann also, weil bekanntlich überhaupt 



5+1 

ist, in die Function auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 
mit * -fr- 1 ohne Rest dividiren , wodurch man eine Gleichung des 
2*ten Grades erhält, in welcher, wie sich bei näherer Untersuchung 
zeigt, noch die vom Anfange und Ende gleich weit abstehenden 
(Glieder gleiche Coefticienten haben. Wenn sich also zeigen lässt, 
dass jede Gleichung des 2»ten Grades, in welcher die vom Anfange 
und Ende gleich weit abstehenden Glieder gleiche Coefficienten 
haben, auf den «ten Grad herabgebracht werden kann, so wird 
dies auch von jeder Gleichung des (2»-fr-l)sten Grades von der in 
Rede stehenden Beschaffenheit bewiesen sein. 

Cm aber zu zeigen, dass jede Gleichung des 2#»ten Grades, in 
welcher die vom Anfange und Ende gleich weit abstehenden Glie- 
der gleiche Coefficienten haben, auf den »ten Grad herabgebracht 
werden kann, verfährt Euler a. a. 0. auf folgende Art. 

Betrachten wir zuerst die Gleichung des vierten Grades 

* 4 -fr- Ax % -fr- Bx* -fr- Ax -fr-1 = 0, 

und denken uns dieselbe auf die Form 

(*»-*- ojs -f- 1) (*• -fr- ßx -fr- 1>=0 

oder, wie man nach leichter Rechnung findet, auf die Form 

(« -fr- ß) z » -fr- ( a ß -fr- 2)*» + (a -fr- ß)x -fr- 1 = 0 

gebracht, so haben wir zur Bestimmung von a und ß die beiden 
Gleichungen 

a-t-ß==A, aß + 2=B oder a + ß = A, aß=JB — 2; 

und nach einer bekannten Eigenschaft der Gleichungen sind folglieh 
u und ß die beiden Wurzelu der Gleichung des zweiten Grades 

v* —Ju-+- B — <1 = 0, 

• 

können also durch Auflösung dieser Gleichung gefunden werden. 
Hat man aber auf diese Weise a und ß gefunden, so erhält man 
die vier Wurzeln der gegebenen Gleichung des vierten Grades 
durch Auflösung der beiden Gleichungen des zweiten Grades 

*»-!-«* -fr- 1=0, * a +/fcs-f-l=0. 

Betrachten wir ferner die Gleichung des sechsten Grades 

*• -fr- Ax' -fr- ßx* -fr- Cx* -fr- Äi l -fr- Ax -fr- 1 = 0 

und denken uns dieselbe auf die Form 

(**-fr-a*4-l) (*»-fr-0*-f.l) (*»-fr-^*-f- 1) = 0 

oder auf die Form 
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+ (aß+*y + 3)*« 
+ (2a + 2ß-t-2 r + aß r )%'} =0 
+ (a? + «y + fr + 3)r 

•+- (a + ß H- r)* + 1 

gebracht, so haben wir zur Bestimmung von a, p\ y die drei Glei- 
chungen 

a + ß-{-y = A ) aß + ay + ßy+2 = B, 2a+2ß+2y+aßy=C 
oder 

. a -\-ß-\-y = A, a ß-\-ay-\-ßy=B — Z, ußy=C—2A' y 

und a, fi, y sind also nach einem bekannten Satze von den Glei- 
chungen die drei Wurzeln der Gleichung des dritten Grades 

u 9 — Au 2 «+■ (ß — 3)t# — C -f- 7LA = 0. 

Hat man aber durch Auflösung dieser Gleichung «, 0, y gefunden, 
so erhält mun die sechs Wurzeln der gegebenen Gleichung des 
sechsten Grades durch Auflösung der drei folgenden quadratischen 
Gleichungen 

-+-CUS-+-1 =0, * 5 -f-fc-f- 1 = 0, *»-f-y»-Hl=0.' 

Mehrere Mittheilungen zu machen, verbietet jetzt die Beschränkt- 
heit des Raums, üass aber die vorhergehenden Andeutungen zu 
vielfachen fernem Entwickelungen Veranlassung geben können, 
liegt deutlich vor Augen. Vorzüglich -würde es natürlich auf die 
Auffindung allgemeiner Gesetze ankommen, und zwar zunächst auf 
eine völlig allgemeine Entwickelung der Gleichung des »ten Gra- 
des, durch welche bei einer gegebenen Gleichung des 2// ten Grades 
die Hülfsgrösse // besimmt wird. Ohne Beweis giebt Euler a. a. 
0. die Coefficienten der neun ersten Glieder dieser Gleichung auf 
folgende Art an: 

i • * i . - . <* 

n(n-S) (» — 6) (n-7) 
1.2.3.4 

Auf jeden Fall scheint eine neue Untersuchung dieses Gegenstandes 
und der obigen Aufgabe über die geometrischen Reihen wünschens- 
wert!! zu sein. G. 
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XXIII. 

Untersuchung der trigonometrischen 
des geradlinigen Viereckes. 



» % 



Von dem 

Herrn Prof. C. A. Bretschneider 

in Gotha. 



• > 



§• 1. 



Sind in einei Kbene vier beliebige Punkte i#i B, C t D (Taf. III. 
gegeben, von denen nie mehr als zwei in derselben Ge- 
raden liegen, so wird der Inbegriff der sechs geraden Linien, 
welche durch diese Punkte gelebt werden können, ein vollstän- 
diges Viereck genannt, und die gegebenen Punkte Haupt- 
ecken desselben. Je zwei jeuer Geraden, welche keine Haupt- 
ecke gemein haben, heissen Gegenseiten des Viereckes, ihr von 
den Hauptecken verschiedener Durchschnittspunkt ein zugeordne- 
ter Punkt, und der in dem letzteren von den beiden Gegenseiten 
gebildete Winkel der charakteristische Winkel dieser Seiten. 
Es hat demnach jedes vollständige Viereck drei Paare von Gegen- 
seiten: AD und SC, AB und CD, und AC und BD; ferner drei 
zugeordnete Punkte J\ J\ G\ und drei charakterische Winkel: 
AED, AFB) und f/GD. Ferner sollen die drei Verbindungslinien 
je zweier der zugeordneten Punkte zugeordnete Seiten, das 
von ihnen gebildete Dreieck zugeordnetes Dreieck und die 
Winkel des letzteren zugeordnete Winkel genannt werden, 
während dagegen die durch die Hauptecken gehenden Geraden 
Hauptseiten und die von irgend zweien derselben gebildeten 
Winkel Hauptwinkel heissen mögen. Zwischen den Haupt - und 
zugeordneten Punkten oder Ecken findet übrigens der wesentliche 
loterschied statt, dass in den ersteren sich immer drei Hauptsei- 
ten, in den letzteren dagegen nur zwei derselben schneiden. 

Verbindet man die vier Hauptecken eines vollständigen Vier- 
eckes durch einen stetigen Zug, so dass keine derselben übergan- 
gen, aber auch keine zwei Mal berührt wird, so, lassen sich da- 
durch, in welcher Ordnung auch diese Punkte auf einander folgen 
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mögen , doch immer nur zwei Paare von Gegenseiten beschreiben, 
während das dritte Paar stets ausfällt. Kine solche vierseitige Fi- 
gur nennt man ein einfaches Viereck; die vier durch den ste- 
tigen Zug erhaltenen Hauptseiteu werden nun speciell Vierecks- 
sei ten, das nicht erhaltene Paar der Hauptseiten dagegen Dia- 

5 «Mittlen genaunt. Kndlicb heissen die vier, von je zwei Seiten 
es einfachen Viereckes gebildeten, Winkel speciell Vierecks- 
winkel; diejenige n acht Winkel hingegen, welche von einer Dia- 
gonale und einer Vierecksseite gebildet werden, mögen die Be- 
nennung Diagonalwinkel erhalten. 

§.2. 

• s Di« vollständigen Vierecke zerfallen nach Verschiedenheit der 
gegenseitigen Lage der Hauptecken in zwei wesentlich verschiedene 
Classen. Haben nämlich die Hauptecken eine solche Lage, dass 
jede derselben ausserhalb des von den drei übrigen gebildeten Drei- 
eckes liegt, (wie dies in Tat'. III. Fig. 1. der Fall ist,) so wird der eioc 
der zugeordneten Punkte, nämlich E, unmittelbar durch die 
zu ihm gehörigen Hauptseiten gebildet, die beiden andern dagegen, 
F und 6\ entstehen erst durch die Verlängerung jeder von bei- 
den zu ihnen gehörigen Hauptsciten, oder kürzer ausgedrückt: vun 
deu zugeordneten Punkten liegt nur einer innerhalb, jeder der 
beiden' anderen ausserhalb der vier Hauptecken. Haben dagegen 
die letzteren eine solche gegenseitige Lage, dass eine von ihnen 
innerhalb des von den drei anderen gebildeten Dreieckes liegt, 
(wie dies in Taf. III. Fig. 2. der Fall ist,) so muss, um die zugeordneten 
Punkte zu erhalten, von jedem Paare Gegenseiten nur die eine 
verlängert werden, so dass jeder dieser drei Punkte innerhalb 
zweier Hauptecken, aber zugleich auch ausserhalb der beiden 
anderen Hauptecken liegt. 

Sucht man jetzt die sämmtlichen einfachen Vierecke auf, welche 
in dem vollständigen Vierecke der ersten Classe enthalten sind« so 
bekommt mau erstens das gewöhnliche einfache Viereck, ABCDA y 
mit vier hohlen Winkeln, sodann aber zwei sogenannte über- 
schlagene Vierecke, ADBCA und AßBCA, mit zwei hohlen 
und zwei erhabenen Winkeln. Diese einfachen Vierecke sollen 
im Folgenden durch die Benennung: einfache Vierecke der 
ersten, zweiten und dritten Form unterschieden werden. Es 
ist bekannt, dass die Winkelsummc in den Vierecken der ersten 
Form 4 Rechte, in denen der zweiten uud dritten Form hingegen 
S Rechte beträgt. 

Werden dagegen auf gleiche Weise die einfachen Vierecke be- 
stimmt, welche in der zweiten Classe der vollständigen Vierecke 
enthalten sind, so werden zwar ebenfalls ihrer drei gefunden, 
Aß CDA, ADBCA uud ABB CA; allein sie sind sämmtlich nur 
von einer und derselben Form, indem jedes von ihnen drei hohle 
und einen erhabenen Winkel enthält. Diese neue Form, deren 
Winkelsumme jederzeit 4 Rechte beträgt, soll künftig als ein- 
faches Viereck der vierten Form bezeichnet werden. 

Sollen endlich die einfachen Vierecke nach dem Betrage ihrer 
Winkelsummen von einander unterschieden werden, so kann man 
die der ersten und vierten Form als Vierecke erster Gattung, 
die der zweiten und dritten Form hingegen uls Vierecke zwei- 
ter Gattung zusammenfassen. - 
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Die nachfolgenden Untersuchungen werden sich ausschliess- 
lich auf die vollständigen Vierecke erster Classc gründen, und so 
weit sie ein einfaches Viereck iu Betrachtung ziehen müssen, stets 
das erster Form zu Grunde legen. Die so entwickelten Formeln 
werden thcils die Vierecke der drei übrigen Formen unmittelbar 
umfassen, theils, wo dies nicht der Fall sein sollte, auf diesel- 
ben leicht übergetragen werden können/ Um endlich die Vor- 
zeichen in den Formeln hinlänglich bestimmen zu können, soll in 
der zu Grunde gelegten Coustruklion (Taf. III. Fig. 1.) die Haujitecke 
A 9 auf deren vorwärts verlängerten Schenkeln die zugeordneten 
Punkte F und G liegen, als erste E;ke angenommen und dabei 
festgesetzt werden, dass die Summe der Huuptwiukel BAD und 
BVD kleiner als 2 Rechte sei. 

Man führe nunmehr folgende Bezeichnung ein; 1) für die Sei- 
ten und ihre Verlängerungen und Abschnitte: 

AD — a, FD = a„ AB = b, Gß = b 2 

BC=a xy FCz=za„ CD=b„ GCz=zb, 

' AC=c, AE=c 2 

BD = c x , DE= Ct 

2) für die charakteristischen Winkel: 

AFB = A, tWI)=B, AED=C- 

3) für die Hauptwinkel: 

BADz=(ab) i ADC={ab x ), CAD = (ac) 

BCD=(a x b x \ ABC={a x b\ CBD = (a x c x ) 

d. s. w. so dass jeder Hauptwinkel durch die ihn einschließenden 
Seiten angedeutet wird; 

4) für die zugeordneten Seiteu und Winkel: 

GE=a, FE-=zß, FG — y 

GFEz=(ßy), FGE=(ay), FEG = (up). 

5) Ferner sollen die von drei Hauptecken gebildeten Dreiecke 
Hauptdreiecke heissen und ihr Flächeninhalt in nachstehender 
Weise bezeichnet werden: 

ABD= T ti ACD= T, 

BCBz=zT 2i ACB=T^ 

dagegen mögen die von zwei Hauptecken und einem zugeordne- 
ten Punkte gebildeten Dreiecke Nebendreiecke heissen und, da 
es ihrer 12 sind, durch ein T angedeutet, werden , dem die Haupt- 
seite, auf welcher das Dreieck steht, und die Nummer des zuge- 
ordneten Punktes in seiner Spitze beigesetzt ist; wobei man die 
Punkte F y G, E beziehungsweise als ersten , zweiten und dritten 
Punkt betrachtet. Demnach wäre z. B. 

15* 
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AED = T jÄ , ABF= T\b y BDG= T 2Cl u. s. w. 

C) Den Flächeninhalt des zugeordneten Dreieckes EFG wollen 
wir mit Ä bezeichnen; dagegen sollen die Flächeninhalte der iu 
Taf. 111. Fig. 1. enthaltenen einfachen Vierecke 

AB CDA =jF, ADBCA = F\ ABDCA = F» 

gesetzt werden. Mit Hülfe dieser Bezeichnungen und Benennun 
gen, deren Zweckmässigkeit sich durch das Nachfolgende recht- 
fertigen wird, können nunmehr die trigonometrischen Relationen 
des vollständigen Viereckes leicht unil übersichtlich entwickelt 
werden. 

Jede Hauntseite gehört als Vierecksseite zu zwei einfachen 
Vierecken, und als Dreiecksseite zu zwei Hauptdreiecken. Nun ist 
aber aus den Elementen der ebenen Trigonometrie und Tetrago- 
nometrie bekannt, dass jede Seite eines geradlinigen Dreiecks gleich 
der Summe der auf sie bezogenen Projektionen der beiden ande- 
ren Dreiecksseiten, und dass jede Vierecksseite gleich der Summe 
der auf sie bezogenen Projektionen der drei übrigen Viereckssei- 
ten ist, gleichviel von welcher Form das Viereck ist; also wird 
zuvörderst: 
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Werden diese 6 Gleichungen beziebunguweise mit aa x hb x cc % 
muJtiplicirt, so erhält man linker Hand die Quadrate der Haupt- 
seiten. Je zwei derselben addirt und mit einer entsprechenden drit- 
ten verglichen geben die Ausdrücke: „ 



i. 
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«' = bc cos {bc)-\-b x c x co« )-fr- ^, cos B — cc x cos C 
= b 2 -fr-c, 1 — 2ÄCj cos (bc x )^=b t 2 -§-<?• — 2£,r cos (£,c) 
= cos {bc x ) + b x c cos (ÄjcJ-f-^Ä, cos /I — rc, cos C 
z=zb* -\-c 2 — 2bc cos =: V -fr- 5 ~ Vß x c x cos^c,)] 

/>* = ff r cos (ac) -+- ff,r, ms (///J + rr, cos C — aar, cos A\ 
= a* -\- c x * — VLac x cos (ac x ) = -fr- c* — 2a, c cos 

Ä I a =«rc, cos (arcJ-f-Äj«? cos («,<:) -fr-rc, cosC — «a, cos 
= «' -fr-c* — lac cos{ac)z=za x * +c T * —2a x c x cos (a,*?,) 

r» = ab cos (ab) + a x b x cos -f- aa x cosA — hb x cos 

= a» -fr- h x * — 2a£, cos (a£,) = a t * -fr- b 2 — 2a x b cos (a^) 

Tj'rrzflr^, cos (<r£, ) -fr- a x ö cos -fr- aa, cos-^ — cos B 
= a* + b* — 2ab cos (a/>) = a, * -fr- b x » — 2«^, cos 

Demnach können jede zwei Gegenseiten auf drei verschiedene 
Arten aus vier übrigen Hauptseiten und den 6 von ihnen gebilde- 
ten Hauptwinkeln gefunden werden. Führt man endlich noch drei 
Uülfsgrössen J,tf 3 o*, ein, so dass man 

d x *z=bc cos(bc\+bc x cos (bc x )-{~b x c cos (b x c)+b x <i x cos^.c,)) 
6^ =ac cos (acy\-ac x cos (ac ,)-fr-» yC cos(a x c)-\~a x c t cos(a x c x )\ 3. 
S x 2 =ab cos(ab)-+-ab x cos(ab x }-\-a x b cos(a x b)-\-a x h x cos(a x b x )l 

hat, so ergiebt sich auch noch: 

6*=b*-i-b*—%M l cos ß = c*-+-c x 2 + '2cc x cos C\ 
J 2 * = c* -fr-r, a — 2ec x cos C-ö*-hfl, , -f 2 * ff i cos 4. 
ÖV + — 2««, cos ^^^»-f.^^-fr-2^, cos^J 

• 

w • '.§.5. ; • 

Die geometrische Bedeutung der Hüffsgrüssen o*, <?,<?, ergiebt 
Bich sofort, wenn man die Ausdrucke Nr. 4. constrnirt. Alan ziehe 
nämlich Taf. III. Fig. 3. aus der Hauptecke Zf die Gerade t( 
und verbinde D und S durch eine Gerade, so ist /JA=3 t . Zieht 
man ferner aus D die Gerade DMX^AC und verbindet // und M, 
so wird die Gerade B3f=ö* 2 i und macht man if) und 

/>/*# AB und verblödet C und /*, so ist die Gerade CPz=zS v 
Diese Constrnktioo zeigt erstens, duss die Hülfsgrösscn 6 x S z 6 t die 
doppelten Verbindungslinien der Mittelpunkte je zweier Gegenseiten 
sind, und zweitens, dass sie sich sämmtlich in einem und demsel- 
ben Punkte schneiden und gegenseitig hulbircn müssen. Bezeich- 
net man von den Winkeln, welche je zwei der Linien S X S % 6 % mit 
einander an ihrem gemeinschaftlichen Diircbschiiittspuuklc machen, 
diejenigen, die den Seiten a b c gegenüberliegen, beziehungsweise 
mit (S 23 ) (ö x 3 ) {S l2 ). so hat man noch: 
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» 

4«' =s — 2^, cos (o%.) 

4*' Ob*,» .+4,' -2oV, cos <o* IS ) 

4c» = J I a + rf a 3 — 2^(7., cos (<?,,) 

4a l ' = «J,'-|-d,*-*-2d 2 J, cos (J ai )| 

4£,»=<*i , -r-<*.*-r-2<? r <** cos ((?,,)' 

4c, +2*,*, cos (<*,,) 

Aus den bisher gefundenen Formeln ergeben sich nun durch zweck- 
mässige Verbindung derselben folgende neue Ausdrucke: 

Demnach ist in jedem vollständigen Vierecke die doppelte Summ, 
der Quadrate zweier Gegenseiten gleich der Summe der Quadrate 
der doppelten Verbindungslinien zwischen den Mittelpunkten der 
beiden anderen Paare von Gegenseiten. 
Unmittelbar ergiebt sich hieraus: 

— «i*-f-« fli -hii t +e 1 -4-#i fl 



o% 3 = a 3 -f-«, 3 — 6* — 

öS = a *-t-a x % + ö* + b x * — c* — c, 3 9 " 

2(c 3 -f- c, » + oV-|-2öV-r- J 

Jelcbes die bekannten von Euler gefundenen Sätze sind. Für 
ie verschiedenen hier vorkommenden Winkel ergeben sich fol- 
gende Ausdrücke: 

<J, 3 — bV = 4flr*, cos A, »,* — a % = d^d l cos (d 2t )\ 

— = 4M, cos B 9 V — & % — d t dt cos (o*,,)> 8.. 
ö*, 3 — d % *=\cc x cos C, e?, 3 — c* = cos (J, ,)) 

•*4-« 1 * = £ , -f-fl l *— 2er, cos C=c*-|-c 1 a H-2M 1 cos // 
£ 3 4- ^ 1 , = c*H-c 1 * — 2a«, cos^f =a 3 -f-«, 3 + 2cc, cos Cf 
c' + *,* 2^, cos /?= i cos^j 

0 = 00, COB ^f-f-M, cos Ä-f-cc, cos C 

Ferner erhält man durch Addition von (2) und (4) und gehörige 
Substitution aus (1) die Gleichungen: 



9. 
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«» -h<V J =t>* •+- e* -\-26 1 c l cos (Ä.c.) 

sss a H- r, 3 -+- V»c cos 
H-3£,c cos 

= + + 24c, cos 
+ öV=c* -r-^.c, cos (a x c x ) 

Ä»* -*-oV =<?i* +» 1 -f-2a», cos {a t c) 

= c* cos(ac,)| 

= «,*•+• V-l-S** cos(^) 
c,» -f-J,» =« a -|-6 t 9 cos 

rz:«, 3 4-6* -4-2aÄ, cos 

Sind daher die 9 Geraden aa l bö l cc l S l S z d t gegeben, so lassen sich 
aus je sechsen von ihnen immer zwei Huuptwinkel finden. Sind 
die Hauptseiten allein gegeben, so reichen diese hin, alle drei cha- 
rakteristischen Winkel zu berechnen; sollen hingegen die 4 Vier- 
eckswinkel irgend eines einfachen Viereckes gefunden werden, so 
in u ss ausser den 6 Hauptseiten auch noch eine der Grössen S und 
zwar diejenige gegeben seiu, welche zu den Diagonalen dieses 
Viereckes gehört. Demnach ist also z. B. 

2aa x Kaa v 

. cos// = 35 Uä - £ 4^/ 11 - 

cos 6 = 5— = — t— : — 

und 

«"(•*) = "^ZT cos(aJ,)= * ' 

« * 

cos («,*,)= -^t^ , c («,*)=-> ^ 1- 

u. s. w. 



12. 



§.6. 

Neben den in §. 4. unter Nr. 1« zusammengestellten Fundamen- 
talgleichungen giebt es aber bekanntlich noch eine zweite, in wel- 
cher die Sinusse der Winkel vorkommen, und die gewöhnlich un- 
ter der Form: 0 = » sin P-\-n sin Q-hp sin R für das Viereck, 
und m sin P=n sin Q für das Dreieck, dargestellt wird. Der 
Kürze halber sollen im Folgenden beide gleich 
werden; dies giebt die Ausdrücke: 
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a sin (ac l ) = b sin (&?,) = e sin C — a\ sin («,£») 

= c sin C — b x sin (Ä»cJ 

a sin (oc) sin (b x e)=sc x sin C — o, sin 

= e x sin C— £ sin (£c) 

a sin («£,) = £ sin (£,c) = £ sin B-\-a x sin 

= £ sin sin (£|Ci)\ 

« sin = c, sin (^r 1 ) = ^ I sin B-*-a x sin (a,£) 

==^j sin B-hc sin (£<?) 

6 sin («jÄ) = c sin (<*,<?) = « sin .^-f-^ sin (a,^) 

= « siu A-b-c, sin 

Ä sin (ab) = c x sin (*<?,) = «, sin A-\r b x sin («£,) 

■ 

. =a x sin J + c sin («c) 

Multiplicirt man diese sechs Gleichungen ihrer Ordnung nach mit 
den Grössen c x cb x ba x a t so erhält man durchgängig die Produkte 
je zweier Hauptseiten in den Sinus des eingeschlossenen Haupt, 
oder charakteristischen Winkels. Werden daher statt dieser Pro- 
dukte die entsprechenden Flächenräume gesetzt und zugleich die 
Bezeichnungen 

aa x sin A=1F"x 
bb x sin B = 2F' ( 14. 
cc x sin C = 2F ) 

eingeführt, so ergieht sich bei gehöriger Verglefichüng: 

1 F =T x + T % =T t +T<\ 
F' = T x — T 4 = T t — tA 15. 

F" = r, — r, = t 4 — tJ 

Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar, dass die Grössen 
FF'F" die Flächeninhalte der einfachen Vierecke erster, zweiter 
und dritter Form sein müssen , und ein Blick auf Taf. III. Fig. 3. 
giebt unmittelbar: 

.Dreieck BCP=zF" = %aa x sin A = tf % d t sin (<*,,)) 
Dreieck DCP=F' =\bb x sin fic^J, sin (<?,,)( 16. 
Dreieck DBMz= F =icc x sin Pss**,*, sin (<*,,)) 

Durch gehörige Verbindung der Ausdrücke in (14) und (15) findet 
man noch die Werthe: 

F -\-F ' =T l -{- T„ F — F'z=T 2 -\-TA 

/\ JP m +F*x*T t F**Tv F —F t = r a -f- r,> 17. 

, F>+F"=. T x - T„ F'-F"= T % - T 4 J 
ingleicheu 



Digitized by Google 



234 

%T x =:F-\-F'+F" 
. 2T, = F-h F' — F" l 
: • 2T 4 =F — F'-{~ F"\ 

2T % r=z F — F' — F" 

§. 7."' '"' , o 

Wie wir bisher Relationen zwischen den Seiten, ingleichen 
/wischen den verschiedenen Flächen räumen zusammengestellt haben, 
so lassen sich rtuch Relationen zwischen den verschiedenen Win- 
keln angeben. Zu dem Ende setze man: 

(ab) +(«Ä)=¥ 1 

(ac x ) — («,c) =ri//'| 19. 



- i 



21. 



so ist zuvörderst klar, dass, wenn ^^180° wird, tf/ und tp" ^0° 

werden muss, weshalb denn unter allen Umständen 

y-t-^'-f.i/,":=180 o (20) 

ist. Auch zeigt ein Blick auf Taf. III. Fig. 1., dass \fß die Summe 
zweier gegenüberliegender Hauptwinkel im einfachen Vierecke der 
ersten Form, 360° -f-t^' und 360° -t-tp" hingegen dasselbe für die 
einfachen Vierecke zweiter und dritter Form ist. Mit Hülfe dieser 
drei Winkel nun so wie der drei charakteristischen Winkel des 
Viereckes können alle 12 Hauptwinkel auf folgende Weise ausge- 
drückt werden: 

(ab)z=±(y-A+B)-W> 
(Mi)==i(¥ + ^--*)+90 o , 
(ab x ) = W»+i(-y + A + B)[ 
(a x b) = 270° — l (tff -f- A + B) 

W=w-«^+(?+n (bc)=i(B+c-tpr)-w 

(« lCl )=90 o -l(A+ (b x c x )^l(B+C+y") - 90° 

=90°.-HM— (Äc , ) = 90° -f- ^ ( — B-\- C+y") | 

(«r J c)=90°— £(— A-\-C+-q') y (Ä 1 c)=90° — »(^— C-hVO 

Bs sind daher allgemein in jedem einfachen Vierecke die vier Vier- 
cckswinkel bekannt, wenn die Summe zweier gegenüberliegender, 
und die beiden zu den Vierecksseiten gehörigen charakteristischen 
Winkel gegeben sind. Mit Hülfe dieser Ausdrücke lassen sich eine 
ungemein grosse Masse von Relationen zwischen den einzelnen 
Winkeln des vollständigen Viereckes bilden. Im Folgenden sollen 
einige derselben zusammengestellt werden, da wir sie späterhin in 
Anwendung bringen müssen, 

cos (ab) cos (a , b x j-j-c o s (ab , ) cos (a , £)=r-f-cos y—cosA cos/?j 
i os (ab) cos (a x b) -f-cos(ar, £,) cos(är£,)= — cos^-f-cost// cos/O 23 
cos(a^) cos(a£,) +cos(«,ä, ) «-os (<r, £)=-f-cos B — cos ip cosA) 



22. 
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sin (ab) sin (a , // , )-f-si o (a6 l ) sin (0 , 6)= — cos — cos A cos J 
sin(a£)sin (a x b) +sm (a x b x ) Bin (ab x )= +cos A -{-cos tff cos ßl 24. 
sin (ab) sin («6,) -+-sin («,6,) sin(«r,6)= — cosß— cos cos^J 

cos (<ar6) cos («,//,)- ms («61) cos («,6) = — sin Jl sin Z?i 
cos («6) cos (»,//) —cos (a x b x ) cos («6,) = — sin ip sin Z?J 25. 
cos (ab) cos — cos (a x b x ) cos («,6) = — sin ^ siu ./' 

u. 8. w. Nimmt man hingegen linker Hund immer nur die Hälf- 
ten der Hauptwiukel, so wird: 



26. 



27. 



cos cos \(a x b x ) — cos 4(116,) cos {(a x b) 

= cos {tp — sin \A cos \B 

cos *(«*) cos — cos ^(«A) cos 4(06,) 

=s= sin 4^f — cos 4V> cos « Ä 

cos {(ab) cos 4(«6,) —cos \(a x b % ) cos 'O,/;) 

=T Ciis 4/? — COS 4V* 4^ 

• I 

sin 3 ( Ä ^) sin — »in 4(«6,) sin {(a x b) \ 

> =co8 *^ + sin ±A cos {ß 
sin {(ab) sin 4(^1^) —sin sin * (äb x ) 

= siu + J^> cos JÄ 
sio sin -siu Bin 

=rcos 4^-f-cos }V sin 4^ 

cos {(ab) cos K^i^i ) -4- cos 4(«6,) cos ^(«,6) = cos 4^ sin 4/I 
rns J^jnisjfff,//) -|-cos £(0,6,) cos 4(a£ t ) = sin 4V sin 4/?} 28. 
cos 4( Ä ^) cos *(*£,) -f-cos4(«i6,) cos {(a k b) = sin 4V cos 4^ 

• *** ** | 

* t - 

u. s. w. Wollte man alle möglichen Combinationen der vorliegen- 
den Gattung unter den 12 Hauptwinkeln entwickeln, so würde dies 
72 verschiedene Systeme von Ausdrücken geben, deren jedes aus 
drei einzelnen Gleichungen bestände. Ks lohnt jedoch nicht der 
Mühe, mehr von diesen Formeln hier aufzuführen, da sie, sobald 
man ihrer bedarf, aus den Gleichungen (21) und (22) unmittelbar 
gefunden werden könuen^ 



Nach diesen Vorbereitungen können wir nun dazu übergehen, 
andere verstekterc Relationen zwischen den Bestandteilen des voll- 
ständigen Viereckes aufzusuchen, zu welchem Ende wir folgendes 
trigonometrische Theorem vorausschicken, das wir an einem anderen 
Orte (M. s. Nr. XIV. im 2. Hefte) näher entwickelt und begründet haben. 
Sind nämlich /■////* die drei Seiten, A'/V.V die ihnen gegenüberliegen- 
den Winkel und 0 der Flächeninhalt irgend eines beliebigen Dreieckes, 
und werden für ein anderes, ebenfalls ganz beliebiges, Dreieck die- 
selben Grössen beziehungsweise mit k x m x n x h' 1 3f x ft l O x bezeichnet; 
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so finden für den Fall, dass » = *», ist, stets folgende Glei- 
chungen statt: 
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20 sin K cos M x cos A, sin M 

z=kk x sin cos M x -\-mm x sin A" cos A, 

20, = k x m cos AT sin jV, + » in A\ cos M 
= lck x cos ^/ sin M x + cos A' sin Ä\ 

§.9. 



31. 



- • 



Die vorstehenden Ausdrücke gestatten nun eine unmittelbare 
Anwendung auf das Viereck,, da in diesem jede Hauptseite auch zu 
zwei Hauptdreiecken gehört Setzt man daher zuerst c=zn und 
dann c x =», so erhält man: 



33. 



c*c x *=a*a x *-f- W, 1 - 2aa x bb x cos ifß\ 
e*f t % = * % b % + a x *b x * — 2aa x bb t cos 32. 
C x *fS=a*b x * — 2aa x bb x cos ^) . 

c*oV=«*£* -ffi^i'+^Mfi^i cos(^fHhÄ) 
c.^ass«**,*-!-^*^ +W,^ t cos (4— JT)I 

+ cos M-f-Ä)l 

c^ij,» -H b*b*+1aa x bb x cos (4 — 2?) 

die vier Grössen / t / t V,n% bestimmen sich durch folgende Glei- 
chungen: ^ ä 

/ 1 1 =Ä l +a l , +2«ff 1 cos (C^t^r^-f-V— C ös(C--tp") 
M-2**i cos(C— ^)=^*H-^i s — cos (C-Hf/")i 

= — cos [(^c) — (a x c)\ 

rj % *=?±a* + b x *—2ab x cos l(ac x ) — {b x c x )\ 

= a x *+b* —2a x b «»[(£*,) — («,*,)] 

Die geometrische Bedeutung dieser Hülfsgrössen ist folgende. Denkt 
man sich (Taf. III. Fig. 4.) in dem einfachen Vierecke aba x b x die bei- 
den über der Diagonale c stehenden Seiten b und a t mit einander 
vertauscht, so erhält man ein neues Viereck von der Ordnung 
aa x bb x . In diesem ist die eine Diagonale c unverändert geblie- 
ben; statt der anderen Diagonale c x aber des ursprünglichen Vier- 
eckes ist eine neue Diagonale entstanden, welche gleich /, ist. 
Die doppelte Verbindungslinie der Mittelpunkte der beiden Diago- 
nalen c und /, ist dann gleich der Grösse tj x . Hätte man dagegen 
in Taf. III. Fig. 4. die beiden Seiten a x b x über der Diagonale c x mit 
einander vertauscht, so erhielte man ein neues Viereck von der Ord- 
nung abb x a x und in diesem würden c x und f % die beiden Diago- 
nalen und f} t die doppelte Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte sein. 
Ucbrigens ist klar, dass in beiden abgeänderten Vierecken die 
Grössen F und tp ihren Werth nicht ändern. — Endlich findet 
man mittelst des Theorems Nr. 30. noch die Formeln: 
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<f\ 6 ={a+a t +l>— (, x )(a -f- 0, — 6-f- 6,)(0 — ",-1-6-4-6, )X 

X (— ar-Hir, +6+6 1 ) - 
= 16JP -4-800, 66, cos ^ N 
= W(FdbFy ~ 800,66, cos (Azfz B) \ 35 

. .. 

§. 10. 

Wendet man das allgemeine Theorem auf diejenigen Haupt* 
dreieckc an, welche üher den Seiten 6 und 6, stehen, d. h. setzt 
man 6 = » und dann 6, =«, so bekommt man: 

6*6, 2 = -f. cV, ! ~2a« 1 fc 1 cos f 

. 6V,»=20V* +0,»c, 2 — 200,^, cos i^} 30. 

Ä.V^Ä'f.'+ff.V -2*0 1<?c , cos 

K' = «V +0 1 ^ 1 2 -f-200,€rc, cos M — C) 
6 1 *J 2 »=0»c 1 » +0,»^ 4-200,^, cos (^-f-C)( . 

6^,*= 0V, 3 -f- c'c, • + cos \A- C) 

6,*f,»=**0,» -f. + cos \A-\-C) 

e x *=a*+a 1 »-200, cos (ip+B}=e*-t-c > '+2^, cos (Ä— y") 
€ 2 '=c0'+0, a — 200, eos -Ä)»»^?, cos(i?-|-y>") 
C,» = «'+c' — 20c cos [(ab) -+- (6c)] 

j 1 =«. , +^, 1 - 20,c, cos [(6c,) -|- (0,6)1 

t s » = 0'+r,'-20 1 c cos [(06,) + (6 1<?J )) 

= «, , + f' -20,* cos [(0,6,)-f-(6 1 c)J 

yV=(0H-0, -f-tf-c.) (a+«,- c-f-cj («-«.-r-c+cjx 

X (— 0-4-0, -4-r-f-r, ) — 800, cc t 

Z=z\§P* -+-800,CC, cos tp' 

= le ^' — .'> + W ~ «V -g-,«., cos(^-f-c) 

= 16( r - (C -'- a - , >1- r ' (C '- g 'V -8 8a , CC , cosM-C) 

Vertauscht man (Taf. III. Fig. 5.) über der Diagonale 6 die beiden 
Vierecksseiten 0, und c, so erhält man ein neues Viereck, in 
welchem 6 und e x die Diagonalen und f , die doppelte Verbindungs- 
linie zwischen den Mittelpunkten der letzteren sind; vertauscht man 
dagegen die beiden Seiten 0, und c x über der Diagonale 6,, so 
werden 6, und e % die neuen Diagonalen, und die doppelte Ver- 
bindungslinie zwischen deren Mittelpunkten. 



38. 
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| *. 11. 

Wendet man endlich das allgemeine Theorem auf die Haupt- 
ilreieeke über den Seiten a und a, au, so ergeben sich für a=n 
und a t z=zu die Formeln: 

a*a t *=b 2 b x * + c*c x * —2bb l cc x cos tfß"\ 

a*tl x *z=b*c* -h b x % c t * —%bb x cc l cos yr> 40. 

fl^.'isiV -+-^»*O l *-hSW^ % ^ I cos (/?— T) 
^M t *=s6*<r 1 *+4 I *6' -f-S^/.rc, cos (B-+-C) 

a*t x * = 4 3 V-t- c*c t * -±-Ub x €e x cos(/? — C) 
<?, 3 f, 3 =^,»-1- »+2^,rcr cos (Ä+C) 

4*s==c'-H?i'-2«Ci cos(^^)s6M-*iM-9**i costy— A) 
d^=c % -\-ci % -^cH x cos(^— V rr )= = ^+^i 9 +^i cos(VH-^) 
f , 3 = £ 3 H- c 2 — - 2£c cos [(«c) H- (ab)] 

ss4 l »'-t-*i*--*'i*i cos + M,)]/ Ä 

t % * = b 2 +c x 2 -Uc t cos [(*,*)+(«,<?»)] 

=r* t »-|-C» — %b x C cos [(«»cjH- («,<*)] 

Hier entstehen //, und f , auf die bekannte Weise, wenn über a in 
Taf. III. Fig. 6. die Seiten b und c, vertauscht werden; hingegen 
erhält man die Diagonale <(, und die Verbindungslinie t , , wenn 
man über //, die Seiten a x und c x verwechselt. Endlich ist noch: 

f % Ae=Xi+6 t +*-e l ) {l>+t> t -c+c x ) (*— M*"-l-Ci)X 

== 16/ 1 "* -f-M^rr, cos fff 
= 16(FzfcF r ) 3 — Ub.ce, cos (Ä^C) l 43 

= M fflg 4^ 7 > (V - g2 V - 8^ |fg> cos (B+o\ 

= l6( r ^- ga) tr^' 2 " C '> - cos (B-C) 

§. 12. 

Von den gefundenen Ausdrücken wollen wir nun zuerst fol- 
gende zusammenstellen: . . 

a 2 a x 2 = b 2 b l 2 +c 2 c x 2 — 2bb.ee, cos 

b 2 b x 2 = a 2 a % \-r- 2 — 2aa x cc l cos ( 44. 

c 3 r, 3 =« 3 «r, 3 -r-^'^i* — 2«« I M 1 cos V ' 

Es ist demnach in jedem einfachen Vierecke das Quadrat des 
Produktes beider Diagonalen gleich der Summe der 
Quadrate der Produkte je zweier Gegenseiten, vermin- 
dert um das doppelte Produkt sämmtlicher vier Seiten 
in den Cosinus der Summe zweier Gegenwinkel. Dieser 
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Satz bildet deo Prolemäischen Lehrsatz in seiner grössten Allge- 
meinheit; er seht in den letzteren über, wenn ^=180° wird, wo 
dann ^' = qr = 0 o ist. Ferner ist: 

X(— <t-t-a t )— \§aa % bb x cos' ^ 
16F' 2 = {a+a x -\-c — c l ) («-f.«,— c-f-r,) («— )X 

X( — — \§fra x cc x cos' 
16/* 2 = (b + b x +c—c % ) (b-t-b l — — £,-HH-£,)X 

X(— M-J.-HH-c, ) — \tibb\cc x cos» -«-y" 

Demnach ist der vierfache Flächeninhalt jedes einfacheu 
Viereckes gleich der Quadratwurzel aus einem Unter- 
schiede, dessen Alinuendus aus dem Produkte der vier 
Deberschüsse je dreier Seiten über die vierte besteht, 
und dessen Subtrahendus gleich ist dem lofachen Pro- 
dukte der vier Seiten in das Quadrat des Cosinus von 
der halben Summe zweier Gegenwinkel. 

Sind daher vier Seiten gegeben, um daraus ein einfaches Vier- 
eck zu bilden, so wird dies den grössten oder kleinsten Flächen- 
raum erhalten, wenn es beziehungsweise ein Sehnen vi ereck 
erster oder zweiter Form bildet. 



\ ♦ 



§. 13. 



Die Gleichungen Nr. 44. zeigen ferner, dass, wenn man die 
Produkte je zweier Gegenseiten eiues vollständigen Viereckes als 
die Wertlie der Seiten eines geradlinigen Dreieckes betrachtet, als- 
dann die Winkel y> ip' U>" die W inkel dieses Dreieckes sein müssen. 
Wendet man daher auf diese Ausdrücke die bekannten "Transfor- 
mationen der ebenen Trigonometrie an , so erhält man sogleich, 
wenn zur Abkürzung aa t -\~bb x -f-cr, =2**, gesetzt wird: 



aa x bb l cos 2 £9 =##, (#*, — -cc x ) 
aa l cc l cos* {ip' =ss x (ss x ~bb 1 ) 
cos* \y>"= (** x — aa x ) 

■ rt — ( **' — ««t) (s* x —bb t ) 
*V — «,(«,-««,) 
(gl — cc x ) 

86 x (SSi—bb,) 



bb x cc x 

* 

taug 2 
tang 2 



46. 



47. 



cos \{\p" — tp') gg l -f. bb x 

sin cc x 

sin ifap" — iff) aa x —bb x 

cos cc x 



48. 



Die Gleichung (46) zeigt übrigens, dass so lange nicht tp = 180° 
ist, immer 
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# 

aa x -f- bb x >» cc x 

aa x -+- cc, ;> } 49. 

ää, -f-cc, >aa x 

sein muss, d. h. in jedem vollständigen Vierecke ist die 
Summe der Rechtecke aus je zwei Paaren von Gegensei- 
ten grösser als das Rechteck aus dem dritten Paare der- 
selben. — Wir wollen ferner den Flächeninhalt des Dreieckes, 
welches die Grössen aa x bb x cc x zu Seiten hat, mit E* bezeich- 
nen und E die excentrische Fläche des Viereckes nennen, so 
findet man für dieselbe: 



E*=Maa x +bb x +cc x )(a* x +M x --cc x )(iia x -bb x +cc x ) 

X(-«a,+^,+c Cl ) 
l =\aa x bb x sin %p = \aa x cc x sin ty' ' = \bb x cc , sin ift" 



t a*a x * + 6*b x *-t-c*c x * o 3 «,» -fr-6 a V — c»g t » / 50. 

T " cot v ■+■ cat V' -f- cot S>" 4 cot ^ s 

— *' com? — 7 * c^T^ 

Diese- Fläche ist positiv, Null, oder negativ, je nachdem ip klei- 
ner, gleich oder grösser als 180° ist. Sie drückt demnach ge- 
wissermaassen die Grösse der Abweichung des Viereckes von einem 
Sehnenviereck aus, weshalb der oben für sie gewählte Name nicht 
ganz unpassend sein möchte. Uebrigens lässt sich E noch auf 
mehrere andere Arten ausdrücken. So erhält man z. B. 

aa l (d l *-d t *y_ M|(g,'-Q _ cc x (/S-f x *) 
ÖJ& — sin A — sin B ~ sin C 01 * 

oder auch: 

E>=z^(ab +a x b x + cf x ) (ab +a x b x -cf x ) 

X(«Äi-r«i^ -r-^i/a) (— <tb v +a x b -*-<?,/,) 
= +0,^ + ^,) (arc -f-flr.c,— be x ) 

X(ac —a x c x + be x ) (— ac -\- a x c x be x ) 
= T S r(«K ? I -\-a x c -h (ac l -^-a x c — b x e 2 ) 

X(ac x —a x c -f- £,* a ) (— «rc, +0 t c -f- />,<?,) 

X(^c — -4- «</,) (— bc -f- •+-«</,) 

Die letztern Gleichungen zeigen, dass das Maass der Abweichung 
des Viereckes vom Sen nenvierecke stets dasselbe bleibt, wenn man 
auch über irgend einer beliebigen Hauptseite zwei andere Haupt- 
seiten verwechselt; so dass hiernach eine und dieselbe excentrische 
Fläche zu neun, verschiedenen Vierecken gehört. 

Thell II. 16 
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* 14 

Aus den in den vorletzten drei Paragraphen gefundenen Aus- 
drücken können nun eine ziemliche Zahl anderer abgeleitet werden, 
von denen indessen nur einige beispielsweise hier Platz linden sollen. 
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g» A»g»-t-^,»g | »-f.^ l cg l cos {B — O 



^c^-f-V^-tr^i^i cos (#-f-C) 
u. s. w. Ferner ergiebt sich: 



(55) 
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■o wie: 

•*-t- = + -f» 2cc, cos (^-f-^) 

= c 2 -f-c, * — 2££, cos (V — -rf) 
«/-fr-*,* = b*-\-b x % ■+- 2cc t cos — ip) 

=zc* +c x * -2bb x cos(t^-h^ 
8» + Ci * = <?* + <*i * Hh cos (t// Z?) 

= «'?)-«,» — 2*;, cosOff-O 
V-r-t» a = tf*-f- 2a«, cos (tp— B) 

= a* + a x * — 2cc l cos(Ä-r-v") 
c» -Mi* =«'.+ «1* -t- 2**, cos(C-i^) 

rzr^-H^,»— 2aa, cos 
*» a -r-'?a a =**-T-*i , -t-24£ 1 cos (C-f-^") 

= —2*«. cos (C— t//) 

Endlich ist aucb noch: 

16/* =4^,* — — »)* 
16/"* =4*»*,» - ( a *-ha t * — c* — c,*)»} 58. 
16/"" =4«»«,» — (— £» — -f- c'-hc,*)* 

oder 

4F =(— — a^H-Ä»-*-*,*) tang C\ 
4/ v = ( ä 3 -f- a, 9 — c* — c x 2 J t . i n u B | 59. 
4/ , "=(— - + c *+-c x *) tang <J» 
Aodere Ausdrücke wie x. B. 

sind zwar nicht ohne Interesse, fuhren jedoch auf zu specielle Be- 
trachtungen, als dass wir sie hier näher erörtern könnteo. 

4- 15. 

Es ist nun zunächst noch übrig , das zugeordnete Dreieck mit 
seinen Seiten und Winkeln zu betrachten, was mit Hülfe des all- 
gemeinen Ptolemäischeu Lehrsatzes auf sehr einfache Weise ge- 
schehen kann. Zuvörderst erhält man durch Anwendung des be- 
kannten Satzes, dass Dreiecke von gleichen Höhen sich wie ihre 
Grundlinien verhalten, die Gleichungen: 

« + = -pü, a x -\~a % =a x . 

fp _l_ !t ft — h _J_ k h Tl 



-f- b 7 = 6 . ~, b x ~f- b t = b x . -p\ 61. 

T T \ 

— c t = c . -ß, r x — c x = r, . -p 



16 



* 
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und 



r. 



a 2 =tr . jp, b t 
0 S — • b s — 



Ii 

5 

F 



62. 



Bemerkt man sodann, dass jede zugeordnete Seite als Diago- 
nale eines einfachen Viereckes angesehen werden kann, in welchem 
die von ihr, oder ihrer Verlängerung geschnittene Hauptseite die 
andere Diagonale bildet, so giebt das^ Theorem Nr. 44. augenblick- 
lich folgende Werthe: 

F 7 F 9 a t 7 a* 

= *V T a 4 -f- 3 T 4 * -*-*Ub x cc x T^T A 
F* F* «» a* 

= £*<?,* T,* H- /,,'c* T^^Ub.cc.T^T, 
F*F'*b x *ß* 

= a*c* T % * -\-frSc x *T % * -\-laa x cc x TST, 
F* F"H* ß* 

F n F'*c x *y* , 



= **/>* 7 , a 4 -f-« I Vy l a 7 , /-f-2«« I M 1 r^T, 



cos (Ä - C) 
cos (Ä-r-r)j 
cos (C — J)\ 
cos 

cos (^-f- B) 
cos — B) 



63. 



Diese Gleichungen gestatten nun eine grosse Masse von Umformun- 
gen. Setzt man z. B. in den beiden obersten 2T t =b x c l sin (b x c x ) 
und 1T h = bc sin (Sc), und lösst und F nach Nr. 16. auf> so 
fällt der gemeinschaftliche Faktor b^b^c^c,* ganz heraus und man 
bekommt: 

*sin* B sin» £*,*<**= sin* {6 t C g )T % * -h sin* T 4 * I 

— nf 



2sin (//,r,) sin (br) T % T A cos — C) 



\ 



64. 



isin* Ä sin* Ca 7 a» = sin* (b x c) T,*-hsin* (U x )T t * 

-r-2sin (b x c) sin (Är,)4 , I T, cos (Ä-f- 

u. s. w. Dann könnte man auch rechter Hand in der oberen Glei- 
chung den Faktor a } * und in der unteren den Faktor a - ausschei- 
den; indessen würde die weitere Verfolgung dieser Umformungen 
hier zu viel Platz einnehmen, und muss daher wegbleiben. 

Jede zugeordnete Seite gehört ferner zu 4 Dreiecken, welche 
ihre Endpunkte und eine der vier Hauptecken zu Spitzen haben. 
Dies giebt für die zugeordneten Seiten Ausdrücke von folgender Form: 
F*F n a* 

z=b* F % TS-\-c x *F'*TS-Mc x FFT 2 Tt&\n 2 (-B+C-+.y>' , )\ 
=b x *F*T 4 *+c* F*T % *+M x c FFT 2 T. sin l(B—CW)\ 65. 
=b 2 F*T 9 *+e* F*TS—Uc FFT X T 9 sin {(B+C-qFA 
—b x *F*T x *+c x - t F">T i *-V, x c x FFT l T l sin \(B+C+y»y 
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u. s. w. Audi diese Gleichungen lassen bemerkenswerthe Umfor- 
mungen zu. Setzt man z. in der ersten derselben 2T, = 
a x b l sin und 2T 4 = « I <? sin (ä,c), so erhält * 



66. 



. sin 8 sin» (tf,c) 2sin (g,^) sin (g,c) cos (fo,) ' 

«' = «,»( sin , ß t sin » t - -** 8 i„ # s i n f ' 

, / sin»(Ä 1 Ä) sin» (g,c,) . 2sin sin cos (6 ,cK 

= a » " sin» ff H 7\n*~C~ sin ff sin g ; 

Diese Ausdrücke würden wichtig sein, wenn es gelänge, die in 
den Parenthesen stehenden Winkelaggregate auf irgend eine Weise 
bequem zusammenzuziehen. Mit den bis jetzt gefundenen Formeln 
scheint dies jedoch nicht gelingen zu wollen. — Wichtiger sind 
dagegen die Werthe, welche sich durch Anwendung dieses Verfah- 
rens für die Hauptseiten ergeben. Für diese ist nämlich: 



F» a* =-c % T x *-\-c x % T % % — 2cc,T 1 7 , 1 cos C\ 
/*»«» zssfrTS-t-bW + IM&Tt cos ß\ 
F*tr l % = c*T 2 *-hc l t TS — 2cc, 7\T 4 cos C\ 
J P»« 1 » = ^T a »-hÄ l »r 4 »~h2^ I T a T 4 cos B 



67. 



u. s. w. Demnach ist jede Hauptseile des vollständigen \ lereckes 
durch ein Paar Gegenseilen, ihren charakteristischen Winkel und 
die zwei über der gesuchten Hauptseite stehenden Hauptdreiecke 
bestimmt. — Sucht man endlich den Flächenraum des zugeordne- 
ten Dreieckes, so hat man zuvörderst: 



Dreieck CGE= t\ (c = -^pp^ 

Dreieck CFE = Afl = 3 

♦ I 

Dreieck CFG = ^=^j^£j 



68. 



und hieraus sogleich : 
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Ausdrücke, welche hinsichtlich ihrer Kleganz wohl nichts zu wün- 
schen übrig lassen. Was endlich die Winkel des zugeordneten 
Dreieckes betrifft, so würden sich zwar dieselben aus den drei Sei- 
ten desselben in Verbindung mit dem Flächeninhalte Ä ableiten 
lassen; indessen sind die so erhaltenen Ausdrücke sehr weitläufig 
und unbehülflicb. Da wir die Werthe dieser Winkel im Folgenden 
auf eine andere Weise bestimmen werden, so mögen dieselben vor 
der Hand ausfallen. 

*. 16. 

Ks bleibt nur noch übrig, die Aufgabe zu lösen; aus irgend 
fünf von einander unabhängigen Stücken des vollstän- 
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diiren Vierecks alle in dieser Figur vorkommenden Sei- 
te? und Winkel zu bestimmen, üie Lösung dieses Problems 
wird uns eine allgemeine Tafel von Werthen verschaffen, wie sie 
Carnot in seiner Geometrie der Stellung zu entwickeln verlangt, 
um durch Combination der in ihr enthaltenen Ausdrücke jeden be- 
liebigen Bestandteil der Coustruktion in seinen Beziehungen zu 
deo übrigen Bestandteilen übersehen zu können. Als die tunf ge- 
gebenen Bestimmungsstücke mögen im Folgenden die vier Abschnitte 
der Hauptseiten c und c x zwischen ihrem zugeordneten Punkte & 
(Taf. III. Fig. 1.) und den vier Hauptpunkten AB CD, und der zu- 
gehörige charakteristische Winkel C angenommen werden. Um die 
Beieicnnung iranz uhabliäugig zu halten, sollen folgende Benen- 
nungen eingeführt werden: — ^ 

. CE==p^ BE=q % , 



Hiermit wird nun sofort erhalten: 

«»^M-^-W. cos C, t'^M-fa'+Vifa cos CJ 71 
•,»=^,»+7,»— cos C, Ä l »^ t »H^,»+Vafi cos Cl 

%T t =p t iK + 1,) sio C 2F = {px + Pz )\ f , x +q 2 ) sin C\ 
Vt % =p % (i % +Vk) ™ C > 2r ={ p iqx -p^) sin C ) 72. 

2T 4 =£=? a (p, -+-p % ) sio C, 

— — — ? 3 ) cos 6i 73. 

-•» + •,« + £ 2 4-V =2(7/, -+-/>,) -r-^) cos C ) 

-2(/>,/> 2 -h?,?,) + f>a*i) cos C ?4 

Pi/B^.HrfifJ'+Oift-i-^afs) 9 — Vii^ifift sin * r l 

+ 2(^i^s+^») (/^f» -*-|>afs) cos C J 
Ferner ergiebt sieb: 

cos (ac) -\-q x cos C=4 cos (bc) - </ 2 cos Cj 
= cos -H?, cos C=£, eoa' (b t e) - f t c0 » 75> 

q x =za cos -r~/'i cos C=b t cos (J,^) cos Cl 

7 t z=a t cos cos C=b cos (fc? t ) -/>, cos C\ 

Durch gehörige Verbindung und mit Hülfe von Nr. 72. findet man 
hieraus: 

ab cos b^* 1 — fif.)— Mfi — f») C0S ^1 

cos = — ?,?a) + -fa) cos CT % 

cos M,) «(^»-P.pa)-^^»— ^a) cos Cl 
cos ss(f s *-^*f»M-rafri cos C) 
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sin A = (p x q % — p 2 y x ) sm C 
U, sin B = (p l9x -p % , /% ) sin c 

C08 ^=(/>i^-t-7,7,) — -+-7>»7.) cos 
. — cos Ä = (/^p, -I- ?,^) -f. (p l9% +p % ft) cos 

a*,^, sin # = + p 2 ) 7,) 8 j n 

-+*PxP*9xq% COS* C| 

+ + (?,—?,) cos £ 

«ffi sin V' = {PxPz — q x 9 i ) sin C 
sin Y=iPxP* — q x q % ) sin C 
««, cos ^=(^,^-4-^^,) — -f-fift) cos C 
bb x cos y» = {p x q x + p % q % )+-(p x p % + 7x g % ) cos C 

Da man ferner 

Pilz-Ptfi' 2 Px<!x-p*</* 

Px9*~P*9x' 1 Px9x-P*9* 

findet, so ergiebt sieb nunmehr aus den Gleichungen a a =£,»-f-»,' 

if"?**** •?? B - w - nach einigen allerdings ziemlich weiV 

laufigen Reduktionen, für die zugeordneten Seiten? 



79. 
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Ausdrücke^ welche durch ihren symmetrischen Bau sehr bemerkens- 
werth sind. Führt man die Flächenräume T und F ein , so gehen 
dieselben in folgende über: 
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F 2 F'*a* =c i T x 2 T % % +c\ 2 T* T 4 *+2ec l T t T 2 T t T 4 cosCl 
F 2 F' 2 ß 2 =zc 3 T x % T 2 2 -H?, 2 T t * T 4 »^2rc, T, T, T, T 4 cos CT 
F*F*F'*y* — c * t x 2 7V(/" — f*) 1 + «i 1 T t 2 7V(F'-h | 

— 2cc x T x T t T t T A (F* — F" 2 ) cos Cl 

In dieser Form bilden die vorstehenden Gleichungen eine höchst 
wesentliche Ergänzung der unter Nr. £3. und 65. zusammengestell- 
ten Ausdrücke. Denn die letzteren lassen die zugeordneten Seiten 
aus zwei Paaren von Gegenseiten und ihren beiden charakteristi- 
schen Winkeln finden, während die vorstehenden Formeln dieselben 
Grössen durch ein Paar Gegenseiten und dessen charakteristischen 
Winkel geben (die Dreieckflächen T natürlich unberücksichtigt 
gelassen). . 

Uebrigens führt der Gebrauch der Flächen T und /' statt der 
Grössen p und q immer zu bemerk enswerihen Umformungen; so 
geben z. B. die Gleichungen (72) 

FF =7\ Tj — T 2 T 4 ) 

FF"=T t T 4 — T x T 9 ) 

Für die Winkel des zugeordneten Dreieckes findet man nun, wenn 
gleich die Flächen T und F eingeführt werden: 

F*F F" aß cos (aß) = c* T x 2 T 2 2 — c, 2 T, 2 T 4 2 \ 

F*F*F' ay cos (uy) = c x *TSTs(F F') j 

— c* T x 2 TS(F— F")+ 2cc x T x T, T % 1\F' cos C { 
F*F F'*ßy cos (ßy) = c x *T,» T<*(F-\- F>) 

- / -f- c 2 T x » T 2 *(F' - F") - 2cc x T x T % T 3 T 4 F cos C 

* 

Ferner ergiebt sich für die Winkel, weiche die Geraden et, ß und y 
lauptseite machen, wenn man in Taf. III. Fig. 7.: 



mit einer 



CEG = (ac) CEF = (ßc) AFG = (ya) 

BEG = (ac x ) DEF=(ßc x ) \ BFG = (ya x ) 

AGE=(ab) AFE=(ßa) ' AGF=(yb) 

DGE=(ab x ) RFE={ßa x ) DGF= (yb x ) 



setzt : 



FFu cos (ac) —c T x T 2 + c l T l T 4 cos C 
FFa cos (ac x )=c\T s T 4 -\-cT x T 2 cos C 
F*Fab cos (ab) = c 1 a T a r, 2 T, T A 3 

F*Fab t cQ*(aAt)=sc*T t T 9 *+c t 9 T t SF* t «: 

-f-rr, T 2 7\(T, 7\) cos C/ 



I 
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FF'ß cos {ßcj = c T x 1\ — c x T t T A cos € , ,'• , , ,y tt \ 
FI*ß cos (ßc x )=c x T t T 4 -c T.T^cosC . j N 

F*F"ßa cos (ßa) = c % 7\ 2 T, c, 3 T, * T 4 ' " ' ? 

-cc t T x TXT*+T*) cos C 
F*F'ßa x cos (/*«,) = c 2 7\7y -f-c^T,^ 2 

— cc x T 2 T<(T x -+- T,) cos C 

* 

F*FF*ya cos( y „) = C , 3 7\ 2 T 4 (T t -T % )+c* T x * T t (T,T 4 ) w .. 

* ' —tktTiTi\+.{T x — TJ-f-TJT.-njfcos 6 
F*FF»ya x cos(ya , *T 9 TS(T X - T % )+c* T X T % *( T % - T 4 ) 

—cc x T*T A \ T S (T X — T a H-T,( 7\— !T 4 )! cos 
FWF>yt cos(y6) ^ t *T 9 T&T t -T % }-e*T*T % (T t -T.) 

| — cc, T, T 4 | T,( Tj— T,) — T 2 (T, — T 4 )| cos C 
F l FF n yb] cos(# 1 )» l »7V T^T.-T^-cT.T^T^T,) 
-cc x T 3 T 3 \T 4 (T x -T % )-T x (T t -T 4 )\ cos C 

Ferner setze man "~ + % " 

GMF=(aa) GPF—fßl,) BRS={ye)\^ 
GNF={aa x ) GQF=(ß6 x ) ESR = \yc x )\ ' - 

so wird noch: •» • < i ».• 

co8(o«) ^TST^-cSTST.ri-cfi.TtTtF» cotC. 



87. 



F*F'ßb coB(ß6) =c 2 T x 7 T 2 —c t *T 9 T 4 * — cc x T x T 4 F t cos 
F*F'ßh x cos(ß6 x )==x*T x T 2 *-c x *T 9 *T 4 +cc 1 T t T 9 F< eosC\ . . 




fWP> cos(^) =c T x T 2 (T t -T 4 )-c x T, T 4 (T X -T 2 ) cosCj ^ 

*wy cos^,)^, r.T^r,— t, tjt.-t,) cosd 



man endlich 

ME=a % PE=zß, SG = y t 

NE=a 2 QEz=zß z GR = r% \9l. " 

A/G = a x QFz=ß x FR = y x 

. t « a. ■ • „ J - • i 

so ersieht sich alsbald noch; 

aF . ßF' _ yF' 

a * Ä F—F* "» ~ F—F"^ f 1 — F" 



i. • 



"i — fTf" p* — f+f> **—f+f' 

aF ß ßF yF ' 

«i — F^TF'i *" — F+F' r 1 — F+F' 



...•«« . t 'i 
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Hieraus findet man: 

a + a t = f—F a,so a 1 a * = «-+-«« : «, 

ß-*~ß» = f~:f' ~ ß : / J » = / J +ßn ßi 
yF 

mitbin wird im vollständigen Vierecke jede durch zwei zuge- 
ordnete Punkte gezogene Gerade von diesen Punkten 
und ihren Durchschnittspunkten mit dem dritten Paare 
der Hauptseiten harmonisch getheilt. Auf ganz gleiche 
Weise findet man: 



MU — p^-p, BF — p p,,, — F _p.\ 



94. 



woraus sich sofort mit Hülfe von Nr. 61. und 62. ergiebt, dass im 
vollständigen Viereck ebenfalls die sechs Hauptseiten von ein- 
ander selbst und den drei zugeordneten Seiten harmo- 
nisch getheilt werden. — Mit diesen Ausdrücken ist nun die 
im Eingange des Paragraphen gestellte Aufgabe vollständig gelösst. 
Bs versteht sich übrigens von selbst, dass wenn die hier entwickel- 
ten Formeln auf die Abschnitte eines anderen Paares von Gegen- 
seiten übertrafen werden sollen, von diesen Abschnitten nur das 
eine Paar positiv, das andere hingegen negativ genommen wer- 
den muss. 

*. 17. 

Von den Combinationen, welche die Formeln des vorigen Pa- 
ragraphen zulassen , soll nur eine einzige hier erwähnt werden, 
die sich auf das Verhalten der excentriszheu Fläche des Viereckes 
bezieht. Es ist nämlich in Nr. 78. der Ausdruck: 

1 

mm x to x tfoffssO», -|-J>») (9 t (p x Pi — q,9%) sin c d - b - 

E* = ( Pl p % -q l9% )F 

- 

gefunden worden. Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass wenn in 
einem einfachen Vierecke die Summe zweier Gegenwinkel kleiner, 
gleich oder grösser als 180° ist, der Ueberschuss des Rechteckes 
aus den Abschnitten der durcb die Winkel gehenden Diagonale 
über das Rechteck aus den Abschnitten der anderen Diagonale be- 
ziehungsweise positiv, Null oder negativ sein muss. — Bildet man 
zu dem vorstehenden Ausdrucke die analogen, so erhält man: 
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PiPt— = I 
a,{a-ha t ) — a,{a,+a,) = j^)95. 

Demnach verhalten sich in jedem vollständigen Vier- 
ecke die Unterschiede der Rechtecke aus den Abschnit- 
ten je zweier Gegenseiten umgekehrt wie die Flächen- 
inhalte derjenigen einfachen Vierecke, zu denen jene 
Gegenseiten als Diagonalen gehören. Endlich folgt auch 
aus Vorstehendem noch der einfache Satz: dass in jedem ein- 
fachen Vierecke die excentrische Fläche die mittlere 
Proportionalfläche zwischen der Fläche des Viereckes 
und dem Unterschiede der Rechtecke aus den Abschnit- 
ten beider Diagonalen ist. 

*. 18. 

Wir gehen nun dazu über, einige der bemerkenswertheren 
Fälle zusammenzustellen , in welchen ein Viereck durch 5 Stücke 
vollständig bestimmt ist. Zuerst zeigen die Formeln des §. 16. 
unmittelbar: 

1) dass ein Viereck durch die vier Abschnitte eines 
Paares Gegenseiten und deren charakteristischen 
Winkel vollständig und unzweideutig bestimmt ist. 

Die blosse Ansiebt der gedachten Formeln zeigt aber auch fer- 
ner, dass es zur vollständigen Bestimmung ebenfalls hinreicht, wenu 
die ganzen Seiten c und c, mit ihrem charakteristischen Winkel C 
und ausserdem noch ein Dreieck aus jeder der beiden Complexio- 
nen T, und T t T A gegeben ist. Denn man würde zuerst 
%F=cc l sin C und dann aus den Gleichungen Fzs T x -f- T % 
= T t -f- T 4 die beiden anderen nicht gegebenen Hauptdreiecke 
berechnen, aus diesen dann nach Nr. 15. F und F" suchen und 
hieraus sodann die übrigeu Stücke des Viereckes nach den For- 
meln des §. 16. bestimmen. Demnach ist 

2) ein Viereck durch ein Paar Gegenseiten, deren cha- 
rakteristisch en Winkel und ein über jeder der ge- 

f ebenen Seiten liegendes Ilauntdreieck vollstan- 
ig bestimmt. 

Da übrigens nach Nr. 18. jedes der Hauptdreiecke T durch die 
drei Vierecksflächen FFF' bestimmt ist, so kann man auch diese als 
gegeben betrachten, und dann eine der Grössen c und c t wegfallen 
lassen, indem die weggelassene sich aus der Gleichung - F — 
cc % sin C sofort finden lässt. Demnach ist ferner 

3) ein Viereck durch die Flächenräume der drei in ihm 
enthaltenen einfachen Vierecke, eine Hauptseite 
und deren charakteristischen Winkel vollständig 
bestimmt. % 

Wollte man im vorliegenden Falle statt der einen Hauptseite 
lieber den charakteristischen Winkel C weglassen , so würde die 
Auflösung zweideutig sein, da C aus der Gleichung 2F=zcc l sin C 
bestimmt werden müsste. Ferner ist 
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4) ein Viereck durch zwei Paare von Gegenseiten- und 
den charakteristischen Winkel des dritten Paares 
vollständig bestimmt. Wären gegeben aa x bb x und (. 
so hat mau zuvörderst aus Nr. 11. und 47.: »• . ^ 

Sind hiermit f/>. und t/>" gefunden, so erhält man durch Division 
von (32) durch (34) den Werth: 

s _ * x *b x % — 2aa x bb^ c <> s ^ 

C * 2 -f-2aa 1 cos (C-*-^')' 

wodurch sofort auch c x gegeben ist. Wenn aber alle 6 Seiten des 
vollständigen Viereckes bekannt sind, so iindet man nach Nr. 10. 
sofort die Winkel A und B, wodurch wegen Nr. 14. auch die 
Flächen FF'F" bestimmt sind, mithin die Aufgabe gelöst ist. 

Wären dagegen die Grössen aa x bb, und A gegeben, so giebt 
die Gleichung Nr. 4. zuerst 

S, 2 =« , +« 1 l — 2««, cos A und 

.... n ö\ 2 - b* — b* 

cos tS — 

B f • * 

worauf man aus IVr. 34. augenblicklich: 

c*dSzzzaW -t-aSbS + laaJbt cob (A + B) 

c x *o% * -h".**' COS (y^f /fr) 

findet. Es ist daher ganz allgemein 

5) ein Viereck aus zwei Paaren von Gegenseiten und 
einem ihrer charakteristischen Winkel vollständig 
bestimmt. 

Die vorstehenden Gleichungen zeigen übrigens, dass statt A 
auch die Grösse d\ gegeben sein kann. Ks ist nämlich ganz all- 
gemein auch 

6) ein Viereck durch zwei Paare von Gegenseiten und 
die Verbindungslinie der Mittelpunkte eines der 
drei Paare vollständig bestimmt. 

Sind aa x bb x S t gegeben, so ist nach der vorigen Auflösung 
A uumittelbar durch die Gleichung 2aa x cos J — a 1 -|~ a , - — o*, s 
bestimmt und die Aufgabe daher auf die vorige reducirt. 

Ist hingegen statt o% eine der Grössen ö*, oder S 2 gegeben, 
z. B. tf,, so wird nach Nr. 4.: 

cos B = 2bb x . . 

mithin die Aufgabe gleichfalls auf die vorhergehende zurückge- 
bracht. 

7) Ein Viereck ist durch zwei Paare von Gegenseiten 
vollständig bestimmt, wenn zugleich in dem von 
ihnen gebildeten einfachen Vierecke die Summe 
zweier Gegenwinkel bekannt ist. 

Ist aa l bb 1 und bekannt, so hat man zuerst aus Nr. 48.: 

' •* • 

an. — bb t 

tang W-ip) = aa l ^ b ^ tang \xp 
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woraus wegen x 2 (ip" -f- V ) = 90 — £tp die beiden Winkel v" und u>' 
gefunden werden; dann erhält man cc x durch eine der Gleichungen: 

t , u \ cos t . i» sin 

cc , =(««,-ää.) sin ^. -^ ==(««, SPigFT^ . 

und nun aus Nr. 11. den Winkel C aus der Gleichung 2cc x cos C 
= b* -fr- b x * — a 1 — ff, 1 . Ist aber einmal C gefunden, so lässt 
sich das Andere durch die Formeln der Aufgabe 4) finden. 
8) Sind von den 6 Stücken, nämlich den drei Recht- 
ecken je zweier Gegenseiten und den drei charak- 
teristischen Winkeln, 5 gegeben, so ist das Vi"ereck 
dadurch vollständig bestimmt. 
Welches von den genannten 6 Stücken auch fehlen mag, doch 
wird es immer aus der Gleichung Nr. 9. 

0 = a* l cos ^ + coa -JP-t-cr, cos C 

ohne Zweideutigkeit gefunden werden können. Alsdann gebeu zu- • 
v orderst die Gleichungen (47) die Werthe: 

uod die Gleichuugen Nr. 14.: -t- *• 

W = aa x sin 4 2/^ = ^, sin 2/ , = cc 1 sin C, . 

woraus mau endlich mit Hülfe von (18) und (22) die Formeln 

. -{F+F + F ) (F+F-F) 

a — bb x cos y-k-A + B) cos A + B) 

h% {F+F + F) {F—F + F') 

aa x cos \{ip -f. A -+- B) cos — J-hB) 



(F-h -f- (F— F jP") 



cos iMH-C-f-V') cos 

entwickelt, aus denen abc und folglich auch a x b x c x gefunden wer- 
den können. 

9) Ein Viereck ist durch die drei Verbindungslinien 
zwischen den Mittelpunkten je zweier Gegenseiten 
und zwei der, Winkel, unter denen sich dieseLinien 
schneiden, vollständig bestimmt 
Sind d x d,ö t und zwei von den drei Winkeln (<J 1? ) (ö* lt ) (b*, t ) 
gegeben, so findet mau zuvörderst den dritten Winkel aus der 
Gleichung ,) -fr- (ö% f ) = 180° -|- (d x 3 ), und sodann aus Nr. 5. 
die 6 Hauptseiten, womit die Aufgabe als ^elösst anzusehen ist. 
10) Ein Viereck ist durch die drei Verbindungslinien 
zwischen den Mittelpunkten je zweier Gegenseiten 
und zwei der charakteristischen Winkel vollstän- 
dig bestimmt. 

., Wären also o*,ö%ö% und z. B. A und B gegeben, so webe 

man aus Nr. 6. und Nr. 11. , , : , . ■ ; : , ,,. 

l('. i +' i »X=« , +«,S.4('t*+'» , ) 8BS + 

1 2cos A 2cos B — U ' b * ' 

dann wird: 
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(ö + fl,)» cos Az=dS cos* \A — $S sto* \A 
(« — «.)* cos Az=Ö x * cos» i^-ö%* sin* \A 
(*-!-*,)' cos B = d % * cos* — ö*,* sin* 
(£_ cos B = 6 X - cos 9 ^i? — <y,* sin* 'if 

0 

woraus sich sofort die Werthe von aa x bb x ergeben und die Auf- 
gabe demnach als gelöst zu betrachten ist. 
11) Ein Viereck ist durch die vier Seiten eines seiner 
einfachen Vierecke und durch einen in dem letzte- 
ren liegenden Viereckswinkel vollständig bestimmt. 
Sollte man z. B. aus aa l bb l und dem Winkel [ab] das Viereck 
bestimmen, so hätte man aus Nr. 10. und Nr. 2.: 

c, 2 =a* + b* —2ab cos {ab) 
%» x b x cos (»,6^ = «,» + V-« s -~* 9 +*r* cos (ab) 
fände hieraus tp ras {ab) {a l b l ) und mit diesem Werthe aus (44) 



r 3 



, a*a x * — t Zaa l l/b x cos xp 



*-r- — ah cos («Z») 



12) Ein Viereck ist durch drei an einander Hegende 
Hauptseiten und die beiden von ihnen eingeschlos- 
senen Hauptwinkel bestimmt. 
Wären also z. B. die drei Seiten bab x und die Uauptwinkel 
{ab) und (ab x ) gegeben, so fände man aus Nr. 2.: 




* = «»-*-£» —"lab cos {ab) 
c* = «» -f- b x ' — 2ab x cos (ab,); 

alsdann wäre B = (ab) (ab x ) und aus Nr. 9.: 

<*,»=<•*-*-<•, 2 — -f-2^, cos Ä, 

i 

womit die Aufgabe als gelöst zu betrachten ist. 

Es mag an diesen Aufgaben genügen, da aus ihnen zur Genüge 
erhellt, wie man in ähnlichen Fällen zu verfahren haben wird. Im- 
mer wird es möglich sein, eine solche Combination der gefunde- 
nen Formeln anzugeben, dass das Viereck aus fünf unabhängigen 
Stücken sich bestimmen lässt, dafern nur eine solche Bestimmung 
überhaupt stattfinden kann. — Uebrigens ist jedoch zu bemerken, 
dass in allen den Fällen , in welchen die Grösse ip durch eine tri- 
gonometrische Funktion gefunden wird, wie dies z. B. in der 4teo 
und 8ten Aufgabe der Fall war, die Auflösung nur dann wirklich 

bestimmt ist, wenn sich anderswoher entscheiden lässt, ob y ^ 180° 

ist. Kann eine solche Entscheidung nicht erhalten werden, so tbun 
in der That immer zwei Vierecke der Aufgabe Genüge. 

*. 19. 

Zum Schlüsse wollen wir die gefundenen allgemeinen Formeln 
noch auf das Sehnenviereck anwenden. Da in diesem bekanntlich 
y = 180°, v' = V'" = 0 ° »st, so ergiebt sich sofort, dass: 



Digitized by Google 



257 

(ac) = (a x e x ) = 90° - ±(A -h C) 
(ac x ) = [a x c) z=W° -\{-A+ C) 

(bc) = (b x c x )=\(B+C)- 90« 
(bc x ) = (b x c) =90°- \{B—C) 

(ab) =m*-{m % 6 x ) = i(* ~ 
(ab x ) = \m--(a x b) = ±(B + A) 

wird; folglich geben die Gleichungen 34, 38 und 42, wenn man 
statt der jetzt gleich werdenden Grössen f x und f\, e x und e 7 . 
ä x und </ 2 bloss die Zeichen /W/ ohne Index schreibt: 

/* = «»-t-«,»-f-2««, cos C= b 2 b x 2 — %bb x cos Ci 
e* = c % H-€?,* -h 2cc x cos Ä = + -f-2«a, cos 97. 
tP= 6* Z> x * — 2bb t cos ^= c» -Hc,» — 2<tt, cos 

Demnach gehören zu jedem einfachen Sehnenvierecke drei Diago- 
nalen, von denen zwei unmittelbar durch die Figur, die dritte 
hingegen dann gefunden werden, wenn man irgend zwei belie- 
bige neben einander liegende Seiten des Viereckes mit einander 
vertauscht. Ferner wird aus (32) erhalten: 

cc x = aa x -|- bb l \ 
cf = ab + *,6 t f 98. 
C x f=ab x -f- a x b ) 

* 

d. h. in jedem einfachen Sehnen viereck erster Form ist 
das Rechteck aus beiden Diagonalen gleich der Summe 
der Rechtecke aus je zweien der Gegenseiten. Eben so 
findet man aus Nr. 36. und 40., unter der Voraussetzung dass 
i, und b>b x : 



bb x z=. cc x — aa x , aa , = cc x —bb x \ 
be = ac — ad =bc — b t c x \ 99. 
b l e = ac x — «,c, a l d= bc x — b x c J 

d. h. in. jedem Sehnenviereck zweiter oder dritter Form 
ist das Rechteck aus beiden Diagonalen gleich dem 
Ueberschusse des Rechteckes aus beiden sich schneiden- 
den Seiten über das Rechteck aus beiden sich nicht 
schneidenden Seiten. Endlich wird, wenn man zur Abkürzung: 

2# =«-+-«i -+~b-\-b x \ 

2#' = «-*-*, -f-*-f-r,[ 100. 

schreibt; nach Nr. 45. 

= - «) (# ~a x ) (* -b) (s — b x ) 
= -a) -«,) (s'-c) (#' -c x )-a* x cc x \ 101. 
S»* = (,»-b) (s»-c) ( $ »- c% )-bb x cc x 

17 
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Durch scbicklicbe Verbindungen der Gleichungen (98) findet man 
ferner: 

aa x -j-bb x -\-ab-\-ab x -\- a x b -\- a x b x -=zcc x + cf-\ r c x f . . 102. 

d. b. die Summe der secbs Rechtecke aus je zweien Sei- 
ten eines einfucben Seh ue n viereck es erster Form ist 
gleich der Summe der drei Rechtecke aus je zweien sei- 
ner drei Diagonalen. 



ab x +a x b c x 



ab x 




aa x 


+ bb x 


ub x 


-h*tb 


aa x 


+ bb x 


ab+a x b x 



. /( C ±c,) = («db«,) (4 =b*,) 

cAc+f) =("±«) («.=!=«,) 
c{c, ±/) = («±A,) («,±A) 

Die Gleichungen (103) lassen sich auch als unmittelbares Ergebnis» 
der Formeln (53) und (54) betrachten. Auf die nebtnlige Weise 
kann nun auch jede Seite des Vierecks bestimmt werden. Denn 
nach (99.) ist: 

, (cct—bbt) {bc — b v c x ) _ _ {cc l —aa x ) (<*c — a x c x ) \ 

a — bc x -b x c » — ac x —a x c ^ 

(ec x — bb x ) (bc x — b x c) (cc x —aa x ) (me x —a t c) ( 

= bc-b x c x ' *■ = ^~=^ ! 

ingleichen : 

a_ bc — b x c x b ac — a x c x 



... 



107. 



\ x bc l —b x c i b x ac x — a x c 
n. s. w. Ferner ist nach Nr. 2. auch 

- + +mS — * + *J>w Um* + «A) cos (a x b t ) 

= 2cf cos (a x 6 x ) 

— at-haS + bt — bS^zZiab.-i-a.b) cos (a x b) 

= tcj" cos (a x b) 

und hieraus folgt durch Vergleichnng mit Nr. 11. sofort, dass die 
Durchschnittswinkel der Diagonalen cf und c j' nothwendig resp. 
gleich (a x b x ) und (a x b) sein müssen. Es ergiebt sich demnach 
auch wegen Nr. 96. und Nr. 11,: 

2(ÄÄH _ öA) = cos i(B - A) 

a i a .» b 2 -4-b.* 



*» -4-*,' -«'-, ,,' 
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und hieraus auf bekannte Weite die Formel u: 
sin' i(B+J)= {t ~"lj~ - ' } , co*' \(Ji+J)= { '~ a ^'~ b) [ 109. 

= <«-*H*-*»>, co8 ,, c = <--> (—■> 



ingleichen: 



Zugleich aber ist auch , wenn man den Halbmesser des dem Vier- 
eck umgeschriebenen Kreises R nennt, 



111. 



W=cc t sin C=r/sin \(B — A) = cJ sin \(B + A) 

ff f g| c_ _ ccj 

2sin C 2sin 2sin \(B + A) — 

*K (s — a) (* — Z>) (*-*,) (* — 

Ks verhalten sich demnach die drei Diagonalen des ein- 
fachen Sehnen Viereckes, wie die Sinus der in den zuge- 
hörigen Kreisabschnitten liegenden Peripheriewinkel, 
oder wie die Sinus der Winkel, unter denen sich die 
beiden anderen Diagonalen schneiden. — Zugleich ist 
auch das rechtwinkliche Prisma, das den Flächeninhalt 
des Viereckes cur Grundfläche und den Radius des um- 
schriebenen Kreises zur Höbe bat, gleich dem vierten 
Tbeile des rechtwinklichen Parallelepipedums aus den 
drei Diagonalen desselben. 

Durch einfache Multiplicatioo findet man aus 100. 



sin ±{B — A) sin ^B + A) 


* — a 


sin \C 


/ J 


cos ±(B — A) cos ±{B A) 




sin *C 

sin UB + A) cos ÜB — A) 


s-bA 


cos \C 


f \ 


cos UB + A) sin i(B — J) __ 


$-b 1 


cos iC 





u. s. w. woraus unmittelbar auch; 



sin \B a -+-<*! cos \B a — a y 

^rjC— ~~f ' sin|C— ~T~ 

sin \A _ b-b t cos \A __ 

/ ' sin^C— / 



113. 
17 # 
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und: 

■an, iit .»Dg }C= 
folgt. Ferner ergiebt sieb: 

j — /i 

Ä = 4sin i(Ä-H^) sin *(#-^) cos 



~" ' Iii. 



4cos -|- ^) cos J(J? - ^) cos ^ 
f-J 



115. 



4cos -+- A) sin J 


(ß — A) sin 


4sin \{B-y~A) cos j 


(B — M) sin 



Es ist ganz unverkennbar, dass die Formeln von Nr. 108. bis 
115. das Analogon zu den Formeln für das geradlinige Dreieck 
bilden. Trotz ihrer grossen Einfachheit und Eleganz scheinen sie 
doch bis jetzt noch gar nicht gekannt zu sein, weshalb die aus- 
führliche Mittheilung derselben hier nicht am unrechten Platze sein 
möchte. Die Untersuchung über die Eigenschaften der Sehnen- 
Vierecke aber noch weiter zu treiben dürfte kaum der Mühe loh- 
nen; die gehörige Verbindung der hier entwickelten Formeln wird 
fast immer hinreichen, jede verlangte Untersuchung zu Ende zu 
fuhren. Nur folgende Ausdrücke mögen hier noch Platz finden, 
da sie bei vorzunehmenden Transformationen gute Dienste leisten: 



ta l cos±{J-t-C)coa±(J— C)+bb x eot{(B-*-C)co*±(B-C)\ 
0=««, sin^Ä^^sin^Ä-^J+cc.co^Ä-f-CJcosAfÄ-^l J16 
0=66, 8ini(Ä-f-^)sini(Ä~^/)— cc x cos j(^-C')cosH^--tf)' 



Mit ihrer Hülfe findet man für den Flächenraum D des von dei 
drei Diagonalen gebildeten Dreieckes die merkwürdige Gleichung 

D*—F*z=zR* sin (A+C) sin (B+C) sin (C— A) sin (B — C) 111. 

» 

§.20. 

Endlich sind noch die Werthe zu bemerken, welche beim Seh 
nenviereck für die einzelnen Bestandteile des zugeordneten Drei* 
eckes erhalten werden. Mau findet zuvörderst aus Nr. 



a = ( j a cos2 W-i-C) j g, cos» KB — C) 
1 ' a x sin B sin C 1 a sin B sin C 

b cos» UC+J) * b x cos» \{C-A) \ 
P — °* ' h x sin A sin C ~ ° 2 h sin A sin C ' ! > 

A c sin» \{B — A) y c x sin» \{B + A) 
7 "~~ * * r, sin sin i? — °» * c sin J sin B 

• * ■ 



also auch 
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cos \(B + C) cos \{B- C) 
m ~ w " * sin Zf sin C 

ä = J cos j(C+A) cos KC-/f) l no 
^ a sin ^1 sin C f 

. sin 4<jf^-^v sin Ay 
Y — ' sin 4 sin B 

Ferusr wird nach Nr. 69.: 

A a* x bb x sin» +(A + B) sin» \{B — A ) 
cc' sin A sin # sn C 



W|£Cj cos 



•i 



g^cc, cos» j(C-H^) cos» j(C-^) l 

Ä "UT ' sin * sin # sin C 

woraus denn mit Hülfe von 116. sogleich: 

» — v i • 2/f/f — Z2FFF' 

y>=o" _^fL = AWV ainM j J 

sin (a/J) = ~~ = sin (o t ,,) | 
.in («y^ — ^in (cT, . ) 122. 

sin (/S/) = ^- = shi (ö%.) 
folgt. Man erhält dadurch unmittelbar den merkwürdigen Satz: 

( V )=l»-(rf„)[l«8. 
. (fr)=l»-(i lt )J 

so dass im Sehnenvierecke die zugeordneten Winkel unmittelbar 
aus den Winkeln gefunden werden können, unter denen sich je 
zwei Verbindungslinien zwischen den Mittelpunkten der Gegensei. 
ten schneiden. 

Wie nun im Vorsteheoden die allgemeinen Formeln auf das 
Sehoenviereck angewendet worden sind, so könnte das auch in Be- 
zug auf das Tangentenviereck geschehen. Indessen würde dadurch 
theils die gegenwärtige Untersuchung allzuweit ausgedehnt werden, 
theils erfordert das Tangentenviereck noch eigenthümliche. von den 
bisher geführten, ziemlich abweichende Erörterungen. Ich spare 
daher diesen Gegenstand für eine andere Zeit auf, wo ich dann 
zugleich auch die Eigenschaften der vier merkwürdigen Punkte 
der Haupt- und Nebendreiecke näher betrachten werde. 
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* 

» 

* 

XXIV. 

Beweis eines geometrischen Satzes. 

Von 

Herrn Thomas Clausen 

zu Altona. 

, — 



Beschreibt man in einem Kreise ein Dreieck, dessen zwei Sei- 
ten mit gegebenen Linien parallel sind; so ist die dritte Seite eine 
Tangente eines andern concentriscben Kreises. Durch die ortho- 
graphische Projection auf eine gegen die Ebene der beiden Kreise 
geneigte Ebene werden die sämmtlicheu Parallelen wieder parallel, 
und die Kreise ähnliche und ähnlichliegende concentrische Ellipsen. 
Man sieht hieraus, dass die dritte Seite jedes in eine Ellipse ein- 
geschriebenen Dreiecks, dessen zwei Seiten mit zweien beliebigen 

fegebenen Durchmessern parallel sind, eine ähnliche, ähnlich- 
iegende concentrische Ellipse berührt. 

Da die Parabel und Hyperbel aus dem Kreise nur durch Cen- 
tral projection entstehen, wodurch die Parallelen im Allgemeinen 
nicht wieder parallel werden; so lässt sich auf diese Art nicht die 
Curve finden, die von der dritten Seite jedes in jene beiden einge- 
schriebenen Dreiecks, deren zwei Seiten mit gegebenen Linien pa- 
rallel sind, berührt wird. Ich habe daher diese Curve auf folgende 
Art für alle Kegelschnitte analytisch bestimmt. 

1. Statt der rechtwinklichten Coordinaten & x =zAA r , y x =MA 
des Punkts M (Taf. IV. Fig. 1.), nehme ich, wenn AN und MO 
mit den beiden gegebenen Linien parallel sind, und also einen 
constanten Winkel MOS = 0 eioschliessen , schiefwinklichte 
& = AO, y = MO. Auf diese Weise wird 

x x =^r-f-y cos 0, y x = y sin 0. 

Der Kegelschnitt sei eine Ellipse oder Hyperbel, und die rechtwink- 
lichten Coordinaten .r n y, auf den Mittelpunkt der Curve als An- 
fangspunkt bezogen , die Axe der x , sei mit einer der gegebenen 
Linien parallel. Die Gleichung der Curve ist demnach von der 
Form: 

Ax x x x + %Bx x y x -+-Cy x y x -h^mO. 

Substituirt man hierin die obigen Werthe von .r, und y lt so findet 
man ebenfalls die Gleichung mit schiefwinklichten Coordinaten von 
der Form 

Mi* + Mary -+- cyy -+-/= 0. ( I ) 
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Es sei also M der Mittelpunkt der Corte (Taf. I V. Fig. 2.) ; MQ 
und MP die Axen der x and y; ABC ein in der Curve einge- 
schriebenes Dreieck; die Seite AB mit MP, und die Seite AC 
mit MQ parallel. Die Coordinaten des Punkts A seien E> v; die 
Coordinaten des Punkts B seien l\ r'; die Coordinaten des Punkts 
C seien; E", so ist offenbar v=v"=AD t und E=E'= — ZW. 

Ich nehme an dass keiner der Punkte A, B, C unendlich weit 
entfernt liege, oder dass weder AB noch AC mit einer Asymp- 
tote der Hyperbel parallel sei; in welchem Falle BC mit dersel- 
be u Asymptote parallel wäre, oder unendlich weit entfernt läge. 
Die Linie A(\ deren Gleichung y=v = u4D ist, schneidet 
also die Curve in zwei Punkten; eben so AB, deren Gleichung 
x = % = — DM. Demnach können weder a noch c der Gleichung 
(1) verschwinden. Es sei nun die erste willkührliche mit MQ pa- 
rallele Seite des Dreiecks AC gezogen und AD=zv, so werden 
die beiden Werthe von x. die diesem Werthe von y entsprechen, 
$ = — MD, und E" = ME die Wurzeln der Gleichung 

aacx -+- Wtacv -f- cvv -f- /= 0 
5 = — — - Y 

wenn man Y positiv nimmt und YY= (66 — ac)vv — af setzt. 

Die beiden Werthe v = DA und v'=DB sind die Wurzeln 
y der Gleichung cyy ■+- 2£f y -+- <srEE -f- /= 0, also ist 

= oder 

i/ = ( 1 H K 

Die Gleichung der durch /? und C gelegten Linie ist: 

(«/" — t/ja; (E' — E")y -f- E'v — SV = o 

der offenbar durch Substitution der Coordinaten von B: .r = E\ 
y=v'; und von C: .rrrzE"» y = v>f Genüge geleistet wird. Sub- 
stituirt man in diese die für f' = E> £", v ' und v"z=zv gefundenen 
Werthe, so findet man die allgemeine Gleichung fzir die Linie BC: 



— «c)v-f-4y|.r-f-c. y . y-M/=0. (2) 

Der Berührungspunkt mit der Curve,. die alle diese Linien berühren, 
ist der Durchschnitt von einer beliebigen mit einer unendlich we- 
nig verschiedenen derselben. Es sei die Gleichung einer Tangente 

Ax+- By-\- 6 T =0 

so ist die Gleichung der unendlich wenig verschiedenen Tangente: 

| A + (g)* \x + i B + y^CM^dv = 0 

deren Durchschnittspunkt mit dem Durchschnittspuiikte der beide 

Ax Äy -f- r=0 
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,dA. .dß v .dC, „ 
identisch ist. Die Coordioateu desselben seien ar=uc\ y=y / » »o ist 

Nacb der Gleichung (2) hat man: 

A = {bb-ac)v + bYi B = cY% C=bf, 

e ... , , dY (t*b-ac)v 
folglich da j£ = y ist: 

r . „ Y .dB. .dt\ rt 

also 



, bb , v Z»l 



und 



aa/x> -f- 2&ry 4- cyy -f- ^= 0. (3) 



Beide Curven (1) und (3) sind also zugleich co ncentrische, 
ähnliche und äh nlichJ i egende Ellipsen, oder Hyperbeln 
zwischen denselben Asymptoten. 

2. Ist die gegebene Cim e eine Parabel und der Anfangspunkt 
der Coordinaten im Scheitel derselben, so wird die Gleichung für 
die Curve auf die mit den beiden Seiten des Dreiecks parallelen 
Axen bezogen: 

(ax b y y -+- 2er + %dy = 0 1 

und wenn man wie oben verfährt, und YYz=zc* -f- 2av{bc — ad) 
setzt: 



t- abv c Y 



je» abv + c Y_ 

v und v' sind die beiden Wurzeln // der Gleichung: 

b*y*+ i ly(ab%-\-d)-t-a*&+-2cl; a^o ist 

ab$-t-d 



t/ = — 2 



b* 



und die Gleichung für alle dritte Seiten des Dreiecks: 
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— ad+bY\a:+b % Y . y — bv{bc — ad) — cd-\- dY. t 
Bs ist also * 
A = a(bc — ad+bY); B=b % Y\ C=-bv{6c - ml)-cd+dY y 
uud da 

d£ = a(U-ad) ut , , ..... 

, , . c bv 

a* a 

: 6c -ad . Y 

♦ »* 

Beide Curven sind demnach auch zugleich Parabeln mit glei- 
chem Parameter, deren Hauptaxen zusammenfallen. 

3. Hiernach ist es leicht in jedem Kegelschnitte, wenn es 
möglich ist, ein Dreieck zu beschreiben, dessen zwei Seiten mit ge- 
gebenen Linien parallel sind, und dessen dritte Seite durch einen 
gegebenen Punkt geht. Man beschreibe nemlich ein willkürliches 
Dreieck A^BC, dessen Seiten A X B und A X C mit den gegebenen 
Graden parallel sind, und dessen Spitzen A X BC nxii dem Umfange 
der gegebenen Curve liegen. Mit B C parallel (Taf. IV. Fig. 3.) ziehe 
man, wenn es möglich ist, die Tangente B'C an die gegebene 
Curve. Vom Mittelpunkte M der Corve ziehe man eine Linie an 
den Berührungspunkt T\ die die Linie BC in T schneidet; so ist 
T der Berührungspunkt der zweiten Curve, die mit der gegebenen 
ähnlich, ähnlichliegend und concentrisch ist. Es ist Ä/T : MT 

= ^=:1 für alle eingeschriebene Dreiecke constant. Es sei A 

der Punkt, der auf der gesuchten Tangente AU an die zweite 
Curve liegen soll; zieht man mit dieser parallel ÄU\ die die ge- 
gebene Curve in l ' tangirt, und die Linie MA in A' schneidet; 
so ist ebenfalls MU : MC = MA : MA' = MT : MT. Folglich 
müssen AT und A'T auch parallel sein. Man ziehe demnach, 
nachdem T und / bestimmt sind, TA und die Parallele T'A', die 
die Linie MA in A' schneidet, und von A\ wenn er nicht inner- 
halb der gegebenen Curve liegt, in welchem Falle die Constructioa 
unmöglich ist, eine Tangente an die gegebene Curve, so ist die 
durch A gezogene mit ihr parallele die gesuchte Linie. 

In der Hyperbel ist keine mit BC parallele Tangente möglich, 
wenn BC beide Aeste schneidet. Die Hyperbel, die alle Linien BC 
berührt, liegt in diesem Falle in den Nebenwinkeln der Asymptoten. 
Es sei die Gleichung der gegebenen Hyperbel auf ihre Asymptoten 

(4) 

so ist in diesem Falle die Gleichung der von BC berührten Curve 

x % y % = — mf z (5) 
wo m positiv ist. Beschreibt man die zu dieser Hyperbel supple. 
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mentairc, in der jedem Punkte dessen Coordinaten in der einen 

?«» »" (ler zweiten ein Punkt, dessen Coordinaten £ a ss 
v x = — y % sind, entspricht; so wird die Gleichung für dieselbe 

Diese Hyperbel ist mit der gegebenen ähnlich, ähnlichliegend und 
concentrisch. Ebenfalls wenn eine Tangente an die Curve (5) 
durch einen Punkt geht, dessen Coordinaten a, ß sind, auf die 
Asymptoten bezogen, so geht die Tangeote an den entsprechenden 
Punkt der Curve (6) durch einen Punkt dessen Coordinaten a, — ß 
sind. Es seien Tat". IV. Fig. 4. die Asymptoten der beiden Hyper- 
beln AB und CD, ah die dritte Seite eines Dreiecks, das in der 
gegebenen Hyperbel eingeschrieben, und dessen zwei Seiten mit 
gegebenen Graden parallel sind , welche Linie also die Curve (5) 
berührt. Es soll nun durch F eine Berührende an dieselbe Curve 
gelegt werden. Die entsprechende Tangente der Hyperbel (6) geht 
durch den Punkt F', wenn man FG = GF' macht und FF' mit 
der Asymptote AB parallel zieht. Die der Tangente ah entspre- 
chende Tangente der Curve (6) ist ha\ wenn man *M=Md 
macht Man construire also wie oben eine grade durch F' gebende 
Linie, die mit bd zugleich eine mit der gegebenen ähnliche, ähn- 
lich liegende., concentnsche Hyperbel berührt; so geht die gesuchte 
Linie durch F und den Durchscbnittspunkt der eben gefundenen 
mit der Asymptote CD. 

Sind die beiden Curven Parabeln, so schneiden alle parallele 
Tangenten BC und B'C von der grossen Axe gleiche Stücke ab. 
Zieht man also durch den gegebenen Punkt A (Tat". IV. Fig. 3.) 
mit der Hauptaxe eine Linie parallel und macht AA dem auf dieser 
Axe von BC und B'C abgeschnittenen Stücke gleich, zieht darauf 
aus A' eine Tangente an nie Parabel , so ist die mit ihr durch A 
gezogene Parallele die gesuchte Linie. Ausser den angegebenen 
Fällen sind keine vorhanden. 



XXV. 



üeber die neuesten Erfindungen in der Theorie 
der bestimmten Integrale. 



Von 

dem Herausgeber. 



Erste Abhandlung. 

Diese Abhandlung eröffnet eine Reihe von Abhandlungen , in 
wir nach und nach von den neuesten wichtigern Erfindungen 
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in der Theorie der bestimmten Integrale ausführlich Nachricht er- 
teilen, überhaupt mit der Zeit eine vollständige Theorie der be- 
stimmten Integrale zu liefern suchen werden. Dem Zwecke dieser 
Zeitschrift gemäss beginnen wir mit einer kurzen Darstellung der 
wichtigsten allgemeinen Hauptsätze von den bestimmten Integralen, 
auf welchen alle folgenden Untersuchungen vorzüglich beruhen, 
und einer kurzen Entwicklung einiger sonst schon bekannten be- 
stimmten Integrale, die bei andern Untersuchungen besonders häu- 
fig in Anwendung gebracht werden. 



I. 



den be- 



Die wichtigsten allgemeinen Hauptsätze von 

stimmten Integralen. 

♦.1. • - i 

Wenn überhaupt 

//(.r)rfr = y(;r) 

rtzt wird, wo, wie wir, offenbar anzunehmen berechtigt sind, 
willkührliche Constante in der Function <p(x) schon einge- 
schlossen sein soll; so nennt man die Differenz 

das von & — a bis x=.b genommene Integral ff(&)dXi 
und bezeichnet diese Differenz am besten and einfachsten durch 



so dass also 



ist. Auch nennt man 



> t 



das zwischen den Gränzen a und £, für a als untere und 
b als obere Gränze, genommene Integral ff(ar)da:. Ein 
jedes solches zwischen bestimmten Gränzen genommenes Integral 
wird aber überhaupt ein bestimmtes Integral genannt. 

1. Weil, indem wir immer wie vorher überhaupt 
setzen, nach dem vorigen Paragraphen 

und ' 
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s 

iit; so iit offenbar jederzeit 



•» 



• » 



> 



f b f(a:)da: + f/(a:)da: = 0. 
2. Weil ferner nach dem vorigen Paragraphen 

• ==y(«)-»>l«). 

cc 



u. s. w. 



ist; so ist jederzeit, wie man sogleich findet, wenn man auf beidei 
Seiten der Gleichheitszeichen addirt, , 

= y(^) — 9>W> ( 

und folglich, weil nach dem vorigen Paragraphen 

a \ 

ist, jederzeit 

pb 



•• • • • 



* • 



= fy{*)dx+ / a V(*)«feH- . 

... + /'fa)<lx+ fax)**, 

wie gross auch die Anzahl der durch a, ß 9 y, . . . X, p bezeichne- 
ten Grössen sein mag. 

3. Wenn ^ eiue constunte Grösse bezeichnet, so ist bekannt- 
lich jederzeit 

und folglich 
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also, weil nach dem vorigen Paragraphen 
ist, immer 

4. Wenn, indem 1, A x , A iy . . . A„ lauter eonitante Grössen 
bezeichnen, 

ist; so ist bekanntlich jederzeit 



fF(x)da; = A ff\x\dx + A x ff x (*)dx A % Jf % {x)da: 

...+A n ff n (a:)da:, 

und folglich, wenn wir überhaupt 

ff(a:)da: = $p(ar), 

y/i(«^K^ = 9Pi(^)» 
// s (*)<fcr = gp s (ar), 

u. s. w. 

V ffn(oc)dx = <fn(&) 

letzen, 

also nach' dem vorigen Paragraphen 



ff 



d. i. nach dem vorigen Paragraphen offenbar 

«/ ° 

=zjf 5 f(*:)da: + A x f/ X (a:)da: + A % ff % (a:)da:-+-. . . 

...-hin/ f n \&)dx. 

».3. 

Wenn wir wieder überhaupt 

ff{x)dx = <p(x) 

setzen, ao ist nach dem allgemeinen Begriffe des Integrals be- 
kanntlich . ' i, - 
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¥i*)=A*h 

wo <p'{&) wie gewöhnlich deo ersten Ditterentialquotienten der 
Function <p{a:) bezeichnet. Setzen wir nun, indem n eine beliebige 
positive stanze Zahl bezeichnet, 

n — *' 

so ist nach einem bekannten Satze °) 

9 (a H- t) = <p(a) + tfH« + #0, 
<p(a -f - 2#) = y (a -+- •) -H */(<* -4- i -f- 0 , 0» 
<f{a 3i f) = <p(a H- 2#) -f- #/(« -+■ 2f -+- 0,0, 

U. 8. W. 

y(a -f-(«- 1)0 = <p(a + (»- 2)0 -f- */T« + (•- 

?(« f.«) = 9,(« -*-(»- l)f) -+- (<S - 1)» 0,-ti); 

wo 0, 0,, 0,, . . . 0n_2, 0«— i lauter positive die Einheit nicht 
übersteigende Grössen sind. Addirt man jetzt auf beiden Seiten 
der Gleichheitszeichen, und bemerkt, dass 

b = a -f- »« 

ist; so erhält man sogleich die Gleichung 

(f ( Ij) — (f{a) 

also, weil bekanntlich 
ist. 

J 

Wenn i positiv ist und die Function fortwährend wächst, 

wenn man sich jc von jc = a bis x = b stetig verändern lässt; 
so ist, weil 0, 0,, 0„ . . . 0„_i lauter positive die Einheit nicbt 
übersteigende Grössen sind, offenbar ohne Beziehung der oben 
und untern Zeichen auf einander: 

/(« + ©<) >/(«), 

/(•Hh. • + ©,<) =/(« + .), 
f(a -f- Ü 1+ ©,0 =/(a -|- 20, 

U. I. w. 

•» 

f(a + (» - 1> + 0^0 + 1)0 
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und 

+ -4- i), 

/(* + i + 0,O^/(«-T-2O, 

/l«-fr-2i + 0 a ,)=/T«-fr-3.), 
u. ». w. 

f(a -f-(«_l),-f- =/(« -f- 1.*) ; 

also») 

f(a -fr- 0#) -*-/(* -H • H- t) H- . . . -fr-/(*-fr- (« ~ l)H-0— 10 

>/(«) H~/(« + 0 -h**M-... -*"/(« + (» - 

uod \ 

</(* + 0 +A« + 2t) -+-/(« + 3« ) H- . . . +/(« -I- **) ; 
folglich, weil nach der Voraussetzung # positiv ist **), 

~ •!/(*) -4-/(« -+- •) -f- «o . . . -+-/(« -fr- r- - i)ot 

UBd 

+ - • ■ +/(•-*-(» - ft*-t0 I 

• 

Setzen wir also hier und im Folgenden der Kürze wegen 

s=z i[/(a) +/(« -fr- o -fr-/(« -fr- «O • • • -K/T« -M« - OfM* 

2» ==: |/(« -fr- 0 -fr-/(* -fr- 20 -fr- 30 -fr- • • • -fr- »0 1 5 

so ist nach dem Vorhergehenden 

d. h. es ist fjf(jc)da? eine Mittelgrösse zwischen 2 und 2', oder 

in 1 der ans Theil 1. XL. §. 33. bekannten Bezeichnung der Mit- 
telgrössen: 

Wenn wieder i positiv ist, die Function f(&) aber fortwährend 
abnimmt, wenn man sich a: von x = a bis x = b stetig verändern 
lässt: so ist, weil Ö, lauter positive die Einheit 



Y 



•) Theil L XL. 6. 2. $. *. 
M ) Theil I. 



XL. §. 12. §. 13. 
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oicbt übersteigende Grössen sind, ohne Beziehung der obero 
und untern Zeichen auf einander: 

• * 

/(«+©••)=/(«). 

• ■ * m 

+ i + 0, «)=/(« + .) 
/[„+V+ ©,.-)</(« + 20, 

U. S. W. ' 

Aa + {n _ + e n _ xi) =/(« -+.(»- i) f ) 



und 



/(«-f-©*)^:/(«-+-i), 



/(* -f- 2i -f- 0,0 — /(« -H 3<), 

'"' 5 ! " n. s. w. , J- • 

/(* -4-(»-l),-r- >/T« H- »0 ; 

also . 

__/t«-r-ö«)+/(«-+-*-r-©.*)H- • • • -f-/T«-r-(»-l)t-f-© Ä -it) 
</W + Q -f- W) H- . . . +/(« + (• - 1)0 

und 

-f- ©0 -f-/(* 4- <+ e t l) H- . ; . . -f-/(« -h (»- 1 )»-r-0»-if) 
— /(« + j) -+-f(a -f- 2i) -h 3f) -f- . . . + «d)« 

folglich, weil nach der Voraussetzung t positiv ist, 

_ #!/(«+ 00 +/f«+H~.e,0+ • • • 1)« ft-iOl 

— 0/(«) + 0 -K/t« -f- 20 + . . . -f-/(« + (« - 1)01 

und 

_0/(«+®0H-/(*H-*+©iO-f- • • • -f-/(«-4-(»— l)f4-e»-ü')l 
> <!/(• + 0 -+- 20 -*-/(« H- 30 -f- . . . -t-/(« rf- »Oh 

d. i. nach dem Vorhergehenden 
und folglich wieder 

Wenn t negativ ist, und die Function /"(.r) fortwährend wächst, 
wenn man sich x von jc = a bis ar = i stetig verändern lägst; 
so ist, weil 0, S u 0„ . . . 0 n _ x lauter positive die Einheit nicht 



ubersteigende Grössen sind, wieder ganz wie vorher 
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na . ■ 

>/(«) + 0 +A" H" 20 4- ...+/(« + («- 1)0. 

ond w 1 

* * 

■ 

</(« -4- 0 -h/{« 4- 20 -T-/T* -H 3t) + . . . -+-/(« -I- mfy 

Weil aber jetzt nach der Voraussetzung i negativ ist; so ist 

0/(*+ ©0 ®.0 + . i +/(«-!-(»- l)t-h^-it)f 

< 0/(«) -f- 0 +/(« + 2t) -f- . . -*-/(« + (*— l)f | 
und 

i\A* &*y+A"+*+Ot 0 + • • • +/(«-+- (* - 1 )*-*- 0«-.O I 
^f|/[« + 0 +/(« + »)+/(« +30 +...+/(«+ »Ol; 

alio nach dem Vorlie rscehenden ' 

und folglich wieder 

Wenn * negativ ist, und die Function y'(.r) fortwährend ab- 
nimmt, wenn man sich von = «r bis xz=.L stetig verandern 
lässt; so ist, weil 0, 0,, (•>,,... (9„_i lauter positive die Einheit 
nicht übersteigende Grössen sind, ganz wie oben 

f{a + ©•) -*-/(« -h#-f- ©jO-f-... -*-/(« -f- (* - 1 )* -f- 0„-iO v 
</(«) +/(• + 0 -*-/(* + «0.+ • ' • +/(• -M" - »W 

/(« h-©0 +/(« + •• -t- 0. 0 + - • i^+ft-iO 

>/(« -f- 0 +/(« -h 20 -h/(« + 30 -f- . . . -f- »0. 

Weil aber jetzt nach der Voraussetzung i negativ ist, so ist 

> *\A*) +A* + 0 -*-/(« + 20 . . . -+-/(« ■+-(»— 1)0 

Md •« :.*«<♦' 

t|/(««f-©0+/(«+« + ^ l 0-+- • • • -f-/(«-T-(*~l)*'-f-0«-iOt 

< i\A* + 0 +/(« + 20 -*-/(« h- 30 + . . . -*-/(« »0 1 ; 

also nach dem Obigen 

Tkeil II. 18 
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u ml folglich auch jetzt ' -I 

,, f t /(x)dj, = M(S,S\. . , N ' ,- 

Als allgemeines Resultat ergiebt sich nun aus dem Vorher- 

gehenden, dass, wenn die Function f{*r) entweder stets wächst 

oder stets abnimmt, wenn man sich at von r=;« bis ac-^b stetig 
verändern lässt, das bestimmte Integral 

fb h 

i 

jederzeit eine Mittelgrösse zwischen ,J und 2' ist. wo^.auch die 
positive ganze Zahl n sein mag. Da 

oder 

^ {h-a) \f{b)-f(g)\ 

ist, so ist klar, dass die Differenz ~' — ~ sich, wenn n wächst, 
der Null nähert, uud derselben beliebig nahe gebracht werde« 
kann, wenn man nur * gross genug nimmt. Also nähert sich nach 
dem' Vorhergebenden die Grösse ~ , wenn n wächst, offenbar dem 
bestimmten Integrale 



130 



v, \ \ 



und kann demselben beliebig nahe gebracht werden, wenn man 
nur n gross genug nimmt. Setzt man 

8 H= 1 1 f{a) +/(« -H •) W ) + . . + ni) \ , 

so ist 

oder 

n * 

und diese Differenz nähert sich folglich, wenn /* wächst, der Null, 
und kann derselben beliebig nahe gebracht werden, wenn man nur 
n gross genug nimmt. Also nähert sich nach dem Obigen auch 

die Grösse 

S= i\/(a) + f(a + i) -+•/(• -4- 2i) +~ v . . +f{a + 
wenn n wächst, dem bestimmten Integrale» i • ! 

und kann demselben beliebig nahe gebracht werden, wenn man 
nur n gross genug nimmt, wobei man immer zu beachten hat, dass 

b — a 

i ir = i ; . 

gesetzt worden ist 

Wenn die Voraussetzung, dass die Function f(?c) entweder 
fortwährend wächst oder fortwährend abnimmt, wenn man sich x 
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von ar=ia bis .v = 6 stetig verändern lässt, nicht erfüllt ist; so 
wird man sich das Intervall ab doch immer in eine gewisse An- 
zahl anderer Intervalle ««. aß y ßy, . . ., k/j , getheilt denken 
können, in deren jedem die Function f\a:) entweder fortwährend 
wächst oder fortwährend abnimmt. Und weil nun' nach §. 2. 2. 

=jy(*)** + flu*)** * 

ist, so wird man sich leicht überzeugen, dass das oben Bewiesene 
auch dann noch gilt, wenn die Function f(x) nicht fortwährend 
wächst oder fortwährend abnimmt, wenn man sich ac von nc = a 
bis a:=b stetig verändern lässt. Daher ergiebt sich jetzt der fol-' 
gende allgemeine für die Theorie der bestimmten integrale in jeder 
Beziehung höchst wichtige Satz: 

Wenn man, indem n eine beliebige positive ganze 
Zahl bezeichnet, 

, >!• i.» : ^^=, 

setzt, so nähert sich die Grösse 

•1/W -f-/(* + 0 +/(« + 10 + v -f-/(« + ui) j 
oder * . 

if(a) -f- if(* + 0'+ (fl#W «0 + • • • + + **i 
wenn // wächst, jederzeit dem bestimmten Integrale 

und kann demselben beliebig nahe gebracht werden, 
wenn man nur n gross genug nimmt 

Wir wollen jetzt annehmen, 1 dass f(a?, y) eine Function der 
zwei veränderlichen Grössen x und y sei. Wenn man nun aber 
bloss sc als veränderlich betrachtet, so ist das bestimmte Integral 



rb 

I /ta y) d * 

offenbar eine bloss von der veränderlichen Grösse y abhängende 
Function, und es kann also 

• f/{a:, y)dx=<p(y) , 

gesetzt werden. v.JV •' •> 

Lässt man y sich ihn fcy verändern, so ergiebt sich aus dieser 
Gleichung auf der Stelle die Gleichung 

18- 
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0 

Weil ferner, wenn man sich y um Ay verUfldern läset, 

A/to y)=/t*> y+Ay) y), 

also auch ; , . , 

A/(.r, y) • ==/(*. y + Ay)<** -/i>, y)</^ 

ist; so ist nach §. 2. 4. 

So wie aber nach der Voraussetzung 

.//(•*> y)''* = $P(#) , 
ist, so ist, da diese Gleichung für jedes y gilt, natürlich auch 

• i ! ,5|ll 

uod nacli dem Vorhergehenden ist also 

J a Af(*> y).^ = sp(y-f-Ay) — <Hy). 1 : i 

Vergleichen wir diese Gleichung mit der oben gefundenen Gleichung 

A / f{x, yK^ = y(y-t- Ay) — sp(y)> 

so erhalten wir die Gleichung 

k]T/i** yW* = f & a äA*> y) \ , 

aus der sich ferner 

■ 

Äy =toJ m &A*>*>>**, 

also nach §. 2. 3. 



!' 



ergieht. Lassen wir nun Ay sich der Null nähern , und geben zu 
den Gränzen über, so erhalten wir unmittelbar die merkwürdige 
und wichtige Gleichung 

dy —Ja dy 

welche man auch unter der Form 



zu schreiben pflegt. 

Differentiirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung nach y 
von Neuem, so erhält man t 
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und folglich, wenn man wieder nach y differentiirt, 

also, wenn man wieder uach y ditferentiirt, 

r -! v ■ • 

Wie oian auf diese Art weiter gelten kaun , ist klar, und' es 
ist daher in völliger Allgemeinheit 

Man nennt die durch diese Gleichung vorgeschriebene Ope- 
ration die 'Differentiation unter dem Integralzeichen, und 
bedient sich derselben häufig bei der Entwicklung« bestimmter In- 
tegrale. Hat man nämlich ein von mehreren allgemeinen Grössen 
abhängendes bestimmtes /Integral gefunden,* so kann man offenbar 
jede dieser Grössen als Veränderlich betrachten, und nach dersel- 
ben das in Rede stehende Integral auf der einen, die Function un- 
ter dem Integralzeichen auf der andern Seite des Gleichheits- 
zeichens willkührlicb oft differentiiren, wodurch man jederzeit eben 
so viele neue bestimmte Integrale findet, als man Differentiationen 
verrichtet hat. 

§5. 

Wir wollen jetzt auch den Fall betrachten, wenn die beiden 
Gränzen des Integrals selbst veränderlich, nämlich zwei beliebige 
Functionen von // sind, die wir durcli T und Y' bezeichnen wollen, 
so dass Y die untere, Y'Mid obere Grenze des lutegrals ist. Set- 
zen wir nuo wieder der Kürze wegen 

/•I* 
/(x, y)tbv=<p{yl 

und lassen sich y um \>/ verändern, so wird 

Ferner ist, unter der Voraussetzung, dass Y und Y' in Y-+-&Y' 
und y-f-^y übergehen, wenn y in y-h übergeht, offenbar' 

und folglich 

fjTtg y ■+* AyK* — y y y)^ = sp(y A'/) - y(y) > 

■ «■'"'* \ 

also nach dem Vorhergehenden* V 
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Nach §. 1 2. ist 

r+A r y Ay)^ =./ r+ A r**' * ^ Ay)<** 

r , /k> y+Ay)** 

und 



J Y f(*> y + =J y A*> y + Ay)<** 

* i 

r+Ä y/(^» y-*-Ay)<**> 

alsu 

^r+A r^*' y Ay)<** =jT r A*t y -f- Ay)<** 

y /to y-t-AyW*; 

folglich ist 

fY'+bY* k 
, rY+HY 

Y A*> y + Ay)^ — y r , y AyM* 

/»r+AJ* 

also nach dein Obigen 

i /*Y-\-&Y £*Y'+-bY' 

—J r A*> y Ay)<** n-y /( y -h Ay )<*r, 

d. i., weil nach §. 2. 4. 

fyA*> y + Ay)«te — fyA*> y)** 

r-fc Ay) -r/fo y) I** 

und folglich , , 

* ■ 

ist, 

r A/to y) • <<* — y y y h- AyK* 

/•r+AT 
r ■ /(*. y-4-AyK*< 
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also auch offenbar ^ 



*r+ > 

Y 

Selzen wir nun überhaupt .' 

/7>, p)d* = *(a,; y), 

so ist , . ' i f . . > i 

: JT* ¥ A*> v¥* = y + A y) - *( r. t/h 

und folglich offenbar 

i pY+tY ' 0( r-H Ar, y +- Ay) - y h- Ay) 
fc/r /(^y-HAyMf = - Ay 

* a 



also auch 



. — ay 

i /•i r +Ai r w <-i w ^ (l-t-Ar, y-hAy)-^** y-f-A y) 'AT 
j/j' !/(^y+Äy)^= Ar . * Ay* 

Lässt man jetzt Ay> ftls0 WM** auch Ä ^> der Nult nähern, 
und geht zu den («ranzen Uber, so ist 



= | . ro «(Y+M , + - « U^M . U, jg, 



• 7 



und weil nun offenbar 

f . ^(r-f-AF, y + Ay)-^, y-4-Ay) dy{Y, y) 
Lim ■ ÄT rfr 

• K. . 'i » « ''•I 

und 



Lim & = 



Ay~ «?y 

% \ » » 'i 

ist, 80 ist 

Lim Y y + AsW« = — * rfy' 

Weil aber bekanntlich » , 

ist, so ist 



^*2&?=AV,y), 
und folglich nach dem Vorhergehenden 



Digitized by Google 



280 

i 

, \ ■ * 

* » . t ✓•J'+Al dY 

Llm toJr A** y + =/( H y) . 

Ganz eben so ist über natürlich 

Lim &/r A *' v + ***** =/( Y ' ^ W 

Ans der oben bewiesenen Gleichung 

folgt nun, wenn man, immer unter der Voraussetzung, dass /V/ 
sich der Null nähert, zu den Gränzen übergeht: 

Lim r /(^', 

= Lim «/ r Ay " Lim g£/ r ^ y Ay )** 

+ Lim 25/ r y + Ay)**» 

und es ist also nach dem Vorhergehenden offenbar 

Für Y= <r, d. h. in dem Falle, wo die untere Gränze Y eine 
constante Grösse ist, geht diese Gleichung, weil 

dY 

— — 0 

dy— U . 

> i 

ist, in die Gleichung 

über. Für Y' = £, d. h. in dem Falle, wo die obere Gräme Y 
eine constante Grösse ist, geht die obige Gleichung, weil 

dy 

ist, in die Gleichung 

über. Wenn 1 — a und V = /> ist, d. h. wenn beide Gränzen 
constant sind, gebt die obige Gleichung, weil 

iY ft . dY' n 
- = 0uud^ = 0 
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iit, in die Gleichung 

über, welche ganz mit der im vorigen Paragraphen gefundenen 
Gleichung übereinstimmt. , t 

Wir wollen jetzt überhaupt 

< \ f * 

//(^, y)dy=z<p{a:, y), 

also 



setzen. Nach der zuletzt im vorigen Paragraphen gefundenen 
Gleichung ist .»•>'. % .* .,» •» » 

oder . ,v . ... . • . y 

und folglich nach dem Vorhergehenden 

also 



Setzen wir nun überhaupt 

. .•» •• • i« • .» «• .uniii »• luii! .ihI t* .u *i ki in 

80 lst «Uli' . »' ♦.' ' türiJ - 

und folglich 

»*i • ii/ i" .i •• .' »* • itj«. .•» 
J* dy fl f ^ y)^-r-Const = ^, y)-^(«, y), 
alio »-' V , \ 

fl dy fj^ y*» 



fllil o t... «in 



Nach dem Obigen itt . .. . ,1 ,.,.!•.>, ,],, 



>1 



» 

und folglich • i 

woraus nach $. 2. 4. 
folgt. Weil nun 

gesetzt worden ist, so ist 

J*<p(ac> ß\dac = xp(a:, ß), = «)> 



irrt a 



»v A «• • V.,v 



^ ß)da; = y{ü, ß) - ip(a, ß), 

f[ yOr, = «) - if,(a ; <*) } 
ulso ouch dem Vorhergehenden 

= /* ) - tp{a, ß) - «) -f - tfj( a) «). 
Vergleicht man die beiden gefundenen Ausdrücke von 



mit einander, so findet man, dass sie gleich sind, woraus sich die 
wichtige Gleichung 

ergiebt, welche man kürzer auch auf folgende Art zu schreiben 
pflegt: , . ■ \ 

ehr- 

80 

vielen v veränderlichen Grössen ganz gleichgültig ist , in welcher 
Ordnung man die Integrationen verrichtet, wenn nur in Bezug auf 
jede veränderliche Grösse immer dieselben Granzen beibehalten 
werden. So überzeugt man sich z. B. durch sehr einfache Schlüsse 
mittelst des Vorhergehenden sogteieh. dass immer 



Hieraus kann man ohne Schwierigkeit ableiten , dass es bei mc 
fachen Integrationen zwischen gegebenen Gränzen nach eben 



283 



mm 



•v 



i 



II. "\ 

» * l" IJ. I -.-«- Ii" • |- - .' | •« 

lieber die bestimmten Integrale, 
,/ 0 1 -f-a: t/ 0 1 — x ' 

Zuerst wollen wir in der Kürze die beiden Integrale 

entwickeln. 

Für wird 



und folglich, weon man « a = * setzt; , i(i 

/' (x — «)dx , f dv , ' 
0«—* *Jv-hß** 

Selit man nun endlich v+ß* = w, so wird ( , . , ^ ^ u 

uod folglich, weil +- »\ 

«9 = v -h 0» = »* -f- ß* = — «)*•+- 0* 

,8t > • • ; \ 

Ferner ist, wenn man wieder *—*s=c» setzt,) - . , 
P dx r du 
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P dx ^\ 1 /» d% 
d. i. nach einer bekannten Formel 



und folglich, weil 



U X^a 



7 ' 

ist, • \ + \ 
/* dx }_ . . 



so ist 



Ohne Schwierigkeit ergiebt sich nun aus dem Obigen 

* — 

{x-a)<Lc _,.(^, (1 -«**)» 

— »...il 
Ist also f eine der Null unendlich nahe kommende Grösse, 

• 1 V !> ' ' " \ 

1 - K v -4 i if V 

J_(*-«)»-M» — ' 

Ii. -'s ^ ' v • / '•»/! * 

woraus sich, wenn mau, was oßenbar verstattet ist, fi=zv setzt, 

y _» (x-a)»-|-0» 

ergiebt. 



X — (I 



Bexeichnen wir den der trigonometrischen Tangente zu- 
gehörenden Bogen, welcher den kleinsten absoluten Werth hat, 
durch 

v *\ ir — « • "• 

> (Arctang -fj- ), 

so ist nach dem Obigen, wenn k eine beliebige ganze Zahl be- 
zeichnet, , 

und folglich offenbar ■> I -f 

f^ ix-^ + ß* = 7 KAwUng +ooj-(Äfct. ig -.*)}, 
also, weil 4 ' , . . A 

(Arctang -+-«) = (Arctang rm ac) = — 

ist, x \ 

f^__Jx__ __ £ V 
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Weil, wie man leicht findet, u«U 
und folglich t 

ist, so ist nach dem Vorhergehenden offenbar 

ein Resultat, welche» % die folgenden Retrachtungen^on^grosser 
Wichtigkeit ist. 

Für & = 0 ergiebt sich aus der vorhergehenden Gleichung , t< 

und folglich, wenn man 0 = 0 setzt, auch immer 

Adx _ n i- 




» 



Also ist jederzeit 

welches auch eine in mehrfacher Beziehung wichtige Gleichung ist. 

Setzt man in der obigen Huuptgleichung —B für ß, so er- 
hält man 



I fr» '. ' 'f i. ,*♦». ' " ' 

"... f.;., ' . •' , ..• -V+ . 

EfMI^t • ..... 



wo /{.r) un ^ -t*) g anzc rationale algebraische Functionen be- 
zeichnen, deren erste von einem niedrigem Grade als die zweite 
ist, eine beliebige echte gebrochene rationale algebraische Function; 
der Coefficient des höchsten Gliedes der Function F(x) sei die 
Einheit, und die Gleichung F(a:) = 0 habe lauter ungleiche Wur- 
zeln. Die reellen Wurzeln dieser Gleichung seien 

a, 0,, «r 2 , «„ • 

und ihre imaginären Wurzeln seien 



Unter der Voraussetzung, dnss F'(x) wie gewöhnlich den ersten 
Differenttalquotienten von bezeichnet, seien die Werthe, 

welche die gebrochene Function 

für / . , 

! i 

X — a, = a A , X ssc X — , 

und f&Y *"'%- 

or = a db/SV^ — 1, 4r = a, 1, .r = a a =£:/S,l/ — f, 

. * ■ - '««• ' 

erhält, respective 

H. .Hi, 7i s , .•».., V 

und 

' a±b\t=\, A^ny^i. A^By^i,. . 

so ist nach der Theorie der Zerlegung der echten gebrochenen 
rationalen algebraischen Functionen in rartialbruche bekanntlich 

m. _ + ,*« , »» y ' , . v 

• *. *.i • \ 

-f- U. 8. W. 

und folglich nach §. 2. 4. 



• * * i 

i 1 « 



■ V 



dx 



"♦"«/-ob (^„„^^V^ZTT ar — a-H/jV/^Tlf 
•/ -00 «a: — a, — tY— 1 — a.-H/^V^I' 

-f^ U. 8. W. 

also nach §. 7. 

' J^l^) d * = -*MB + Bi + B* + B t + ...\ 
Wir wollen nun das Biffereotial 
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•».I. .* n 



1 -f~ X" *l, ,1'* ' \ 

betrachten, wo m und n positive ganze Zahlen bezeichnen, und 

< f * i»i<* .ah • 
m — 1 < », also m<Cn-t-\ 

sein soll. I . . ,, . , 

Die Wurzeln der Gleichung 

I +*-=0 oder 1 

sind alle in der Formel '„ » i 

1 

enthalten. Setzen wir nun in Theil I. XL. f 57. 



ist a = — I, /S = 0, und folglich nach Theil I. XL.' f 52., 

ln -m n, ■ ; • < « . . • ' u' } ..1/ 



so 

wen* 

(Ü/^ftm^tou y-f-sin ml/Wi) 



gesetzt wird, in dem vorliegenden Falle 0 = 1 und 



9 = ArctangO -+- kn . 




In . 3rr 
cos — sin 



gesetz 

9 = ?r zu setzen. 

Daher hat nach Theil I. XL. §. 57.. wenn * eine gerade Zahl 

ist, (— 1 )" die folgenden * sämmtlicb von einander verschiedenen 
Werthe, also die Gleichung 1+^ = 0 die folgenden n sämmt- 
licb unter einander ungleichen Wurzeln : 

,\ * 

cos — -f-sin — •!/ — 1, —cos — — sin — l^— l ; 

Sil | / — — - 71 . 7? * > 7" 

— 1, cos ~ — sin — K — -\\ V%\u%U 
cos —-4- sin —K — 1, cos ~ — sin — K— 1 ; 

U. 8. W. U. S. W. 

fs x tt k m 

Weil nun aber , . 

co. Jü^i* _ lin ^=-'-£vzt=co 8 (»— i) - .in ( W — i)|/ri 

== — * cos ~ — sin ~- {/— 1 
n n 
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ist; so kann man die obigen i» ungleichen Wurzeln aach unter der 
folgenden Form darstellen: 

cos — :zz sin — v — 1, 
* n 9 

371 - . 3 TT» > =- 

cos — zbsin — k — 1, 
5rc . . 571« 



cos — z*r sin — k — 1 , 
n n 

u. s. w. 

cos — zh: bin V — 1. 

n tt 

Wenn dagegen /« eine ungerade Zahl ist, so hat nach Theil 1. 

' J. 
XL. §. 57. die Grösse ( — l) ff die folgenden n sämmtlich von ein- 
ander verschiedenen Werthe, also die Gleichung 1 ~\~ r" = 0 die 
folgenden n sämmtlich unter einander ungleichen Wurzeln: 

71 . 71 | / _ 

C08 |-8in — V — 1, 

371 . 37T| / — 71 71 | y <■=■ 

cos h s»ö — V — 1. cos — — sin — V — 1 : 

n n 9 tt n , 

cos K-sin — |r — 1, cos sin — K — 1: 

U. 8. W. U. 8. W. 

ftn nn x / — =- {n — 2}n (* — 2)tIi y =- 

cos — -f- sin — V— 1, cos — — sin — — — V — 1. 

ft Tt ft tt 

Weit aber 

coa — -f- sin — }/ — 1 = cos it -+- sin n\/ — 1 = — 1 
ft \ ft 

ist; so kann man diese n sämmtlich unter einander ungleichen 
Wurzeln auch unter der folgenden Form darstellen: 

• ' ••• i , • 

cos — dbsin —\/ — L 
n n 9 

37i . . 37i| / — r 
cos — ± sin — V — 1, 

5n . . 57T, / — - 
cos — z±r sin — V — 1, 
n ft 

u. s. w. 

(« — 2)7» . (n — 2 )77, y r 

cos — z±= sin V — 1. 
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Wenden wir jetzt den im vorigen Paragraphen bewiesenen all- 
gemeinen Satz an, so ist 



und folglich 

/(*) _ l 

zu setzen. 

Ist nun zuerst n eine gerade Zahl, so ist, wenn alle im vori- 
gen Paragraphen gebrauchte Symbole ihre dortige Bedeutung auch 
jetzt beibehalten, nach dem Obigen 

a = cos — , a, = cos — , a 2 = cos — , ... « j( „_ 2 ) = cos 



0=.io /», =sin ~, ß, =sio , ß i( ^ = a iu 

und 



BV=\= i(cos £ =b sin *l/=Tf 
u. s. w. 

4(^)d=fr 4( ^)l/^=-^cos ^Z-l^dzsin 
d. i. nach Theil I. XL. §. 54. 

wfrtÄV/ — J=— (cos zfcsm - — K — 1J, 

^,±Ä,»^rt=l|cosfc-^db,i 0 *<^*->lV-f|, 

/St 

U. 8. W. 

Folglich ist 

B = - sin <"■-*>* 
Z? a = -— sin 

U. 8. W. 

; i9 



n 




3(//i — 




n 


> 


b(m - 




n 


> 



R 1 • D im-n)n 

und daher nach dem im vorigen Paragraphen bewie»eneu allgemei- 
nen Satze für ein gerades n 

2», . (m — n)n . S(ffi — n)n b(m — n)n 

= IT sin Z r-sm h sin h • • • 

n n n n 

sin j, 

immer unter der Voraussetzung, dass m — 1<^» oder ist. 
Wenn ti ungerade ist, so ist nach dem Obigen 

n Zn bn (n — 2)n 
« = cos -jj , o, = cos — , a 2 = cos — . . . . a^„- 2 ) = cos — ; 

/S = sin — , /?,=sm — , /?, = sin — , . . /%„_,) = sin — - — ; 

und durch eine ganz ähnliche Betrachtung wie vorher erhält man 
also offenbar in diesem Falle 

% 0 • ■ • \ 

• » • : 1 



2tt. . (f/i — ti)n . 7l{m — n)n . 5(m — «)rr 
— - ~ hsm h sin 



Sind nun überhaupt 

jt, -h y, .r-J- 2y, -|- 3y, . . . .r -h »y 

Winkel in arithmetischer Progression, so ist nach bekannten go- 
niometrischen Formeln 

sin = sin .r, 
sin {x-\-y) = 2siu a: cus jr — sin (-r — y)* 

sin (ä* -f- 2y) = 2sin (or -+- y) cos y — sin 3? f 
sin (.r -+- 3y) = 2sin (.r-f-2y) cos y — sin (^r-f-y), 

u. 8. w. 

sin (sc -f- ny) = 2sin (^r -+-(«— l)y) cos y — sin (j: -+-(« — 2)y); 

und folglich, wenn man 

Ä = sin or-f-sln (.r -f- y) -f- sin (a? -f- 2y) -+- . . . -+- sin {x ny) 

setzt, wie man leicht durch Addition der obigen Gleichungen findet: 

*V = sin x -\~2\S — sin (^r-f-«y)J cos y — sin (a: — y) 
— I-ST — sio (*?-+-(» — l)y) — sin (ar-4-#y)J, 



* 
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2S(\ — cos y) = sin .r — 2sin (& ny) cos y — sin (ac — y) 

-f-sin (.r-f-»y) cos y— cos sin y-f-sin (^r-f-»y) 

= sin ^r(l — cos y)-f-cos .2: sin y 

-f-sin (1 — cos y) — cos {x + ny) sio y, 

also, weil 

l_cos y = 2«in |y a , sin y = 2sio \y cos |y 

ist, wenn man auf beiden Seiten mit 2s in {y dividirt, 

.■»•«» • • • 
sin jy = sin a: sin ^y-f-cos a: cos £y 

+ sin \x-\-ny) sin £y — cos (x-\-ny) cos jy 

= cos (ar — |y) — cos (ä- -f- (» -f- ±)y). 

Folglich ist , 

2sin 



• • « 



sin \y 

Ans dem ersten dieser beiden Ausdrücke erhalten 
der Voraussetzung, dass n eine gerade Zahl ist, leicht 



7t 

..." <■ 



• • • 



sin 



(n — 1) (m — n)n 



1 — cos (m — n )n 
2sui 1 — 

und folglich, weil 

cos im — n)nz= cos «nr, sin 1 — ss — sin — - 

i 8 t, : ■ ! . : v • • IM - f 

• • • • « t i • .i -ij * 

. (»»-*)* 3(m->n)7i 5(m-»)» . . 

sin - h 8 JD ~ 1- sin •+• • • • 

n n n 

(» — 1) (»» — n)n 
.. .-hsio 

I — cos r/m 



28111 » 



Ist also m eine ungerade Zahl, so ist 



. (m — n)n ■ 3(m — »)n . 5(«t — «)n 
8i n h sin H-sm 



,., + sio 

19* 
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. tnn 
sin 



und folglich nach dem Obigen 



n sin 

n 



wo, da n gerade, m ungerade ist, und nach dem Vorhergehenden 
m ^ n +f sein muas, offenbar m < n ist. 

Aus der in §. 3. bewiesenen Haupteigenschaft der bestimmten 
Integrale erhellet auf der Stelle, dass unter den gemach en Vor- 
aussetzungen, wenn nämlich n gerade und m ungerade, also m 1 
gerade ist, jederzeit 

ü 1 J —*>\-*-x»' 

und folglich 

also nach 2. 2. 
oder 

fxxm—idx b , f*-*- ( *x'*—Ulx 

J 0 l -f-or« V' — od T+~r* ' 

folglich nach dem Obigen 

y-»oo£in— 71 
0 1 -4-.r* n sin 53 

n 

ist. 

Ist m eine gerade, also m — 1 eine ungerade Zahl, so erhel- 
let aus der in §. 3. bewiesenen Haupteigenschaft der bestimmten 
Integrale auf der Stelle, dass in völliger Allgemeinheit für ein ge- 



rades n 

xm—\dx 



S*+<» x»--ld x _ m __ /*0 £| 
t/ o •/-« 1 

und folglich 

t/ 1 X" J 0 1 .T« 1 

also nach §. 2. 2. 
ist. 

Für ein ungerades u erhält man aus dem Obigen 



(m — n)n 3(m — n)n 3(*w — n)n . 
SID 2 — ^— sin - — — — -f- Stil h . . . 



(n — 2) (w — g)g 
sin 



,_ eos (« - I) (m - n)n 
n 

_ . (m — n>i 1 
2sin a 

■ . 

oder, weil n eine ungerade Zahl ist, 

* * • • • • 

sin 5 — — — sin - h am f- • • • 



(n — 2) (m — n)n 
«■ ^ 



AM 

1 — cos otw cos — 



Ist nun m eine gerade Zahl, so ist 

(m — *•)* 3(tn — »)7i ' 5(m — «)* 

■in 1 — zr^ ■+* sm r r- sin — — h . . . 

wm 



< 



. (n — 2) (m — n)n 
sin 



1 -»cos 

7» «PI» 

= -}tang^; 



2sin 

für ein ungerades «s ist dagegen 

— »)* . 3(m — 7i)t» 5(f/i — ?e)tt 

sin h sin - h sin h . . . 

tt .71 n 



(n - 2) (m - *)n 
sin 



mn 

1 _|_ cos -jj- 
2sm — 



Folglich ist nach dem Obigen für ein uogeradej n und ein 
gerades m t wenn m<in ist, 

MM 

Dagegen ist nach dem Obigen für ein ungerades n und ein unge- 
rades <w, wenn m<n-\-\ ist, 



§. 10. 

Wir wollen nun ferner auch das Differential 

x m — Ulx 

1 — X n 

betrachten, wo wieder m und u positive ganze Zahlen bezeichnen, 
und * 

> 

m — 1 <£ », also m<C n-\-\ 

sein soll. 

Die Wurzeln der Gleichung 

x» — 1 =: 0 oder x* = 1 
sind alle in der Formel 

enthalten, Setzen wir nun in Theil I. XL. §. 57. 

so ist a==H-l, 0 = 0, und folglich nach Theil I. XL. f 52., 
wenn 

= f(cos 9-*-sin yl/— 1) 

gesetzt wird, in dem vorliegenden Falle o = l und 

<jp = ArctangO Xrw, . 

wo ArctangO den, absolut genommen, kleinsten Bogen,- dessen 
trigonometrische Tangente 0 ist, und *, weil « positiv ist, eine 
beliebige gerade ganze Zahl bezeichnet. Weil nun Arctang 0 = 0 
ist, und offenbar * = 0 gesetzt werden kann, so ist es verstattet, 
9P = 0 zu setzen/ 

Daher hat nach Theil I. XL. §. 57., wenn- tr eine gerade Zakl 
1 

ist, (+ 1)* die folgenden n aämmtlich von einander verschiedenen 
Werthe, also die Gleichung ac n — 1=0 die folgenden n sämmt- 
lich unter einander ungleichen Wurzeln: 

= fct » 

cos — zrz sin —V — 1. 

kn . . 47i. , — - 
cos —dbsin — 1/ — 1, 

, «,• fl n . 

1 ..." 

cos — -rfcsin —V— 1, 
n 

u. s. w. . 

cos ^~ 2 > 7> db8ifl i!L=.^v/^T. 

Wenn dagegen n ejne ungerade Zahl ist, so bat nach Theil I 

i 

XL. %. 57. die Grösse (-H 1)" die folgenden n sämmtlich von ein- 
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»ntler verschiedenen Wertbe, also die Gleichung l — #" = 0 die 
folgend™ n sämmtlich unter «inander itnyleichch Wwzeliri 



I. 



cos '^±.in %V=l, . : ' :h„ 
n n 



cos . — zfcsin ^V/— 1, 
n 7t 

6* . Gn' xy r 

cos — dbsin —V — 1, 

n n 

\ .... 

v U. 'S. W. 
n n 

Ca nun wieder den in $. 8. bewiesenen allgemeinen Satx anzu- 
wenden, müssen wir , 

uud folglich 



Ist nun zuerst n eine gerade Zahl, so ist in Bezug auf §.8. 

o = cos — , «, = cos — , a % = cos — , . . . a k(n -4) -—cos j , 

f = sin 2 £ = sin £ ü. = sin £ . . ! ft^ = sin 
und folglich 



i 



^,±Ä 1 V/^T=-^(co8 ^±sin *V- I) • • 



■ • 

U. 8. W. 

d. i. nach Thcil I. XL. §. 54. 

■ 

^,±/r,^=^cos *^±siu Ä=dV=T|,- 
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, . „ , / r 1 . 6(m — n)n , . 6(m — n)n x y — r, 



U. S. W. 



^ i » \/ T (w-r-2) (»I — »)7I 

4(«-4) =*= ^(„-4)1/— 1 = - 1 | cos ^ '-± JL 

± sin (»-«) (m-^n^— ^ 



Folglich ist 



D 1 . 
ß. =— sin 
1 w 



2(m 


— n)n 




n 


4(m 


— n)n 




n 


6(f/i 


— n)n 




n ? 


w. 




(n- 


2) im — n)n 


n ■ 



\dx 



und daher nach §. 8. für ein gerades *, weil 

r*-\-cD X m—\(ix p-\-<*x m —*dx 

«/ —CD 1 X n «/ —06 x n — 1 

ist) 

-OD 1 — 

=s— jsm — -f- sid — ^- -f- sin — - — h • • • 

. (» — 2) (m — *>r| 
...H-sin — |, 

immer unter der Voraussetzung, dass /// — 1<!» oder -fr- 1 

ist. 

Wenn n ungerade ist, so ist nach dem Obigen 

2* kn 6* (» — l)n 
o = cos — , a, = cos — , a 2 = cos — , . . . a,(n-3) = cos ; 

0 . 2ti ä . 4* 6* ' . (« — 1)ti 

0 = sin — , (f l = sin — , p 2 = sin — , ... Pfa-t) = sin 



und durch eine ganz ähnliche Betrachtung wie vorher erhält 
also offenbar in diesem Falle 

- x 1 — X n 

2n j _ : „ 2(m — w)* . Hm — n)n . 6(w — *>i . 
— — { sin ■ —fr- sin -fr- sin -fr- . . 



n 

man 



in — 1) (m — w)n 
sin 
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Für ein gerades * ist nach dem vorigen Paragraphen 

8,0 — ^--f-sin — ^- -f-sin ^ -f- ...-+- sin 1 

fn '(*» ->«)" (* — >) (»» — »)* 

cos cos 

n n 

2sin ^ 

n 

«der. weil /» eine gerade ZaLI ist, wie man leicht findet, 

. 2(«— n>i , . k(m—n)n , 6(m— n)n . («— 2) («i— n)n 
«■ ■ H-sin -f-sin ^ -t-...H-sin ~ 

*W w€ /Ä WW 

= |(1 — cos mn) cot — . 

■ 

Ist also m eine ungerade Zahl, so ist 

.2(m—n)n h{m—n)n , 6(m— *)n . (#»— 2) («t— *)» 
* "♦" i,n „ •+- 8in w 4- .. H- «io 5 ^ 

= cot — , 
und folglich nach dem Obigen 



* * 



wo«<» ist, da n gerade, m ungerade ist, und nach dem Vor- 
hergehenden «<» + l sein muss. 

Aus der in %. 3. bewiesenen Haupteigenschaft der bestimmten 
Integrale erhellet auf der Stelle, dass unter den gemachten Vor- 
aussetzungen, wenn nämlich n gerade und m ungerade, also m — 1 
gerade ist,. jederzeit 

0 \—X* * J -ac 1 — X* ' - ■ * . 

and folglich * 

J-nl—X" •/() Kr~V0 1 -X" ' 

also nach $. 2. 2. 

J \ — x* J o 1 — 
oder ,. | 

y % <* x»~idx . /*-*-<*x—-idx 
0 1-OT" ~~ T «/-. 1 — X»' 

folglich nach dem Obigen 

= — cot — 

0 \-xn UM, 
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Ist «i eine gerade, also m - - 1 eioe ungerade Zahl, so erkellet 
aus der in f. o. bewiesenen Haupteigenschaft der bestimmten In- 
tegrale auf der Stelle, dass in völliger Allgemeinheit für ein ge- 
rades ii 

0 1 — X n J — OD 1 — X» * 

und folglich ' * ■ 

-•1— /o 1-*«— ü ' 

also nach §. 2. 2. . f 

/-OD 1-*» — " 

ist. 

Für ein ungerades » erhält man aus dem Obigen 

^Jfc 

cos 5 * cos (m — 7l)n 

*• - 

_ . («w — n)7» ' 
2sm - — 

oder, weil * eine ungerade Zahl ist, 

2(«i— n)n 4(m— «)ti , 6(m — n)n . (m — 1) (m — «)n 

v -- n n n ^ n 

t/m 

cos «« — cos — 



2sin --n 



Ist nun m eine gerade Zahl, so ist 



sin _ — hsin r-sm — — -f- . ..-f- sin x 



tnn 

1 — cos 

2sin 

n 



für ein ungerades m ist dagegen 

2im—n)n . 4(*n— n)n 6(m— n)n . («— 1) (m— *)» 
sin 3 - -Hsin „ -4- sin „ -H ...-f- sin ^ 



• » 



1 -h cos - — 
2sm — 



Folglich ist nach dem Obigen für ein ungerades n und ein gerades 
m<n ist, 
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Dagegen ist nach dem Obigen für ein ungerades m und ein unge- 
rades m. wenn «»O-f-1 ist, 

f^^Zl^ = - cot ™. ...... \ 

• • *• * . • ■ • ; *i • »■ 

§. n. 

Setzen wir in der in §. 9. für den Fall, wenn m ungerade 
und n gerade ist, gefundenen Formel für m und n respective 
2«-f- 1 und 2m, so erhalten wir 



y 1 *« aß» 
o 1- 



^2" 0 , 2/71 -f-1 



för 2«f-4-l<S„ oder 

2« + l 



i 



2» 

Setzt man aP* = % und 



2«» -4-1 
so findet man leicht 

2nx^ m dx v*—Uix 

und folglich, weil für ar = 0 und ,r = oe auch respective * = 0 
und « = oo ist, 

Also ist nach dem Obigen 



0 l-f-s ~"~ sii 



sin «7i 

/ % <* %g—idx n 
0 1 — a tan g Im 1 

oder, was natürlich dasselbe ist, 



/** x<—*dx _ 
D 1 -f-ar sii 



i i 



sin tm* 

idx n 

0 l—x tang an' 



o 1 -4- x** 2m -U 1 

für 2«i-r-l<2* oder < 

Auf ähnliche Art ergiebt sich aus §. 10. 

X*»dx TT 



Nicht unbeachtet zu lassen hat man, dass nach dem Obigen 

* 

Zm f- 1 2m -f- 1 \ ( 



2« 2n 

Wenn nun aber jetzt « eine beliebige positive Grösse ist, so 
kann man leicht zeigen, dass man den Bruch — ^ — > wo und * 

veränderliche positive ranze Zahlen bezeichnen, dieser Grösse be- 
liebig- nahe bringen, d. h. dass man die positiven ganzen Zahlen 
m und n jederzeit so bestimmen kann , dass der numerische oder 
absolute Werth der Differenz zwischen den beiden Grössen a und 

— kleiner als jede gegebene noch so kleine positive Grösse 
v ist. Um dies zu zeigen, wollen wir die beiden Bedingungen 

2m -h 1 ' 2m _ 



2n 2n a ^ V 



zu erfüllen suchen. Diese beiden Bedingungen sind aber offenbar 

2m l 1 

jederzeit erfüllt, wenn 0 j" eine Mittelgrösse zwischen a und 

«r-t-v, d. h. •) wenn 

■ 

Zm -f- 1 ■ . 

-^-=JH#, m + v) 

ist. Diese letztere Bedingung ist aber nach der Lehre von den 
Mittelgrössen jederzeit erfüllt, wenn die Bedingung 

erfüllt ist, und es kommt also jetzt offenbar bloss darauf an, zu 
zeigen , dass die positive ganze Zahl n jederzeit so bestimmt wer- 
den kann, dass zwischen den beiden positiven Grössen 2an und 
2(är-f-v)« eine gewisse ungerade positive ganze Zahl liegt. Dies 
ist aber jederzeit der Fall, wenn die Differenz 

2{a -f- v)n — %an = %nv 

grösser als 2 ist. Setzen wir nämlich 

/ 2^ = Xr-r-|, 2(a + v)» = *>+± 

« a' 

wo k und # positive ganze Zahlen, -j und -^p positive echte 
Brüche sind, so ist 



Ist nun 



so ist offenbar. jederxeit 
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und folglich, weil k 1 — k eine positive ganze Zahl ist, 

K — k = 2 

^^^^ 

oder i 

- 

Wäre nun auch bloss 

# = *-f-2, 

so würden doch zwischen 



a a 
d. i. zwischen 

lan und 2(«-4-v)» 

jedenfalls die beiden ganzen Zahlen £+1 und *-f-2 liegen, von 
denen eine nothwendig ungerade sein muss, und um so mehr muss 
also, wenn 

*>*-f-2 

ist, zwischen 

2an und 2(«-f->')» 

♦ 

jederzeit eine ungerade Zahl liegen. Man sieht also, dass unsere 
oben ausgesprochene Behauptung bewiesen sein wird, wenn man 
zeigen kann, dass sich die positive ganze Zahl n jederzeit so be- 
stimmen lässt, dass 



ist. Da nun aber diese Bedingung erfüllt ist , wenn man , was 
offenbar jederzeit möglich ist, die positive ganze Zahl n so be- 
stimmt, dass 

ist, so ist unsere obige Behauptung nun als vollständig bewiesen 
anzusehen, d. h. es ist in völliger Strenge gezeigt worden, dass 
die positiven ganzen Zahlen m und n immer so bestimmt werden 
können, dass der numerische oder absolute Werth der Differenz 

zwischen den beiden Grössen a und — — — kleiner als jede ge- 
gebene noch so kleine positive Grösse ist. 

Nimmt man dies mit dem Obigen zusammen, so ist klar, dass 
für jedes positive a y welches kleiner als die Einheit ist, 



0 l-i-x sin €tn > 
o \—x tang a7 



im 

ist, welches zwei iu joder Beziehung höchst merkwürdige und wi 
tige Resultate sind. 

HL. 

Von den Kuler'schen Integralen. 
t ♦ 18. 

• * « 

Euler'sche Integrale der ersten und zweiten Art 
heissen respective die beiden bestimmten Integrale 

f^-Hl-^-Wa; und /^(A)-^, 

in denen die Grössen a und h immer als positiv angenommen wer- 
den. Das erste dieser beiden Integrale wollen wir durch ( — ), das 
zweite durch T(d) bezeichnen, und wollen also 



v r\ i 



x * • 



.1 



setzen •). 

Jedes dieser beiden Integrale ist einer bemerkenswertben Trans- 
formation fähig, die wir jetzt zunächst kennen lernen wollen. 
Setzt man nämlich 

also 

so ist, wie man leicht findet, 

und folglich, weil für a: = 0 und a: = \ offenbar respective y=0 
und y = oo ist, 

Setzi man ferner 
so ist • ' 



°) Diese Bezeichnung gebraucht Herr Lejeune Dirichlet in seiner aus- 

fezeichneten Abhandlung: Sur les integrales Euleriennes in Crelle's 
ournal. T. XV. S. 258. L egendre gebraucht für die Integrale der 
ersten Art eine andere Bezeichnung, und geht auch von einem etwas 
verschiedenen Begriffe dieser Integrale aus. Wir sind aber hier Herrn 
Lejeune Dirichlet gefolgt. 
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und folglich 



Weil nun für .r = 0 and jr=l offenbar respectfoe * = 
und * = 0 ist, so ist 

/MI /'0 

folglich nach nach §. 2. 1. 

Weil man im Vorhergehenden für y und a offenbar auch sc 
ben kann, so hat man die folgenden Gleichungen: 



0© 

\ 



Weil, wie wir nachher sehen werden, die Eüler'schen Integrale 
der ersten Art . immer durch Euler'sche Integrale der zweiten Art 
ausgedrückt werden können, so wollen wir unsere Betrachtung 
hier für jetzt auf die letzteren einschränken. 



v' " 

Nach dem vorigen Paragraphen ist 

m =fZ<- xd * 

Weil nun bekanntlich 

e-xdx — — d.e-* 
f t~ x (Lx = — e~ x -+- Const. 



ist, so ist 



Für = 0 ist e~ x = 1, und für ar = oo ist offenbar * = 0. 
Also ist 



folglich 



fT(l) = l. 
f 14. 

Nach einer aus der Integralrechnung bekannten Reductions- 
formel ist 
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f ?-*a~(Lv = a« ftr-*dx — aj a^-Ubv J e~ 'da:, 

/• 
er-*da: seinen aus dem vorigen Pa 

ragraphen bekannten Ausdruck setzt, 

fV-xacadx = — ac°e-* + <* f r-*af*-*da: -+- Const. 



Für x = 0 ist, weil a immer als positiv angenommen wird, 
•* = (). Für .r = oc werden Zähler und Nenner des mit der 

Grösse x°e- x identischen Bruchs — unendlich. Weil nun 



und 



d* . ex 



= «(« — !) . . {a — k+\)x* 



ist, so ist für Jt = oc, was auch die positive ganze Zahl A- sein 
mag, 1 ggg = oo; wenn man aber, was offenbar verstattet ist, k 

grösser als a nimmt, so ist für o: = oo offenbar -^~=0. Bier- 
aus schliesst man nach bekannten Principien der Differentiairech- 
nung, dass auch für x = qd der Bruch — oder das Product 
a*e-* — Q ist. Also ist nach dem Obigen offenbar 

q e—xa^dx = a f ^ e~ x a^- l da:j 

d. i. in der bekannten Bezeichnung der Euler'schen Integrale der 
zweiten Art 

r(*+i) = «r(«); 1 

welches eine sehr merkwürdige und wichtige Relation zwischen 
den Euler'schen Integralen der zweiten Art ist. 

Ist a die positive {ranze Zahl n , so erhält man durch succes- 
sive Anwendung der obigen Relation leicht 

7^» -f-t ) = »(* — 1)...3.2. 1 

und folglich, weil nach dem vorigen Paragraphen r(l) = l ist, 

7T(*-t-1)=:1 .2.3.4 n 

oder 

/\*») = 1 . 2.3.4 (« — 1). 

Unter der Voraussetzung, dass p eine positive Grösse ist, sei 

y , dy 

r r 
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und folglich, weil für ;r = 0 und .r==oo offenbar respective 
y=0 und y = oo ist, 

oder 



immer unter der Voraussetzung, dass /u. positiv ist. 

Setzt man für « die positive ganze Zahl n-\-\, so erhält 

/o «^'^^ = r ^X-p 9 
und folglich nach dem vorigen Paragraphen 

anter der Voraussetzung, dass n eine positive ganze Zahl und f* 
positiv ist. 

§.16. 

Wenn eine positive Grösse ist, so ist nach dem vori- 

gen Paragraphen 

wo b als positiv angenommen wird. Folglich ist offenbar 
also 

woraus sich ferner nach §. 6* 

ergiebt. Nun ist aber nach f. 2. 3. 

o ' o 

und folglich, wenn wir « als positiv annehmen, nach dem vorigen 
Paragraphen ' 

Tfceil II. 



I 
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also Dach dem Vorhergehenden 
oder, wenn wir a-\-b für b setzen, 

d. i. in der bekannten Bezeichnung der Euler'schen Integrale der 
ersten und zweiten Art 

wodurch nun die in §. 12. ausgesprochene Behauptung, dass die 
Euler'schen Integrale der ersten Art immer durch Euler'scbe Inte- 
grale der zweiten Art ausgedrückt werden können, vollständig ge- 
rechtfertigt ist. Dass im Obigen ar, also auch 1-4-4?, und u po- 
sitiv genommen werden können, findet seine Rechtfertigung dario, 
dass die .Integrale sowohl in Bezug auf .r, als auch in Bezug auf 
u, immer nur von 0 bis oo genommen werden. Andere Beweise 
der obigen merkwürdigen Gleichung haben Poissoo im Journal 
de l'e*cole polytechnique. Cahier. XIX. und Jacobi in 
Crelle's Journal. B. XI. S. 307. gegeben. 

Wenn « <! 1 ist und 6 = 1 — «, also a-^-b=l gesetzt wird, 
so ergiebt sich aus dem Obigen, und weil bekanntlich 1 ist. 

(i^) = ZT«)/Tl-«), 

d. i. nach §. 12. 

na) m- a) 

Unter den gemachten Voraussetzungen, nach welchen nämlich a 
positiv und kleiner als die Einheit ist, hat man aber nach §. 11. 

0 sin an' 

und man wird folglich durch das Obige zu der höchst merkwürdi- 
gen Gleichung 



7V)Al-«) = 



sin an 



geführt, wo immer a positiv und kleiner als die Einheit sein muss. 
Für a= ä ergiebt sich aus der vorhergehenden Gleichung 

|7T(i)|' = w , 

und folglich, weil, wie sogleich aus dem in §. 3. bewiesenen Satze 
erhellet, T\^) eine positive Grösse ist, 

Nun ist aber 



UV 



ogle 
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* * I 

1 * 

also, wenn wir jc = t* setzen, 

r(i >=!/*« v "*- . • 

Folglich ist nach dem Vorhergehenden 

welches auch ein höchst wichtiges und merkwürdiges Resultat ist 
Nach §. 2. 2. ist 

und nach dem in §. 3. bewiesenen Satze ist offenbar 

« « 

Also ist ' 

und folglich nach dem Vorhergehenden 

Nach $. 14. ist 

7T w + -i) = (.-l)r ( „— i) 

= (» - -ö ) <* — t) r (» — 4) 
=(»-i) (»-!) (,_4) /r— |) 

u. s. w. 

- =(— 4)<— 4>- -4-4 r <4)> 

und folglich, weil nach dem Obigen 



*• l7 - 

Umgekehrt kann man nun aber auch die Ealer'schen Integrale 
der zweiten Art immer durch Euler'sche Integrale der ersten Art 
ausdrücken. Bezeichnet nämlich n eine positive ganze Zahl, so 
ist nach der im vorigen Paragraphen gefundenen Hauptformel 

20 # 
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n 

Folglich ist . wenn auch m eine beliebige positive ganze Zahl be- 
zeichnet, 

' I • M ' 2 ' 

I *> 

r(— ) ix— ) 



n 

u. s. w. 



Multiplicirt man nun auf beiden Seiten der Gleichheitsxeicheo, so 
erhält 



.1 : it. ,2 : n v /3 : *v /*» — 1 : 



<rrv tu;' • • • * 1 : » J — n?L) ? 



also 



ttv th? Tn? • ■ ■ ( 1 ; * > 

* * 
Für erhält man aus dieser Formel, weil bekanntlich l\\)=-\ 

ist, 

/ 

also nach dem Vorhergehenden 



,1 : *i v ,2 : ft v ,3 : » v ,« — 1 .: « 

J! 



_ jgfg <r^> <rf3 • • • t 1 ^-^' • 

1 : n. .2 3 : n. ,m — ltn. ' 

tt* TO ( rrv • • • < i:» > 
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#■ m 

1 

V * 

und es kann folglich, weil — jeder positive rationale Bruch sein 

kann, jedes Euler'sche Integral der zweiten Art durch lauter 
Euler'sche Integrale der ersten Art ausgedrückt werden. 

i 

. *• 18. 

Wenn * wieder eine positive ganze Zahl bezeichnet, so ist 
nach §. 16. 

sin — 
n 

i 

sin — 
n 

i 

V 

U. S. W. 

and folglich, wenn man auf beiden Seiten multiplicirt, 

nun n 

In §. 10. haben wir gesehen, dass die Gleichung or" — 1 = 0, 
wenn » eine gerade Zahl ist, die folgenden n sämmtlich unter 
einander ungleichen Wurzeln hat: 

* • 

t 

cos — rhsin —K — 1, 

cos — dbsin — v — 1, 

Qn . . 6tT| / r 

COl — ± sin — K — 1, 

/ *\ n n 

U. 8. W. 

(* — 2 )n . . {n — 2 )n. y r 

, cos ±sio V — \. 

n ™ 

Folglich ist nach einem bekannten Satze von den Gleichungen 
^-l==(or-l) (*+l) (^-cos ~- sin ^-1) 



9 

X' 



(a- — cos — -Hain — k 1) 
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' " . x cos 5 - sio ^^l) 

X {x — cos — H-sin — V— 1) 

xU _ C0S <^_ siD (»±s*t/zij 

x<*-«« fe^Ss+ri. 6tg9V=T)i 

also, wenn man immer je zwei conjugirte imaginäre Factoren mit 
einander verbindet, 

x»—l = (a;* — l) 2or cos ^-t-1) 

X(^*-2^ cos 
X (x* — Ix cos ~-r-l) 



X (*» - %x cos ( -^=p^ -H 1). 

Dividirt mau nun durch x* — 1 , so erhält man nach einem sekr 
bekannten arithmetischen Satze 



x H ~ 2 H- x"-* -+- «jt" ' -f- . . . 4- or 2 -h 1 • 
ss (ar 1 — 2.r cos ^ -f- 1) 

* < 

X(^ 2 -2^ cos 

t 

■ X{**—2x cos ^-+-1) 

U. 8. W. 

X(**— -S* cos ^=-^+1), 

also für x = 1 

| = - cos % ) (1 - co. ... (1 - cos ( -^=% 

oder, wenn wir jetzt n für die positive ganz* Zahl ^ setzen, 
» = *-*(l-cos (1-cos ^)...(l-eos 



£ sin I sin g ... sin ijL =^\>, 



Digitfzed b? Google 



311 

* > 

folglich 

\Z#» = 2«-J sid ^ sin — sin — . . . sid i — . 

- 

Nun ist aber allgemein 

✓ . _ . hu kn _ . £n . (*i — £Vx 

sin — =2sm — cos — = 2sin — sin —^—y 

und folglich 

. 7i 2» . 37i . (n— l)7i 
sin — sin — Bio — . . . sm x — — L - 
n n n n 

4 

mm—m ' • n ' 2 71 • 3*1 • (* — l) 71 

= 2-1 ^ s.d - iln - . . . sid 

. (91—1)71 . (n— 2)71 . (»— 3)71 . 71 

X s.d s.d — - sid — J2 sid 2^ 

» ■ 

n «i • 71 . 2ti . 371 , (tl — 1)7*,« 

= 2— ijsin ^- sin r- sm — . . . sin y ———\\ 

also nach dem Vorhergehenden 

71 . 2t . 37» . (4 — 1)ji Ä . » *i 

Daher ist nach dem Obigen 
folglich 

^ tj) ^> ■ ■ ■n' t = 1 >= ! ( ^-V 

* 

Xach 14. ist nun 

• * 

n— )= 1 / , < i ), 

v n ' n x n n 
u. s. w. 



also 



t^ 1 ) n^i n^- 3 ) . . . n^-i) 

= 1 ' 2 ' 3 ^-i ( — — n^j > r<|) . . . r ( ^); 

folglich nach dem Vorhergehenden 

r ,«-Hv n n -+- 2 \ n"±J\ r ,2Ä — 1 . _ 1) 1 (27i)»-j 
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$. 19. 

Nach §. 15. ist, weun * eine positive Constante bezeichnet. 

Nun ist, wovon man sich leicht durch Differentiation überzeujreD 
kann, • 0 

. e—' x 
J e~**dx = — -f- ConsU 

und folglich, weil die Grösse s positiv ist, 

■ 

also 

* , 

und folglich, wenn a und ß positive Grössen bezeichnen, 
Nach §. 6. ist aber 
und folglich auch 



0 •/« 



Weil 



ist, so ist 



Je-*<tt = — H-Const., 



also nach dem Vorhergehenden 

J o # — « 

Setzt man « = l und = so erhält man 

Weil nun nach §. 12. 
ist, so ist, wenn der Kürze wegen 



\ 



3] 3 

i 

gesetzt wird, 

— 

also uacb §.5. . • 

d. i., wie man nach bekannten Regeln der Differentialrechnung so- 
gleich findet, 

5. f^er-**«-Hs d*=zP(a), 
und folglich, wenn man für U den Ausdruck 4. petzt, 

oder nach §. 2. 3. 

f~**f<r*m<-* - e-*) f = 7», 
uod folglich nach §. 6. 

oder nach §. 2. 3. und §. 2. 4. 

oder 

1 

Weil nuu nach §. 12. und §. 15. 

• /Vv-i,<,=/i(«), . 



0 (1 



ist, so wird die vorhergehende Gleichung offenbar 
oder 

. /••f^j x 1_ \ r'(a) dlrja) 

Ja X \*~ (l+a;)«)""r(a)"' da ' 

Da die Integrale iu Bezug auf x zwischen den Gränzen 0 und an 
genommen werden, so kann man und folglich auch 1 + .z», wie 
es die vorher in Anspruch genommene Anwendung von §. 15. er- 
fordert, immer als positiv betrachten. 
Setzt man nun 

1 , 1 — » 1 
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I 

so ist 

, dy dx dtf 

und für = 0 und = oc ist respective y==l und y = 0. Also 
ist nach 7. 

oder nach §. 2. 1. 

8 . » - r)^ T) = 



Setzt man jetzt, indem n eine von 0 unabhängige positive 
ganze Zahl bezeichnet, für a nach und nach 

1 2 3 n-\ 

und addirt alle dadurch aus 8. sich ergebenden Gleichungen iu 
einander, so erhält man, wenn der Kürze wegen 

Äae -T5 — I S 1- •••H ~S 

gesetzt wird, nach §. 2. 4. die Gleichung 
oder, weil 

t-...+y - = *r 

1— »" 

,-i ' - • 



l + y n + y" 

ist, 

«/ e i — y i/ y 

Setzt man y" für y, so wird diese Gleichung, wie man leicht 
findet, 

t/o v l-f 1— y'y 

Wird in der Gleichang 8. für « die Grösse im* gesetzt, so wird 
diese Gleichung , 

^w^y) 

Nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung ist aber 

dlrina) _ dlrjna) d.na _ dll\na) 
da — d.na ' da ~~* d.na> 
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und folglich 

dil\na) 1 dll\na) 
rfT^T ~ n ' "AT' 

also nach dem Obigen 



oder 

1- 1 



» * * * 

Zieht man diese Gleichung von der Gleichung 10. ab, so erhält 

man — 



t-i 1 



/»«,«« ** e y.dy _ dlrina) 

V . ( r=? _ r=p'y = * — an- 



Weil diu uacb «lern Obigen offenbar 

i 



dl. r{a) iX«-f-— — -) 



ist, so ist 

„ dlr\na) jrf . f w » 

and folglich nach dem Obigen 

Wl-y» 1-/7— r(*a) 
Setzen wir 

wo, was man wohl zu beachten hat, die Grösse p von a gauz un- 
abhängig ist, so wird die vorhergehende Gleichung 

lpda=dl\ ^ " 

und folglich, wenn man integrirt & und die willkührliche Co n staute 
durch Iq bezeichnet, 



(ita) lX«-4-^)-* lX«-r-^^) 



I\na) 



oder 
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IX") r >-»--^) • • • JToh- 5 ^) 
r^j 

also 

IX«) IX«-*-—) - r(a-+-^— ^) 

-iXiS) = «»" 

oder 

12. n«)r(«+^) ..r(«+^)=^r(««). 

Um die von <v unabhängigen Grössen /; und q zu bestimmeD, 

setze man, um zunächst den Werth von p zu finden in dieser Glei- 
1 

chuug «H für «, so wird dieselbe 

Dividirt man nun diese Gleichung durch die vorhergehende, so er- 
hält 



* - 

_ £ rjna -f- 1) 

also, weil uach §. 14. 

T\a -+- 1) = a r(a), r(na 1) = «*r(it«) 

ist, 

i j_ 

1 = np* , p u z=z »— >, /> == 
■* - 
Um y zu bestimmen, setze man in der Gleichung 12. die Grösse 

a = — , so erhält man, weil T\nä) == T(l) = 1 und- 

i.t, ; 

und folglich 

7 = B zK±)n|)r ( i):..n^i). 

Nach §. 18. ist aber 

^>n!)r<f)...n^,=j^-T, 

uud folglich 

Führt man nun die gefundenen Werthe von /; und v in die 
Gleichung 12. ein, so erhält man 
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na i) /!(« -h ^) . . . l\m -h ^) = \fa)~nk±~n**). 

Mit dem Beweise dieser höchst merkwürdigen Gleichung haben 
sich verschiedene berühmte Mathematiker, namentlich G au ss (Com 
ment. Gotting, rec. Vol. II.), Lcgendre (ßxercicea de calcul intr- 
ffral. T. II. p. 23. TraUe* des fonctions elliptiques. T. II. p. 444.J, 
laue Ii > (Exercices de Mathlmatiques. 15 me Livraison. p. 91), 
Crelle (Journal für die reine und angewandte Mathematik. B. VII.) 
beschäftigt. Der obige äusserst schöne und sinnreiche Beweis, der 
uds vor allen übrigen sehr wesentliche Vorzüge zu haben scheint, 
ist von Lejeune Dirichlet in Crelle's Journal. B. XV. S. 258. 
gegeben worden. 

* 20. 

Unter der Voraussetzung, dass u, ß, y\ d. . . . und />, y, i . 
positive Grössen sind, wollen wir im Folgenden der Kürze wegen 



i 



y, , ) = <> jl_(£ : ),_(|-),_(i ) ,jT ( 

setzen, u. s. w. 

Dies vorausgesetzt, kommt man nun bei Auwendungen der In- 
tegralrechnung auf Geometrie und Mechanik häufig auf Integrale 
voo der Form 

u. s. w. 

• • 

wo die Grössen a, 6, c, auch sämmtlich positiv sein sollen. 

Für diese Integrale, die man, wie sogleich erhellet, auch unter der 
Form 
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darstellen kann, hat Lejeune Dirichlet sehr merkwürdige Aus* 
drücke gefunden *), welche wir jetzt entwickeln wollen. 

Zuvörderst wollen wir eine Transformation mit diesen Inte- 
gralen vornehmen. Setzen wir nämlich für 

(f k ( f* (!*•••• • 

respective 

«T| y, 2, m . . •$ 

so müsseu wir, 'wie sogleich erhellen wird, für 

f/.r, <ly, dx y 

respective 

a 1 , Ä 1 y 1 

— X? dx> — i/9 dih —x r d%. .... 

setzen, und eben so leicht wird man sich überzeugen., das« statt 
der G ranzen 

0 und a, 0 und (p{x), 0 und <p x {x, y), 

respective die Gränzen 

v 0 und 1, 0 und 1 — x> 0 und 1 — x — y, . . . . 

oder, wenn wir der Kürze wegen 

1 — x~y x ^ 1— x — y = *,, 

setzen, die Gränzen 

0 und 1, 0 und y, , 0 und 

gesetzt werden müssen. Daher haben wir es jetzt mit der Ent- 
wickelung der folgenden Integrale zu thun: 



aß /n ~-t , 
— / x p dx, 

— — / x v dx / y? </y, 



u. s. w. 

oder mit der Entwickelung der Integrale 



°) Comntes rendus hebddmadaires des seances de I'Acadcinie des Sciences. 
T* VIII. p. 156. Journal de Mathematiques pures et appliquees par 
J. Liouville. T. IV. p. 168. 
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& 



U. 8. W. 



Das erste dieser Integrale lässt sich leicht finden. Es ist näm- 
lich nach einer sehr bekannten Hauptformel der Integralrechnung 



Jx p dx = Oonst. 

i 

nicht unbeachtet zu lassen bat, dass nach der Voraus- 



/ 



setzung y positiv ist, und folglich 



ß 

o 

Nun ist aber nach §. 15. 



und folglich 



n-) 

IL = P 

V 



n4) 



also nach dem Vorhergehenden 
Ferner ist 

'fyl rfy=-£^-r-Const. 
und folglich, weil y x = 1 — a; Ist, x 

also 

oder, in der aus §. 12. bekannten Bezeichnung der Euler'schen 
Integrale der ersten Art, 
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l 

Weil nun nach §. 16. 



und nach §. 15. 



v 9 9 v y y 



ist, so ist nach dem Vorhergebenden offenbar , 

I\l -H — -4- -) 
V 9 

Um ferner das Integral 

zn finden, wollen wir 
setzen, so ist 

dy = y x du, dx = x x di; 
und statt der Gränzen 

0 und y M 0 und *, 
sind offenbar resjtective die Gränzen 

0 und 1, 0 und 1 
zu setzen. Also kann man das gesuchte Integral unter der 

oder, weil 

yt = l — *% *i = l — x — y = (l — x) (1 — «) 
ist, offenbar unter der Form 

oder auch, wie sogleich in die Augen fallen wird, unter der Form 

£-1 A+ « px L- t £ ,i £_! 

o x* (l-xY 'd*..J Q mf (l-vydu .J o v' dv 

darstellen. Es ist nun nach §. 16. . 



^lyinzea uy Vjl 



»ogle 
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I 



woraus sich , wenn matt auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen 
multiplicirt, und beachtet, dass l\l)=zl ist, für den Werth unsers 
gesuchten Integrals die Grösse 

V g r 

a h c . 
rtlH- — f- — ) 
p 9 r' 

ergiebt. 

üm ; zu zeigen, dass das so eben angewandte Verfahren eine 
allgemeine Anwendung gestattet, wollen wir noch das Integral 

bestimmen. Zu dem Ende setzen wir 

y = y x v, % = % x v> t = t x w, 

also 

^V=tfi^ dx = x x dv, dt = l.dw, 

• • • ' * t . 

und demnach für die Gränzen 

0 und jf gJ 0 und *,> 0 und i x 
offenbar respective die Gränzen 

0 und 1, 0 und 1, 0 und 1. 

Dies vorausgesetzt, kann unser obiges Integral unter der Form 

2_ g j A " i \ c e d d 

o dx fo y ' äu /o 3 ' 7 "~ *> 7 " 
oder, weil 

y x = 1 — .r, 

*, = 1 — x — y— (l — x) (1 — ti), 

= 1 — ^ — y — * = (1 — ^r) (1 — «) 

ist, wenn man sieb die beiden folgenden Reihen ohne Unterbrechung 
in eine Zeile geschrieben denkt, unter der Form 

f» j Aj_\lj.^ 1 A 4 2- SL 

oder auch, wie sogleich erhellen wird, unter der Form 

Ttaeil II. 21 
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o x y o 

dargestellt werden. Es ist nun nach §. 16. » 



ä . d r(-) zti-H --*--) 

. f ui (\-«Y. ' t*d > 

A' (*—)**- r —r— r < 

woraus man, wenn man auf beiden Seiten multiplicirt, und beach- 
tet, dass r{\)—\ ist, für das gesuchte Jntegraf sogleich den Aus- 
druck 

n ») tfi) «i> n^) 

K p' v y' V. * 



/'( I t- ■ -1- h 

V 

erhält. 



,v , a b c d . 
IXI + -. + — + + 
p q r s 



Auch ist nun völlig klar, wie man auf die obige Art immer 
weiter gehen kann, und das Statt findende allgemeine Gesetz liegt 
mit völliger Deutlichkeit vor Augen. 

Aus allem Vorhergehenden ergiebt sich unmittelbar, dass, wenn 
wir das allgemeine Glied der Reibe 



u. s. w. 



wo sp(.r), y,^, y\ y a (^r, y, *), die aus dem Obigen be- 
kannte Bedeutung haben, nämlich 



i 
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' 1 
, y> » = «T| 1 _ _ (iL), _ (ijrjT 

U. 8. W. 

iit, durch V bezeichnen, jederzeit nnter den oben ffemochtcn V«tr- 
aBfisetxungen, die wir hier nicht wiederholen wollen, 

r< a \ nt*>\ w«*s 

r= _ €t"ß>yc. .. n p> ^7) Kjr) • • • - 

/ pgr ~T a j& c 

^1-*- — -f- — -h— -f ) 

v g r 

ist. 

In einer der Theorie der vielfachen Integrale vorzugsweise' 
gewidmeten späteren Abhandlung werden wir auf diesen wichtigen 
und interessanten Gegenstand, welcher durch Liourille und Cft- 

erweitert worden ist, zurückkommen. Für 
jetzt müssen wir uns mit der obigen Darstellung, die wir Hur als 
eine vorlaufige bezeichnen, begnügen. 
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XXVI. 

Zwei neue Sätze vom ebenen und sphärischen 
Viereck und Umkehrung des Ptolemäischen 

Lehrsatzes. 

• • • 

Von dem 

Herrn Professor und Director Strehlke 

*u Dan zig. 



- Na( * l;} 11 ™ »«kannten Satze der ebenen Trigonometrie ist 
Hat. III. Fig. 8.) 



21- 
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s 

folglich 

-b-b* —c* — d* — lab cos B — 'lcd cos D. 

Addirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung lab und led, so 
erhält 



( a -4_^)» — ( c — d)*= hob cos \B*+Acd sin J/>« .... (1) 
und eben so 

(c-t- d) % — (a — 4) a = sin -f- hed cos |Z** (2) 

Durch Multiplikation von (1) und (2), Zerlegung der Quadratein 
Faktoren und Einfuhrung der Bezeichnung a-\- c-f- rf=* 
wird erhalten 

I ' 

cos4Ä^siniÄ 2 - ^ -<Jr^(s^n^Ä^sini/>*-|-cos^i? a .cos;/> , ) 
•4-**rf»sin£ZJ*cos|Z>\ 

Wenn man auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 
\abcd sin B . sin 77 hinzu addirt und subtrahirt, so erhält man 

(f- -)(f-*) 

= ( y • »>n *+■ ^ . »in />)»+ <**erf(cos {/f cos|/> — sin ; /? . sin ; /J'r' 

=(f . .io Ä+ £ sin Z>)>+«*crf. cos (^t^) . cos (^?). 
o& cd 

Da nun -g- . sin Ä.-f-y sin Dz= der Flächensumme der beiden 

Dreiecke ABC und ACD ist oder die Fläche des Vierecks 
AB CD ausdrückt, die mit / bezeichnet werden mag, so ist 



2. 

Verfolgt man denselben Gang bei dem sphärischen Vierecke, 
so ist 

cos e = cos 0 . cos £ -f- sin « . sin b . cos /? 

= cos c . cos d H- sin c . sin </ . cos />, 

folglich 

cos a . cos £ — cos c . cos </ = si n r . sin d cos ö — si n « . s i n b . cos B. 

Wird auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen sin a sin b und 
sin c . sin d addirt, so erhält man 

cos («— b)— cos (cH-tf)=2sin c. sin </. cos £ZJ*-f-2sin ».sin Ä.ain (i? 1 

und durch Zerfallung der Differenz der beiden Cosinus in Fakto- 
ren und Einführung von a -\ fr r -f- d — % 



uigmze 
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sin (|- — a) . sin (y — b) 

= sin c.sin «\cos }/> J H-sin a.sin 6 sin \B % ... . . . (t) 

und eben so ' 

sin (y-.c) .sin (y — rf) 

= sin a . sin £ cos \ß* -f - sin c . sin </ sin |Z>* ...... (4) 

Durch Multiplikation von (1) und (2), durch Addition und Subtrak- 
tion von ^ sin a . sin b . sin c . sin d . sin ß sin />. bekömmt man 

sin (y — ä) . sin (-£- — <$) . sin (y — c) . sin (y — d) 

= (£sin a sin £ sin B -\- £sin e . sin <f . sin 
H-sin 0 sin £ sin c . sin cos ±(B-i-D) cos ](2?-r-Z>). 

Ist nun M der Mittelpunkt der Kugel , auf deren Oberfläche das 
sphärische Viereck AB CD liegt, so ist der Cubikinhalt des Te- 
traeders MAßC=z\s\n a . sin b . sin /?, der Cubikinhalt des Te- 
traeders MACH — [sin r . sind . sin />. Bezeichnet man jene 
Tetraeder mit T und T', so erhält man 

(37M-3rr=sin (£ - a) sin (-§-_*) sin (y-c) sin 

— sin a sin b sin c . sin . cos -h />)*. 

Umkehrung des Ftol emäischen Lehrsatzes. 

Da b* = -|- f^ 3 - 2^ . cos A, (wenn A den Kreis- 
bogen bezeichnet, der den Winkel BBC misst) 

0 » 

und = BE* -f- 2Ä£" . AE . cos X, 

so ist b % — «* = CE* — AE* — 2BE . e . cos J., 
wenn * die Diagonale CA bezeichnet, 

und <•*— d* = CE> — AE*-+-2DE.e.co* A. 
Zieht man die obere Gleichung von der untern ab, so bleibt 

c*—d* — b*-+-a*=2.e (BE-hDE) cos ). = 2ef. cos A, 
weuo BD durch /* bezeichnet wird. Hieraus folgt 

cos A— ^ . 

Wird nun für ein ebeoes Viereck die Bedingung gemacht, das» 
ef=ac-i~bd. so ist in diesem besondern Falle 

a 3 -f- c' — 6* — d* 

cos/. — 2(ach-&0 

Aus diesem Ausdrucke für cos // lässt sieb leicht ableiten 
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' , *.(4— )<£- *) (y- «) ({■ -4» 
(1+cosl') (l-cosV)=t=sip*" = ^ («c-ftQ. 

Da yflrc sin A'-f-j^</. sin Ä'=£tf/\ sin V -=.F\ wodurch die Fläche 
des Vierecks bezeichnet werden soll, in welchem ef= ac-\- bd, so 
erhält 



da aber auch 
so muss sein 

cos ${B-\-D)=:0 ) folglich B -f- D = <%k -f- 1 ) . n. 

• * * 

Da A-\- B-\- C-\- D = 1n, B -\- D also <2tt, go kann * kei- 
nen andern Werth als Null haben, woraus folgt- 

I>aas ein Viereck von dieser Eigenschaft ein Kreisviereck sei, lässt 
sich dann leicht beweisen. 

■ 

m » 

Anmerkung des Herausgebers. ' 

Herr Professor Strehlke schreibt mir bei Uebersendung des vorstehen- 
den interessanten Aufsatzes: „Es m'üsste nicht ohne Interesse sein, den 
„Satz für die Fläche des sphärischen Vierecks zu suchen, der dein ersten 
„für das 'ebene Viereck eigentlich entspricht." Gewiss würde diese Unter- 
suchung mehrfaches Interesse darbieten, und möchte ich mir daher wohl 
erlauben, die Leser des Archivs zu derselben aufzufordern. Dass ich den 

fßfundeoen Resultaten, wenn sie mir mitgetheilt werden, sehr gern eine 
teile in dem Archive einräumen werde, versteht sich von seihst. G. 



— 



XXVII. 

Uebimgsaufgaben für Schüler. 



1. Ueb ungsaufgaben fnr Schüler. Mitgetheilt von Herrn 
Professor Dr. Kunze in Weimar. 

1. Wenn die Kntferuuogen der Eckpunkte A> B, C einei 
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Dreiecki ABC vom Mittelpunkte des eingeschriebenen Kreises fol- 
geweise mit a, ß, y bezeichnet werden, so besteht die Gleichung 

aa ßß yy - 

bc ac ah 

worin a, 6, c nach der üblichen Weise die Seiten des Dreiecks 
bedeuten. Im ersten Theile dieses Archivs, 8. 331, ist eine andere 
Relation zwischen a, ß. y und o 9 b> c angegeben. 

2. Aus den Winkeln eines in einen Kreis beschriebenen Fünf- 
ecks, nebst dem Halbmesser dieses Kreises, die Seiten des Fünf- 
ecks zu berechnen. 

3. Durch die Spitze C eines gegebenen Dreiecks ABC ist 
zu dem gleichfalls gegebenen Punkt D in der Basis AB die Ge- 
rade CD gezogen: man soll durch den einen Endpunkt A der Ba- 
sis eine gerade Linie IF, welche die CD in E und den Schenkel 
BC in P trifft, so ziehen,, dass das Dreieck ACE dem Viereck 
BDEF gleich werde. Es giebt dafür mehrere ganz leichte Con- 
structionen ; Kästner hat in seinen geometrischen Abhandlungen 
I. Samml. S. 145 die Aufgabe wcitiäuftiger mit Hülfe der Trigono- 
metrie behandelt. 

4. In ein gegebeues Quadrat ein regelmässiges Fünfeck der- 
gestalt zu beschreiben, dass eine Seite des Fünfecks auf eine Seite 1 
des Quadrats falle, und die zwei zunächst liegenden Eckpunkte des 
ersteren in die aufstehenden Seiten des letzteren. 

5. Ein zu seinerzeit berühmter Ingenieur Samuel Marolois 
sriebt in seiner Geometrie, die 1010 in gross Querfol. erschien, für 
die vorige Aufgabe folgende Construction au: Auf der Seite AB 
des Quadrats AB CD verzeichne man auswärts ein regelmässiges 
Fünfeck ABEFG, und ziehe vou der gegenüberliegenden Spitze 
F nach den Ecken C, D des Quadrats die Geraden FC, FD % 
welche die Seite AB in H, I schneiden; die Strecke HI soll 
nun die Seite des einzuschreibenden Fünfecks sein. Diese Con- 
struction ist aber falsch; es ist zu zeigen warum? 

6. In ein gegebenes Viereck einen Rhombus zu beschreiben, 
dessen Seiten mit den Diagonalen des Vierecks parallel laufen. 

7. In einen Kreis sei ein beliebiges Vielec k ABC . . . EMS 
beschrieben, und auf der Peripherie des Kreises sei ein willkübr- 
licher Punkt P angenommen. Fället man nun von P auf jede 
Seite des Vielecks oder deren Verlängerung eine Senkrechte, näm- 
lich Pa auf AB, Pb auf BC u. s. f. Pm auf üfA, Pa auf MfJ $ 
so gilt allemal die Gleichung 

Aa_ Hb Mm _ . 

ab' W mS uA — 1 ' 

Diese Gleichung besteht auch danu noch, wenn das eingeschrie- 
bene Vieleck ein Vieleck im weiteren Sinne ist, bei welchem man 
nämlich die Punkte A, B, C . . . /,, ßj 9 iY in beliebiger Fol^e 
durch gerade Linien zu eiuem zusammenhangende;) Zuge vereini- 
get hat. 

8. In der Peripherie des über AB beschriebenen Halbkreises 
denjenigen Punkt C zu linden., für "welchen das Rechteck aus der 
Abscisse AD und Ordinate CD ein Maximum wird. Die Con- 
struction folgt aus sehr einfachen geometrischen Betrachtungen. 

9. Verlängert man die gegenüberliegenden Seiten eines in 
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einen Kreis bcscbriebenen Vierecks Aß CD, Iiis sie sich schneiden, 
nämlich //.-/, CD über / und D hinaus bis /J. BC, AD über C 
und D hinaus bis F, und zieht man von dem Mittelpunkt O des 
Kreises nach . den Durchschnittspunkten E, F die Geraden OE, 
0/\ nebst dem Halbmesser OD, so ist immer 

' . OE . OF . cos EOF= OD*. 

10. Wenn man in die vier Dreiecke, von welchen jedes durch 
zwei Seiten und eine Diagonale eines eingeschriebenen Vierecks 
gebildet wird, Kreise beschreibt, so bestimmen die Mittelpunkte 
dieser vier Kreise die Winkelpunktc eines Rechtecks. 

11. Die vier senkrechten Linien, welche man von der Mitte 
jeder Seite eines eingeschriebenen Vierecks auf die ihr gegenüber- 
liegende Seite falletj schneiden sieb sämmtlkh in einem einzigen 
Punkte. 

12. Die Summe der Quadrate von allen Seiten und Diagona- 
len eines eingeschriebenen Vierecks ist gleich der vierfachen Diffe- 
renz zwischen dem Quadrat des Durchmessers des umschriebenen 
Kreises und dem Quadrat der Entfernung seines Mittelpunktes von 
demjenigen Punkte, in welchem sich die vier Linien aus der Mitte 
jeder Seite senkrecht auf die Gegenseite begegnen (II). 

13. Nimmt man nuf den Seiten eines Dreiecks ABC drei 
Punkte an: D auf BC=a. E auf CA = b, F auf AB=c, wo- 
durch die Abschnitte BD = d, DC=aT, CE=b\ EA = U\ 
AF=c', FB = c" entstehen, und verbindet alsdann jene Punkte 
zu einem Dreieck DEF } so findet allemal die Proportion statt 

A ABC. A DEF=a, b . c : a' . V . c'-f-a" . b" . c". 

14. Eine sehr einfache Construction der mittleren Propor- 
tionallinie ist folgende: Mau schneide von der grosseren gegebe- 
nen Linie AB die kleinere ACnh. verlänsrer ■ A B um AD=.CB. 
und beschreibe über BD mit BA = DÖ ein glcichscheukeligcs 
Dreieck BED, oder bemerke bloss durch ein Paar Kreuzbögeu 
seine Spitze E, so ist eine Gerade von E nach . / (oder nach C) 
die mittlere Proportionale zwischen AB und AC. 

15. Die Kreisfläche ist das geometrische Mittel zwischen den 
Flüchen eines umschriebenen und eines dem Kreise isoperimetri- 
schen Vielecks, beide regelmässig und von einerlei Seitenzahl an- 
genommen. 

10. Werden in und um einen Kreis regelmässige Vielecke 
von einfacher und doppelter Seitenzahl beschrieben, so ist 1) der 
Umfang des umschriebenen Vielecks von doppelter Seitenzahl das 
harmonische Mittel zwischen den Umfangen des eingeschriebenen 
und umschriebenen Vielecks, beide vou einfacher Seitenzahl; und 
2) der Umfang des eingeschriebenen Vielecks von doppelter Sei- 
teuzahl das geometrischc'Mittel zwischen den Umfangen des ein- 
geschriebenen uud umschriebenen Vielecks, jeues von einfacher, 
dieses vou doppelter Seiteuzahl. 

17. Ein Viereck mit den Seiten a> b, c, </, in welches s 
ein Kreis beschreiben lässt (also a -+- c = b -f- d), bat den gross 
ten Inhalt, wenn des Kreises Halbmesser 
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18. In keinem pylhagorischen Dreieck (vergl. d. erst. Tb. dies. 
Arch. S. 96) können beide Kutheten ungerade Zahlen sein; und in 
jedem solchen Dreieck muss eine der Katheten durch 3, ingleicben 
eine von den Seiten überhaupt dureb 5 tbeilbar sein. 

19. Diejenigen Werthe von x zu linden, für welche sowohl 
xx ~\- x als xx — x vollkommene Quadrate werden. 

20. Vermittelst der pythagorischen Dreiecke solche Kreisvierecke 
zu bilden, bei welchen die vier Seiten, die drei -möglichen Diago- 
nalen und der Inhalt, nebst dem Halbmesser des Kreises, rationale 
Werthe bekommen; ohne dass eine Seite oder Diagonale Durch- 
messer des Kreises wird, oder zwei Diagonalen sich rechtwinkelig 
durchschneiden (in welchem Falle der Inhalt des Vierecks gleich 
dem halben Product der beiden Diagonalen sein würde). 

21. Man soll zwei ganze Zahlen x, y finden, von der Be- 
schaffenheit, dass das harmonische Mitfei zwischen ihnen einer ge- 
gebenen ganzen Zahl a gleich sei. Z. B. für «='105 giebt es 
vierzehn verschiedene Auflösungen. 

22. Zwei Zahlen x, y zu finden, von der Beschaffenheit, dass 
ihre Summe gleich der Summe ihrer Kubikznhlen sei. (Diophaq- 
tus IV. 11.) 

AH* Auflös. *= JÜ~ l +l i y = -^~-f 

23. Zwei Zahlen x, y zu finden, von der Beschaffenheit, dass 
ilir Unterschied gleich dem Unterschied ihrer Kubikzahleu sei. 
(Diophantus IV. 12.) 

... , .2*1-1-1 nn — 1 

Ailg. Auflos. x = — y = . — rr- 

_ • 

24. Man soll zeigen, dass und wie in dem nachstehenden 
Quotienten otler Bruche 

m{m -+- 1 ) (m 2) {m — 2) {m + n—\) 

1.2. 3 (*— 1) . n 

worin /// und n ganze Zahlen bezeichnen, alle Facto ren des Nen- 
ners gegen die Factoren des Zählers sich heben und das endliche 
Resultat eine ganze Zahl werde. 

25. Zwischen den Tangenten der Winkel von fünf zu fünf 
Graden im ersten Octanten findet folgende artige Relation statt: 

tan 5°. tau 10°=tau 15°. tan20°. tau 25°. tan 30°. tan 35°. tan40°. tan 45°. 

Die Prüfung dieser Gleichung geschieht leicht vermittelst der 
Logarithmen; der Beweis ist aber aus der bekannten Formel 

tan (« db/g) = 1 ^" " St5tl> "/ , zu führen, mit Rücksicht auf 
* r ' 1 =F tan a . tan ß 

tan 60° = \/3. 

Anmerkung. Die Sätze von 10. bis 16. sind bewiesen im 
ersten Bande meiner Geometrie (Jena, Frommann. 1842); auch über 
20. findet man eben daselbst (S. 219) Auskunft. 
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II. Uebungsaufgaben für Schüler. Von dem Herrn Pro- 
fessor C. A. Bretschneider zu Gotha. 

Es ist sattsam bekannt, auf welche Weise man aus den ein- 
fachen goniometrischen Formeln: 

siu (a + £) = 2siu b cos a + sin {a—?b) 

cos (a -+- b) — *2cos b cos a — cos (a — b) 

die Summen der nachfolgenden Reihen 

sin a-f-sin (a -§-£)-+- sin (« -f- 2£) -f- . . -H sin (a-\-nb) 

' sin \(n l)/y . sin (g -4- 1*6) 

sin ^/y 

cos oi -4- cos (a «4- cos (« -f- 2£) . . -f- cos (a-f-n^) 

sin \) b . cos (>-+-}>rZ>) 

sin Ab. 

erhalten kann. Sind diese Summen bekannt, so giebt die Anwen- 
dung der ersten trigonometrischen Sätze folgende Theoreme: 

,, Beschreibt man in einen Kreis ein reguläres Vieleck von n 
, f Seiten, und zieht von einem beliebigen Punkte innerhalb oder 
, ausserhalb des Kreises Strahlen nach den Eckpunkten des Viel- 
,,eckes, nennt einen der beiden kleinsten dieser Strahlen a ly den 
„nächstfolgenden a 2 uud so fort bis zu « m so ist, wenn r den 
„Halbmesser des Kreises, d die Entfernung des willkührlichen 
„Punktes vom Mittelpunkte bezeichnet, 

1) für ein gerades »: 

d. h. die Summe der Quadrate der Strahlen von ungeradem Zeiger 
ist gleich der Summe der Quadrate der Strahlen von geradem Zeiger. 

2) für ein ungerades u: 

COS ( 71 — O) 



cos 
n 

v cos (--^-w — a; 

*S -f- -+- • • • + = (r l -t-rf*)-f- rtf ^ , 

cos- 



wo a den Bogen bezeichnet, welcher von der Gerndeu d und dem 
Strahle a x auf der Peripherie abgeschnitten wird. Aus beiden 
Sätzen folgt unmittelbar: 
3) dass für jeden beliebigen Werth von n 

sein muss. Zieht man daher einen Halbmesser, welcher auf der 
Geraden d senkrecht steht, und verbindet dessen Endpunkt mit dem 
willkührlichen Mittelpunkte der Strahlen u. s. w. durch eine 

Gerade « 0 , so ist das Quadrat von a 0 das arithmetische 
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Mittel aus der Quadratsumme aller Strahlen, welche 
von dem festen Punkte aus nach den Spitzen eines ein- 
geschriebenen regulären Vieleckes von beliebiger Sei- 
tenzahl gezogen werden. Zugleich erhellt auch, dass der 
Mittelpunkt der Strahlen nicht einmal völlig fest zu sein braucht, 
sondern in jedem beliebigen Punkte der Peripherie eines 
Kreises liegen kanu, der dem Hauptkreise concentrisch 
mit dem Halbmesser d beschrieben worden ist. 

Bezeichnet man ferner den von de» Strahlen a x und a 2 einge- 
schlossenen Winkel durch (1, 2) und nennt ihn den ersten 
Strahlwinkel, ferner den von a % und a x eingeschlossenen Winkel 
[% 3) den zweiten Strahlwinkel Uv s. w. so ist 

4) für ein gerades jt: 

a x a % cos (l,2)-f-a >fl r 4 cos (3, 4)-f- . . . -\-a n ^\a n cos (n—l t n)= 
=a*a t cos (2, 3)-t-« 4 «, cos (4, 5)-f- . . . cos (», 1) 

= \n(r* cos — -f-r/ 1 ) 

7* 

i 

5) für ein ungerades «t: 

a x a % cos (1, 2)-+-« a « 4 cos (3, 4) -f- . . . a„a , cos («, 1) 

f»-f- 1 / _ 2n „, . . 
= — ö — ( r eos h «*) — ra cob a, 

cos (2, 3)-|-a 4 af 4 cos (4, 5) -f- ,. . . a n -\a n cos (// — 1, n) 

= — 5— (r 1 cos -+- d 2 ) -f- #v/ cos a; 

* 

6) für jedes beliebige n also: 

cos (1, 2)-f-* a «, cos (2, 3) + cos («, 1) 

ob n(r* cos h«/ 7 ), 

* • 1 

wozu man auch leicht den analogen Ausdruck: 

7) a t a t sin (1, 2)-$-*^, mu (2, 3) -f- . . . -f- a n a y sin (#, 1) 

= nr 2 sin — 
* 

bildet. Ks zeigen demnach die Produkte aus den Cosinussen der 
gerade- und ungeradstclligen Strahlwinkel in die beiden ein- 
scbliessenden Strahlen genau dieselben Relationen, welche die Qua- 
drate der einzelnen Strahlen selbst besassen. 

Liegt der Ausgangspunkt der Strahlen io der Peripherie des 
Kreises, so wird d=r und die gefundenen Ausdrücke gehen in 
folgende über: 

für ein gerades n wird: 

•t 3 19 1 2 • • • ■+■ ÜH—i 7 = a 2 2 ~t-flr 4 3 -f- .. . -hf* n 2 z=/ir* ; 
für ein ungerades n wird: • 

cos (— n — a) 
cos 
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* 

( cos (-^-» — a) 

-+-«•*+ .. -h «n-i 1 bb r* {»- 1 -4- — 

( cos^ 

für jedes beliebige n wird: 

d. b. die Fläche des einem Kreise eingeschriebenen Qua- 
drates ist das arithmetische Mittel zwischen den Qua- 
draten aller Strahlen, welcbe von einem beliebigen 
Punkte der Peripherie nach den Spitzen irgend eines 
beliebigen eingeschriebenen regulären Vielecks gezo 
gen werden können. Ferner ist 
für ein gerades «: 

a , a z -f- a , a A . . . -+- a n -\a n = a*a , -+- a*a , -+~ . . . -H*„-2ff*-i — a n a 
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V 

für ein ungerades »: 

/ % % i n cos o 
a -t-*«-**»-!— = ( »-f-l)r a cos — — r" — , 

cos — 
n 

, «r a <r, -4- a 4 a s -+- . * . -f- ff/t-i^« ==(* — cos —-f-r» 



» " ff 
cos — 
ff 



für jedes beliebige /»: 
a x a^-\- a % a x a n -\a n — f n a l = Imr* cos — . 

Für den Fall, dass der Ausgangspunkt der Strahlen in der Peripbe 
ne des Kreises liegt, findet man auch mit grosser Leichtigkeit: 
für ein gerades n: 



«i 4- + + -H = 2r . 



cos 

sin — 



5 



_ cos Art 

U •+■ + • • + *« = 2r . - — — 



sin — 



für ein ungerades n- 



für jedes beliebige n: 



ff 



_., co,( ä»~T ) 

...-,-„,-,-,-„„ — ~r . n 
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Der mittelste dieser Ausdrücke ist als ein specieller Fall des 
August'schen Theorems bereits seit längerer Zeit bekannt. Lässt 
man den Ausgangspunkt der Strahlen noch in eine Spitze des Viel- 

eckes rücken, d.h. /macht man a = 0 oder == — . so bekommt man 

die schon seit lange bekannten Sätze über die von einem Punkte 
auslaufenden Diagonalen regulärer Vielecke. 

Dass sich übrigens aus dem oben erwähnten speciellen Falle 
des August'schen Theorems das letztere selbst unmittelbar ableiten 
lasst, wird klar, so' bald man nur mit dem gegebenen Kreise con- 
centrisch einen anderen Kreis beschreibt. In dem so eben erschie- 
nenen vortrefflichen Lebrbuche der Geometrie von 'Herrn Prof. 
Kunze in Weimar ist das hier vorgetragene Verfahren gerade 
umgekehrt worden, indem der Hr. Verf. zuerst einen sehr einfachen 
Beweis des August'schen Tbeoremes aufstellt und aus dem letzte- 
ren mit Hülfe eines concentriseben Kreises den speciellen Fall ab- 
leitet, wenn der Mittelpunkt der Strahlen in der Peripherie des 
Hauptkreises liegt. 



XXVIII. 

x * 

Miscellen. 



Den sogenannten unbestimmten Fall in der ebenen Trigono- 
metrie, wenn nämlich die Stücke a, /<. A gegeben sind, trägt man 
gewöhnlich auf folgende Art vor. 

Man suche zuerst den Winkel B mittelst der Formel 

D b sin A 

sin B = , 

a 

hierauf den Winkel C mittelst der Formel 

und dann die Seite c mittelst eines der beiden folgenden Ausdrücke: 

a sin C h sin C 
sin A sin B ' ' • 

Im Allgemeinen hat B zwei Werthe, die einander zu 180° er- 
gänzen, und durch B' und B ' bezeichnet werden sollen, so dass 

Ä / -r-Z?"=180° 
ist. Auch wollen wir annehmen, dass 
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Ist nun so ist auch i ^ Ii und folglich B jedenfalls 

ein spitzer Winkel, so dass also nur B — Ii' gesetzt werden 
kann, und daher die Aufgabe nur eine Auflösung zulässt. Ist 
aber a<^b y so ist auch A<^Bj es kann sowohl B = B' t als 
auch B=B" gesetzt werden, und die Aufgabe lässt also in die- 
sem Falle im Allgemeinen zwei Auflösungen zu. Wenn a = b ist, 
so ist auch t—/i, und daher B unmittelbar gegeben. 

Dass diese Art des Vortrags die beste und einfachste. ist, un- 
terliegt keinem Zweifel. Für den Elementarunterricht in der Tri- 
gonometrie, bei welchem es auf eine möglichst vielseitige Uebung 
der Schüler ankommt, verdient aber bemerkt zu werden, das« man 
. ganz zu denselben Resultaten gelangen kann, wenn man unmittel- 
bar aus den gegebenen Stücken a, b, A nicht den Winkel B, 
sondern vielmehr die Seite e sucht, wobei man sich auf folgende 
Art zu verhalten hat. 

Bekanntlich ist in völliger Allgemeinheit 

cos A — Wc ' 

und folglich 

c* — 2bc cos A=za* — 6-, 

also wenn man diese Gleichung des zweiten Grades in Bezug auf 
c als unbekannte Grösse auflöst, 

\c — b cos y#)» = «» — + cos A* —a* — 6* sin A*, 

< 

woraus 

c — b cos A = zh. Vä 1 — b % sin A*, 

also 

c = b, cos A±Va* — b* sin A*. 

Hieraus sieht man, dass c im Allgemeinen zwei Wertfae hat. 
Ist nun a~^> b> so ist offenbar 

Va* — b*-}-b* cos A* > b cos A, 

d* • « i 

. l. 

Va* - b* sin A- >- b cos A t 

und 

b cos A — V* 2 — b 2 sin A* 

ist daher jederzeit negativ, woraus sich, weil c seiner Natur nach 
positiv ist, ergiebt, dass man in diesem Falle nur 

c = b cos A -f- \Za* — //* sin A* 

■ • " 

setzen kann, und daher die Aufgabe nur eine Auflösung zulässt. 
Für a<!£, wo zugleich A jedenfalls ein spitzer Winkel und da- 
her b cos A jederzeit positiv ist, ist dagegen offenbar 

Va 1 — b % + p cos A* < b cos A y 
d. i. 

Va % — b* sin A* < £ cos A> 

und daher 

b cos A+zVa* — 6 2 sin A-, 

man mag das obere oder das untere Zeichen nehmen, eine posi- 
tive Grösse. Also ist in diesem Falle 
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c = b cos A + Va* — 6* sin Ii» 
and die Aufga be l ägst zwei Auflösungen zu. Dass in diesem Falle 

Va* — b % sin A* immer reell ist, erbellet leicht, weil bekannt- 
lich immer 

a : 6 = sin A : sin B 

oder a sin B — b sin A y also b sin / nie grösser als a ist. 
Für uz=zb ist offenbar 

c = b cos Adzb cos , 

und daher entweder c=2£ cos A oder c=0. Da aber, wenn von 
einem wirklichen Dreiecke die Rede ist, die Auflösung c = 0 aus- 
geschlossen werden muss, so bleibt in diesem Falle bloss die eine 
Auflösung c = 2b cos /. 

' Hat man c, so kennt man alle drei Seiten des Dreiecks, und 
kann dann die Winkel B und C nach bekannten Formeln ohne 
alle Zweideutigkeit berechnen. 

Man könnte bei der Behandlung des unbestimmten Falls der 
ebenen Trigonometrie auch von der unmittelbaren Berechnung des 
Winkels C aus den gegebenen Stücken a t b> A ausgehen , und 
wurde auch auf diesem Wege ganz zu denselben Resultaten wie 
vorher gelangen. Es ist nämlich bekanntlich 

bz=a cos C+c cos A. 

Nun ist aber auch 

a sin C 

ez 



und folglich 

b = a 



sin A ' 
cos ( \ a cot / sin < , 



welche Gleichung bloss noch den unbekannten Winkel C enthält. 
Nach bekannten goniometrischen Formeln ist 



• r _ 2tan g \C 1-tangjC 
810 V — 1-f-tang W C08 G — 1-htaug 



Führt man dies in die vorhergehende Gleichung ein, so ergiebt 
lieh nach gehöriger Reduction 



*(l-f-tang |6^) = «r(l — tang |C)-|-2« cot A tang 



oder 
oder 



{a-t-b) tang |0 — 2« cot A tang \C—a — b, 

» — 

. ~. 2« cot ^4 i , „ o — Ä 
tang y^-^p- tang *£=£^ 



Lost man diese quadratische Gleichung in Beziehung auf tang \C 
als unbekannte Grösse auf, so erhält man 



oder 



(tang \€ 
!t»ng |67- 



a rot A .^ a 7 — b* -j-a* cot A- 



a cos 



und folglich 



tapg {C— 



g» — b* sin ^» 

(*«(-*) «in J i sin A*\ 

a cos ^ =fc V^a % — b* sin /F" 



{a + b) sin ^ 
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Ist nun so ist offenbar 

Va* cos A* -f-(a» — £ a ) sin A* > « cos 4 

d. i. . ' 

l/V — 4» sin ^* > a cos ^ 

und folglich 

a cos A — V a* — 4 2 sin A 9 

eine negative Grösse. Daher kann man, weil tang \C jederzeit po- 
sitiv ist, da £ C nie grösser als 90° ist, bloss 

. n a cos A-t-V a* — 6 2 sin Ä 1 

taug _ \ßT+T) sin ^ 

setzen, uod es giebt in diesem Falle nnr eine Auflösung. Wenn 
aber a<Cb «st, wo a cos A immer positiv ist, so ist offenbar 

Va* cos A*-\-{a % — h*) sin < o cos ^f, 

d. i. 

Va % — 6* sin < 0 cos ^, 

und die Grösse 

a cos ^/ztl/«* — 4» sin ^ a 

ist daher, man mag das obere oder das untere Zeichen nehmen, 
stets positiv. Also kann man 

. „ a cos AlzVa* — //< sin A 2 

tang £ t — - — . 

ö 2 {a-\-b) sin y« 

setzen, und es giebt in diesem Falle jederzeit zwei Auflösungen, 
die auch beide reell sind, weil bekanntlich b sin A=za sin ß, 
folglich h sin A nie grösser als a ist. Für az=6 ist nach dem 
Obigen 

. ~ « cos ArS=.a cos /I 
.an S |C= (a + /))sin ^ ■ 

und also entweder 

, 2a cos >4 2« cot ^ 

v tang — (flH _/ y) sin A — a _±_ b 

oder tang ±C=Q. Im zweiten Falle wäre {C=0, also auch 
C=0, welches, so lange von einem wirklichen Dreiecke die Rede 
ist, nicht Statt finden kann. Daher hat man für az=.b bloss die 
eine Auflösung 

, r , 2a cot A 
tang;C=-^-. 

Alle diese Resultate stimmen mit den schon oben gefundenen voll- 
kommen überein. 

Wenn allerdings auch der erste und gewöhnliche Vortrag des 
unbestimmten Falls der ebenen Trigonometrie bei Weitem der ein- 
fachste ist, so halten wir doch bei'in Unterrichte Betrachtungen wie 
die obigen für sehr instructiv für die Schüler, und glauben, dass 
dieselben dem Gedeihen des mathematischen Unterrichts überhaupt 
forderlich sind, welches der einzige Grund ist, der uns zu der Mit- 
theilung derselben an diesem Orte bewogen hat. G. 
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schon für den Elementarunterricht in der Algebra Ver- 
folgende Vortrag der Lehre von der Elimination der un- 



Auch 
dient der 

bekannten Grössen aus Gleichungen des ersten Grades empfohlen 
zu werden. 

Es seien die zwei Gleichungen 



Aa:-\-ßy=z C 

OSC a \ Off ' c 



gegeben. Um aus diesen beiden Gleichungen zu bestimmen, 
kommt es darauf an, dieselben mit zwei Factor en U und M zu 
multiplieirten» welche so beschallen sind, dass, wenn man nach ge- 
schehener Multiplication die beiden Gleichungen zu einander ad- 
dirt, der Coefßcient von* ^ verschwindet. Diese Bedingung erfor- 
dert, das* 

BM+l,N=0 

sei, und man wird also 

M=b,N=-B 

setzen können. Thut man dies und verfahrt nach der vorher ge- 
gebenen Andeutung, so erhält man 

- tA-cB 



und hieraus durch gehörige Vertauschüng der ßuChstanen 

Je — Ca 

\ • • * h • • 

' • • t , 

Bat man ferner die drei Gleichungen 

äjc + ß!/ + y%-±±d 

so kommt es, um sc zu bestimmen, darauf an, diese Gleichungen 
mit drei Factoren üf, A\ P zu multiplicired , welche so beschaffen 
sind, dass, wenn man nach geschehener Multiplication die drei 
Gleichungen zu einander addirt, die Coefficfanten von y und x ver- 
schwinden. Diese Bedingung erfordert, dass 

BM^r bN-\- ßP= 0 

sei. Bringt man diese Gleichungen auf die Form 

II. 22 
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# 77 -H t> = — 

so bat man nach dem Vorhergehenden » 

M_ by — cß JV Cß — By 

P — Bc — Cb* P Bc — CV 

und kann also 

M=by — cß, A = Cß — By, P=zBc—Cb 

setzen. Dies vorausgesetzt ergießt sich, wenn man weiter nach 
den vorher gegebenen Andeutungen verfahrt, auf der Stelle 



D{by - cß) -fr. d(Cß - By) -fr- J(i?r - Ctt) 



* = A{by - tf) -fr- «(C* - By) -fr- a{Bc - Cb)' 
nnd hieraus mittelst gehöriger Vertnuschung der Buchstaben 



D(ca — ay) -fr. dMy — C«) -fr- <f(Co — ^c) 
V — - -fr- a[Cß — By) -fr- a{Bc — Cb) 

und 

— bet) -4- — ^) -fr- — ffg) 
* Ä A(by — cß) + a(Cß — ßy) + c<(Bc — Cb)' * 

Wenn die vier Gleichungen 

a& -\- Ly -\-c%-\- du = e .:' 

aar -fr- /Sy -fr- y% == « 

21a: -+- 25y 4- (£* 55« = (E 

gegeben sind, so muss man, um x zu bestimmen, vier Factors 
ßiy N t /*, <2 suchen, welche so beschaffen sind, duss, wenn man 
mit denselben die drei Gleichungen mnltiplicirt und dann zu ein- 
ander addirt, die Coefficienten von y, *, u verschwinden. 
Bedingung erfordert, dass 

sei. Bringt man diese Gleichungen auf die Form 

. - \ .... ... 

so erhält man nach dem Vorhergehenden 

M_ ®(dy — c6) -fr- g(Jcf - rift) -fr- $(cß — //y) 
0 — B{cd^dy) + C\äß^bd)^iKby-cßy ; 
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. # g(Ccf- Zfr) -f- g (Dß - gcf) -j- - Cß) 

/f(af-rfy)-^.e■(dl^-Ar)+/>(iy-«^^ , 

und kann also • 

üf = 8(dSr - cd) -f- <S(£Ö* - dß) 4- 5D(cjJ - Äy), 

; />= - + <£(</J? - IB) + 2>(£C- cif), . . 

Q = B(cS — dy) 4- 0(41 — M) -f- — r/?) 

i ...... ,« 

setzen. Dann ist aber, wie sogleich erhellet, 

^ — ^/.-|-fl^'-^-aP-+-$i#• 
Durch gehörige Vertauschung der Buchstaben erhält man hieraus 
y, *, t», und es erhellt nun auch mit völliger Deutlichkeit, wie man 
auf diese Art immer weiter gehen kann. 



Deber die Berechnung der Länge und Breite eines 
Gestirnes aus seiner geraden Aufsteigung und Ab- 
weichung, und umgekehrt. Von dem Herrn Professor 
C. A. Bretschneider zu Gotha. 

Die in der Ueberscbrift erwähnte Aufgabe findet sich in allen 
Lehrbüchern der Astronomie behandelt, so dass man sie für völlig 
erschöpft halten sollte. Gleichwohl scheint die nachfolgende Be- 
merkung den Verfassern jener Schriften sämmtlich entgangen zu 
sein; wenigstens habe ich sie in den mir zugänglichen astronomi- 
schen Werken nicht gefunden. 

Sind nämlich die gerade Aufsteigung a und die Abweichung o* 
eines Gestirnes gegeben, so findet man überall angegeben, wie man 
aus ihnen die Länge X und Breite ß des Sternes mittelst eines 
Hunswinkels berechnen kann, und eben so wird angegeben, wie 
man aus X und ß ebenfalls durch einen Hülfswinkel a und d zu 
berechnen habe. Niemand aber scheint bemerkt zu haben, dass 
sich beide Aufgaben mittelst eines und desselben Hunswinkels 
lösen lassen. Nennt man nämlich die Schiefe der Ecliptik £ und 
den Hülfswinkel y, so ist 

sin ß cos (y -f- *) 

sin tf cos <p ' 

tang X sin (y+i) 

tang « sin y 
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und der Winkel <p wird durch eine der beiden Gleichungen: 

taug (p — cot 6 sin a 

taug (f/) + f)== C ot |S sin X 

bestimmt. Ks ist y positiv oder negativ, je nachdem a kleiner oder 
grösser als 180° ist, und eben so ist (f/ + f ) positiv oder negativ, 
je nachdem / kleiner oder grösser als 180° ist; sonst liegen immer 
<p und (?, ferner 7? -f- f und ß und endlich A und a in demselben 
Quadranten» 

Bei der Reduktion von a und d von einer bestimmten Epoche 
auf eine nicht sehr fern liegende, z. Ii. bei der Reduktion vom An- 
fang eines Jahres auf irgend einen anderen Tag desselben kommen 
beide Aufgaben unmittelbar nach einander zur Lösung. Da sich 
hier 5p meistens nur um einige Secunden ändert, so wird die Rech- 
nung sehr leicht auszuführen sein, wenn man sich die Aenderun- 
gen, welche log cos (<jp-f-e) — log cos y und log sin (<jp+t) — log sin y 
für 1" Aenderung des VVerthes von <p und * erleiden, am Rande 
bemerkt. Hat man dann aus a und d zuerst X und ß berechnet, 
und bezeichnet nun die durch Pracessiön, Mutation etc. verbesser- 
ten Werth e derselben mit k\ ß\ so Wird man die Complethente von 

cos (y - f-<) ' , sin + 
losr und loor 



cos <j> a sin qp 

mittelst der angemerkten Aenderung nur durch eine kleine Correk- 
tion zu verbessern brauchen, um mittelst ihrer die neuen Werthe 
von a und ö zu erhalten. 
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Ueber die Behandlungsarten geometrischer Ele- 
mentar - Aufgaben. 

• * • 

Von dem 

Herrn Professor Dr. Mens in g 

zu Erfurt 



. . . i 

A 

(Die Citate beziehen sich auf Euclid's Elemente. Ein C davor, bedeutet: 

Converse des citirten Satzes.) 

In verschiedenen Zeitschriften werden über den mathematischen 
Unterricht häufig Bedenken erhoben. Einige eifern über die dar- 
auf verwendete Zeit, Andere tadeln die bei demselben angewendete 
Methode. Die meisten vermissen das Uebersichtliche in derselben 
und möchten nur das Allgemeine, damit durch gesteigerte geistige 
Energie das Besondere siel» gleichsam von selbst ergebe. Vielen ist 
dagegen die Unterrichtsweise noch nicht elementar genug. 

Solche Bedenken kommen zwar von sehr verschiedenen Seiten, 
entspringen unter sehr verschiedenen Graden mathematischer Bil- 
dung, haben znm Theil ihren Ursprung in dem Geiste der Neue- 
rungssüchtigen, sind wohl aber wenige/ von gereifter Erfahrung 
eingegeben; dennoch möchte man sie als ein erfreuliches Zeichen 
des Interesse an der Sache betrachten, welches freilich, meist 
durch Missverständnisse verleitet, sein eigentliches Ziel verfehlt. 

Ich sollte nun meinen, wer sich streng an Euklid's unverbes- 
serliche Methode und an dasjenige hält was eine lautere Quelle in 
ihm hat, könne nicht wohl einen Fehlgriff tbun. Diese Methode 
wird aber, wie mir scheint, seit längerer Zeit nicht eifrig genug 
verfolgt. Selbst in manchen Werken, deren Verfasser derselben im 
Allgemeinen huldigen, wird der Gegenstand einer geometrischen 
Betrachtung oft so verunstaltet, dass man sein Wesen nur mühsam 
herausfindet. Namentlich erscheint die geometrische Analyse bis- 
weilen in solch einer seltsamen Gestalt, dass man glauben möchte, 
der Darstellende habe gar keinen Begriff davon. Denkt man sich 
nun, dass Bücher mit solchen Entwicklungen in die Bände von 
Schülern kommen, deren Vorstellungen berichtigt, deren Auffassun- 
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gen zur Reife gebracht werden sollen, so wäre es zu verwundern 
wenn sie Lust am Gegenstande behielten, sofern diese bereits rege 
geworden ist. 

So haben wir eine deutsche Bearbeitung von Leslie's geome- 
trischer Analysis, die 1822 in Berlin erschien. Das Original ist 
mir nicht zur Hand, ich kann deshalb auch über dessen Werth 
nicht um h eilen; sicherlich hat aber der Uebersetzer zur Verbesse- 
rung des Buches in seinen Haupttheilen nicht beigetragen: denn 
die Analysen, die darin vorkommen, sind gar nicht als solche zn 
erkennen. Manche Aufgabe, die sich dort findet, würde aber für 
den Schüler sehr bildend sein , wenn jener wesentliche Theil nicht 
so gänzlich vernachlässigt wäre. 

Um diese Behauptung zu belegen wähle ich eine Aufgabe die 
sich dort (Seite 21. Satz Xlll.j ündet, und löse dieselbe nach 
Euklid'* strenger Weise. 

Aufgabe. Auf einer der Grösse nach gegebenen Ge- 
raden einen Punkt so zu bestimmen, dass das Quadrat 
über sei ncr Entfernung von dem einen Ende so gross 
werde als das Rechteck zwischen der Entfernung vom 
andern Ende und einer zweiten, der Grösse nach gege- 
benen Geraden. 

Sei (Taf.UI.Fig.9.bei'm zweiten Hefte) . /// die erste Gerade, AC 
die zweite; man sucht einen Punkt //, so d asa „ iD*= DB.A C werde. 

I. Fall. Der gesuchte Punkt sei zwischen . / und //. 

Analyse. Sei AB auch der Lage nach gegeben. Verlängere 
dieselbe nach C . . . (Post. II.) . . . Mache AC der zweiten Gera- 
den gleich ... (I. 3.) . . Der Punkt D erfülle die geforderte Bedio- 
gung, so dass AD* = DB . AC werde. 

Dann ist (C. IL 3.). DA . AC+ AD* = CD . DA, folglich 

(Ax. IL) CD. DA z= AD. AC+ DB . AC. 

Halbirc AC in E . . (!. 16) . . . so ist 

. . (II. 6) CD . DA+-AE*=zED*, also 

(Ax. I. II.) ED* = AE* -+- (AD -f- DB)A€ . . . (C. II. 1). 

Mache AF senkrecht auf BC. . Q. 11) . . und CA.AF=zFA:AB. . 
(VI. 13.), so ist AF*z=AB . AC. . . (VL 17) . mithin 

(Ax. I.) . . . ED* = AE* AF*. Ziehe FE...{ Poat L) 
so ist . . . FE* = AE* AF* ... (I. 47.) 

folglich ED*=FE* . . . IAx.1.) also DE=zEF. ..(1.46. Zus.). 

C'onstructicB. Suche die mittlere Proportionale zu CA und 
AB (VI. 13)5 hnlbire AC (I. 10) und beschreibe aus E als Oes- 
trum mit -der Entfernung EF einen Halbkreis, sa ist der Durch- 
schnitt desselben mit AÜ der gesuchte Punkt Ä 

Determination. Ein Durchschnitt fallt zwischen A und B. 
Sei Äf=2/VT? und ABz=tAX; da AC±xZAE und 

BC= BA + AC, so ist 2Jf C= SL4JV~f- %AE 

folglich j¥C= AN+AE (Ax. VII.) 

oder MC=AN+EC 

mitbin CM > CE 
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deshalb ist E ausserhalb des Mittelpunktes vom Kreise über BCi 
daher ist EFz= ED<EB ... (III* 7.) 

und EF= ED>EA... (L 32. und I. 19.) 

was obige Behauptung war. 

beweis der Behauptung, dass AD* = DB < AC sei. 

Es ist DE=EF '. ..p .c also DE* == EF* ... (1. 46. Zus.) 

folglich (II. 6.) CD . DA+AE* =AF* .... (1. 47. und nach Ar.UI.) 

CD . DA=BA . AC. . . . (p. t. und VI. 17.) 

also (II. 3.) DA.AC+ AD* = {BD DA)AC. . . (C. II. 1.) 

AD* = BD.AC< (Ax, III.) 

was behauptet wurde. 
II. Fall. Der gesuchte Punkt sei auf der Verlängerung von 
//./. Die Auflösung ist dieselbe, indem der zweite Durchschnitt 
des Kreises mit EF als Radius die Verlängerung von AC trifft. 
Es ist jedoch zu bemerken: wird dieser zweite Funkt mit D be- 
zeichnet, so ist DE= ED und AE=EC 

also auch DA=DC, mithin AD ts DE— E t 

und AD— DE-\- EA 

Ein gleiches Resultat, wenn auch eine andere Construction, 
giebt die ... . Algebraische Behandlung. 

Sei AB = a und AC= 24, so ist, wenn AD = x gesetzt 
wird, DB = a — sc; 



aIso^ s =2Ä(«-^)=2«^-2^....^»+^H-Ä*===Ä»H-2^+Ä»--« 3 
a;-\-b = V{b-t-ay — a*. Die zwei Wurzeln sind also 

und— = 6 + V (b ■+■ ay^a^. 

Das Minus vor .-r" bezieht sich nur auf die Lage dieser Linie, die 
der von .x' entgegengesetzt ist. 

Es wird a = BE. Macht man dieses zum Durchmesser 
eines Kreises und trägt, von B aus, a = BA als Sehne ein, so 
wird die Ergänzungssehue x-\-b = ED. 

* 

Bemerkungen zu vorstehender Aufgabe. 

Es gehört diese Aufgabe zu denen vom bestimmten Schnitte. 
Ich habe nicht nachgesehen, ob Diesterweg, des wackern Pflei- 
derer trefflicher Schüler, der leider der Wissenschaft zu früh geraubt 
wurde, sie in seinen bekannten Werken behandelt hat Ich habe 
sie hier nur benutzt um zu zeigen , wie einfach und natürlich auf 
Euklidischem Wege Eins aus dem Andern folgt, so dass eine solche 
Auflösung eine Unterhaltung wird, die die Erfindung stets rege er* 
hält, was nur von denen nicht zugegeben wird* die den Euklid mit 
Schülern nicht streng durchgearbeitet haben. 

Die algebraische Lösung ist mit wenig Federzügen abgetban 
und die ganze Aufgabe liegt damit abgerundet vor unsern Augen. 
Ueber den relativen Werth beider Methoden lässt sich nicht strei- 
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ten, weil man sie aus verschiedenen Gesichtspunkten, für deren 
Wichtigkeit wir kein rechtes Maass haben, betrachten kann. 

Ein Mathematiker kann über den Werth algebraischer Metbo- 
den nicht zweifelhaft sein; wer aber eine lange Reihe von Jahren 
unterrichtet hat, weiss zuverlässig, dass io der rein geometrischen 
Methode, wenn sie mit äusserster Consequenz durchgeführt wird, 
eine bildende Kraft liegt, die durch Nichts ersetzt werden kann. 

Wer die Geschichte der Entwickelung des Geistes nicht viel- 
fach durchlebt hat, wird freilich nicht recht begreifen, wie der geist- 
reiche J. J. Rousseau das Handhaben der Symbole, wie Descartes 
es gelehrt, für eine Art von unheimlicher Hexerei gehalten, oder 
wie, von der andern Seite, der grosse Newton es bedauert, dass 
er den Euklid zu früh verlassen habe. Die Symbolik der Algebra 
ist die poetische Seite der Mathematik. So wie Rvthmus und Reim 
einen einfachen Gedanken zerspalten und alle Splitter desselben 
mit der Zeuguugskraft der Phantasie wieder zu neuen, harmonisch 
sich ordnenden Gedanken beleben, so' beinahe verfährt auch die 
Algebra, indem sie im Lubyrinthe der Symbolik die Symmetrie zur 
Führerin wählt. 

Wie nun jeder Mensch die Prosa begreift, so lernt auch jeder 
die Geometrie, die von äusserer Anschauung ausgeht. Die Algebra 
dagegen, die eine innere Anschauung gleich zu Anfang in Anspruch 
nimmt, kann nur in dem erweckt werden, in welchem sie schläft, 
denn das Kunstelement ist ursprünglich mit ihr verwebt. 

Daher ist es sehr begreiflich, wenn der würdige E.G.Fischer 
darüber klagt, dass es ihm nie gelungen wäre, den binomischen 
Lehrsatz seinen Schülern deutlich zu machen. Jeder aufrichtige 
Lehrer wird ihm das nachsprechen müssen. 

Woher kommt das? daher dass der Schüler zur Auffassung des 
Beweises nicht hinlänglich vorbereitet sein kann. 

Er muss den Euklid zu früh verlassen, weil ein zu mannich- 
faltiges Allerlei in der Maturitätsprüfung von ihm verlangt wird. 
Junge Lehrer zumal können vor lauter Ungeduld nicht früh genug 
zur Algebra kommen, und verfallen dann in den Fehler, in welchen 
der sonst so verdiente Littrow sich hineingelebt hatte, indem er 
behauptete, dass die Analysis ein Universal Instrument sei, womit 
sich alle Operationen vornehmen Hessen , mit dessen Handhabung 
man sich also sehr früh vertraut machen müsse. Es mag sehr 
schwer zu entscheiden sein, wann derjenige, der sich der Mathe- 
matik vorzugsweise widmen will, vom Euklid sich abwenden soll; 
tbut er es aber zu früh, so wird er dadurch noch kein Newton, ob- 
gleich er ohne Euklid Bedeutendes leisten kann, wie die Franzo- 
sen beweisen, aber er wird Mühe haben sich allgemein verständ- 
lich zu machen , und manches in trügerischer Intuition für wahr 
halten, wovon oft nur ein Theil wahr ist, und nicht selten beson- 
dere Fälle fiir allgemeine nehmen. Wäre diese Behauptung nicht 
gegründet, so müssten wir für die Elemente der Algebra ein ähn- 
liches Werk haben, wie für die Elemente der Geometrie. Davon 
sind wir aber, aller Einbildungen manches Schriftstellers ungeach- 
tet, sehr weit entfernt. 
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Ueber die Theorie der Elimination. 

VOD 

dem Herausgeber. 



Zweite Abhandlung *). 

■ 

In deo Memoiren der Berliner Akademie der Wissenschaften 
vom Jahre 1748 bat Euler eine Eliminationsmethode gelehrt, wel- 
che sich vor allen übrigen bekannten Eliminationsmethoden durcb 
Kürze and Einfachheit ganz besonders ausgezeichnet. Diese Kli- 
miDationsmetbode, bei welcher von der Theorie der symmetrischen 
Fnoctionen ein sehr wichtiger und fruchtbarer Gebrauch gemacht 
wird, wollen wir vorzüglich nach der schönen und gründlichen 
Darstellung, welche neuerlichst Canchy iu seinen Exercices 
d'Aoalvse et de Pbvsique math i matia ue. T. I. p. 397 von 
derselben gegeben hat, in der vorliegenden Abhandlung entwickeln. 

f. 2 

Die beiden gegebenen Gleichungen seien 

je* -+- ax m - x -h ba?*-* -4- . . .-t-^-t-^ = U 5 
-I- ^^r— i -+- Bx—* -r- • • . P* Ar & = 0 '* 
oder, wenn wir der Kürze wegen 

f(x) = -4- #-t— » -f- b*—' 1 -H . • .Ar P* + ^ 

setzen, % 

denn da» auf diese Forst, wo nämlich die Coefficienten der hoch- 
sten Glieder die Einheit sind, die beiden gegebenen G eichuogeu 
jederzeit gebracht werden können, fällt auf der Melle in die 

A08 Di; m Wurzel« der ernte. GI«c*uag/(*) = Ö 

ß* 7t &i ' " "> 

und eben so seien die * 



•) Die 
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X, f*, V, . . . ., 

so dass Dämlich 

f(x)=z{x-a) (x^ß) {x-y) (x-6) 

F(x) = (x-x) (x-f*) (x->).. .. 

... . i 

ist. 

Sollen nun die beiden gegebenen Gleichungen 

/(ar) = 0, F(^) = 0 

zusammen existiren können, d. Ii. sollen sieh dieselben durch ein 
und denselben Werth von x erfüllen lassen ; so muss nothweodig 
wenigstens eine der Gleichungen 

« = *, a = A, a = fjb, a = v, , 

ß = *> ß = h ß = P, ß — v, , 

y — *> r=*, y—(*> r=*> — » 

ö*=x, 6 = 1, ö=sfi, 3=t>, , 

U. 8. W. 

oder, was dasselbe ist, wenigstens eine der Gleichungen 

a — x = 0, «— ,1 = 0, « — ^ = 0, a — y = 0, ; 

ß-* = 0, ß-X = 0, /9-^ = 0, /* — verO, ..... 

y-*=o, r -i=o, r-t* = o, /-*=<>,..... 
<r-x=ro, cJ-^=o } <r— /*=o, rf-v=o ; 

U. 8. W. 

erfüllt sein, und die Bedingungsgleichung, dass die beiden Glei- 
chungen 

/(ar) = 0, F(x) = 0 
zusammen existiren können, ist daher, wenn wir der Kürze wegen 

2 = (a — x) (a — X) (a — fi) (a — v) 

X(/?-x) (ß-X) (ß-rf (ß-v).... 
X(/-x) {y-%) (r-f*) (r-r).... 
X((?-x) (6-X) (ö-fi) (<*-,) .... 

X 

setzen, offenbar die Gleichung 

2=0. 



Die Gleichung, welche man durch Elimination, von x aus den 
beiden gegebenen Gleichungen 



/(*) = <>, /T^) = 0 

erhält, ist aber augenscheinlich weiter nichts als die Bedingungs- 
gleichuag, dass die beiden vorstehenden Gleichungen zusammen 
existiren oder durch denselben Werth von x erfüllt werden köo' 
nen, woraus sich also unmittelbar ergiebt, dass die Gleichung- 
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mit der durch Elimination von .r aus den beiden Gleichungen 

/(■r) = 0, fX*)=<S 

resultirenden Gleichung zusammenfallen oder identisch sein muss. 

Dies ist das allgemeine Principe auf welchem die in §. 1. er- 
wähnte schöne und merkwürdige Euler*scbe Eliminationsmethode 
beruhet, indem es bei dieser Methode einzig und allein auf die 
Bildung der Gleichung 

2 = 0 

aus den CoefOcienten der beiden gegebenen Gleichungen 

ankommt, wofür also jetzt möglichst einfache und leicht anwend- 
bare Regeln gegeben werden müssen. 

$. 3. 

Die Anzahl der Grössen 

a — x, 0 — X, a — /*, a — v, . . . . : 
ß — *> ß — ß — f*> ß — v, 

y — *> y — K r—p> 

©* — x, 6 — X t d — fi t S — v, . . . 

U. 8. W. 

ist offenbar mn y und nach einem bekannten Satze von den Glei- 
chungen ist also die Grösse 

das letzte Glied der Gleichung des (ww)ten Grades, deren Wurzeln 
die obigen Differenzen sind, so dass es also, um die Grösse 2 aus 
den Coefficienten der beiden Gleichungen 

. /(*) = 0, F(a-) = 0 

zu bilden, bloss auf die Bildung des letzten Gliedes der in Rede 
stellenden Gleichung des (mn)tcn Grades aus den Coefficienten der 
beiden gegebenen Gleichungen 

/(*) = 0, F(*) = 0 

ankommt. 

Setzen wir nun der Kürze wegen, indem t eine positive ganze 
Zahl bezeichnet, 

te» 4- #-r- , 

Sj= 4- X* ' + |n» '-f- v* . . , . 

und 

*-{ß-*y+{ß-w+<ß-rt+<ß-*y+ .... 

-Mr— »Hfr-^Xr-rt'Xr-'H 

-+- {ö — x)« -*-((?— A)* •+-(<? — -f-(cT — y)'H- 
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so ist, wie man leicht mittelst Entwickelung nach dem binomischen 
Lehrsatze für positive ganze Exponenten findet, 

2 t = ..).#• 

♦ (*-*+ß^*+r*-* 4-...) (**-M\-t- + 

u. s. w. 

-f- (- 1)^-1 . y (a -f- /? -f- r -4- . . . ) (**-t 4- V~l -h + . . .) 

-f- (— 1)« • #4- pH- . . .), 

und folglich, weil 

* D == a° -h ß° ■+- y° -4- «J* 4- . • . = m t 
S 0 = x° -t-ft° -+-v° . . . = n 

ist, ' - 

■5,'= *,Ä 0 j- *i-\S t -f- ~ ^ *i—2&t — • • • - 

....-*-( — l) 1-1 . y -h ( — 1)' • 

Die Grössen 

s Q =m und Ä 0 =,/* 

sind bekannt. 

Zur Bildung der Grössen 

« ■ < 

*I> *3> *»> *4) 

aus den Cocfficienten der Gleichung 

/(*) = 0 

hat man nach den Formeln des aus der Theorie der Gleichungen 
bekannten Newton'schen Satzes die folgenden Gleichungen: 

' ' ' 0 = ,,+*, 

0 = *,+^ + ^, -f. 3c, 

/ u. s. w. 

0 = * m -f- -f- Ä# OT _ 2 C# /fl _ 3 ~H . . . J -f- /»y, 

0 = -f- Mm + 6Mm^i -f- c#„_ 3 + . . . /,# t -i- qg , , 

0 = -+- flr*»H-2 ■+- 6#*m + CS m •+-... -f. f#„ 

U. 8. W. . >. 

oder 
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II. S. W. 

*m = — a* m —\ — 2 — C*a*—t — * • • « — — «»7, 

*«H-i = — — £*m-l — CJ,»_2 — • • • — V 8 * — 9*1 » 
*«+2 = — ~ btfn — — . . . — pg t — ^# 3 , 

*«+3 = — «**H-2 ~ t>Sm+i ~~~ C*n • • • P*4 9**> 

U. 8. W. 

uod eben so hat man zur Bildung der Grössen 

^1» ^2» S>i &41 

aus den CoefiQcienten der Gleichung 

l\a;) = 0 

die folgenden Gleichungen: 
..0 = 4,-1-4 
0=z$ 9 + AS l +2B i 

0 = S. 4- ^Ä, + BS % 4- C», -§- AD, 

U. S. W. • 

0 = 4- Ä$W_ 2 -h Cy„_, -f- . . . -|- PS, 4- » 0, 

0 = S^ 4- ^ BS^ 4- CS„—2 +...-f^ 1 +^ I 
0 = # H -2 4-^«+i4-ÄS n 4- tifir_i4- . . . 4- 0^, 

0 = Är w+l - r -^ 1 y Ä+2 4- 4- 4- .. .4-/^*4- 

• U. 8. W. 

oder 

S l= = — A, . » . 

ä, == — — ää, — 3C, 

8*=: — AS t —BS*— 08,-10, 

U. 8. W. 

Äj» = — AS„—i — BS n —2 — CS n —2 — ... — , — M 
#H4= - ^» - ^„_! — C»^_ 2 — — JPS % — #Ä' „ 
**+2 = - ^«+1 - BS n - CS H ^ - ... - PS, - 0ff„ 

S^ = -AS M -BS^- CS n -. . . . -/tf 4 - 

U. 8. W. 

woraus zugleich erhellet, dass 

*o> *i> *a> *i> *♦> 



lauter gooze rationale algebraische Functionen von 

«, 0, c> 4 • . « Pi 

< 

und eben so 

^o» ^l» &9i ^4» • • • • 

lauter ganze rationale algebraische Functionen von 
sind. 

Hat man auf diese Weise 

*o> *u *»> *»> • • • ** 

und 

S oi V|| Ä„ . . . 
respective aus den Coefficienteh der Gleichungen 

/(^c) = 0 und /1[^) = 0 

Sebildet, so kann man mittelst des oben für -5", gefundenen Aus- 
rucks auch diese Grösse aus den Coefficienten der beiden in Rede 
stehenden gegebenen Gleichungen bilden, woraus zugleich mit völ- 
liger Deutlichkeit erhellet, dass auch 2i jederzeit eine ganze ra- 
tionale algebraische Function der Coefficienten der beiden Glei- 
chungen 

/(^) = 0, F[a:) = 0 ' 

ist " 

Bezeichnen wir jetzt die Gleichung des (////*) ten Grades, de- 
ren Wurzeln 

. i 

a — x, a — a — u — v, . . . .; 
ß-^x, ß — X, /* — f*, /J — v % 

r— *i r— / — a*» f— — ; 

<7 — x, o* — <J — j«*, <J — y, ; 

u. s. w. 

sind, im Allgemeinen durch 

&>»» 4- 2L^"-i -f- l&j?™--* 4- . . . + "p-r -f- JD = 0, 
wo die Coefficienten 

21 93, 6, 2), . . . % G 

unbekannte Grössen sind; so hat man nach dem Newton'schen 
Satze bekanntlich die folgenden Gleichungen: 

0=2,4-82,4-233, 
0=2, 4- 312,4-332, 4- 3 <£. 

U. 8. W. 

( 0 = Z Mn -f- 5^„-i 4- 232 OTn ^4- . . . 4- $2, 4- 
oder 
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I 

S = -j(2tS,+^), 

o. «. w. 



mittelst welcher sieb also die Coefficienten 

8, », C, 2>, . . . fc Ö 

aus den Summen 

-^a> — 4 , • • • ~mn 

bilden lassen» und woraus zugleich erhellet, dass 

8, », . . . 0 

lauter ganze rationale algebraische Functionen der in Bede stehen* 
den Summen sind. Da man nun aber nach dem Obigen die 
Sammen 



V V V V V 
— ii ***a» •**!» ■* w 45 • • • « 



aus den Coefficienten der Gleichungen 

/(*:)= 0, F(*) = 0 
bilden kann, wobei zugleich aus dem Obigen bekannt ist, dass 

^i» — ») -2,, --4» • • • —«» 

» « 

lauter ganze rationale algebraische Functionen der Coefficienten 
der beiden in Rede stehenden Gleichungen sind; so kann man auch 
die Coefficienten # , 

• • » 

8, ©, <S, 2), . . . % C 

aus den Coefficienten der beiden Gleichungen 

/(.r) = 0, /\.r) = 0 

bilden, und 

8, 8» €, £>, . . . % -Q 



■ • * 



sind lauter ganze rationale algebraische Functionen der Coefficicn- 
teu der beiden in Rede stehenden Gleichungen. 
Nach dem Obigen ist nun 

(-l)~.2:=ö 

oder 



Also kann man nach den aus dem Vorhergehenden sich unmittelbar 
ergebenden Regeln auch die Grösse folglich auch die durch die 
£ltminaüon Ton x aus den beiden gegebenen Gleichungen 

/(*)=0, F(ar)=zO 

resultirend'e Gleichung 2 = 0 aus den Coefficienten dieser beiden 
Gleichungen bilden, und zugleich ist klar, dass die Grösse 2 jederzeit 
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eine ganze rationule algebraische Function der in Rede stehenden 
Coefficienten ist. 

Die Gleichung 2 = 0 kann aber auch noch auf folgende Art 
aus den Coefiicienten der beiden gegebenen Gleichungen 

gebildet werden. Es ist offenbar 

2=*\a) F\ß) F\ r ) F(d)... . 

und 

2 = (- l)™/(x) f{X) f(ii) f(v) . . . 
also, wenn wir die erste dieser beiden Gleichungen gebrauchen, 
2 = (a» -f- ^fa*-i -r- Äa«-2 -f- . . . -+- Pa Q) 

X (/*» -f- Ap-i Bß—* -+- . . . -t- Pß -f- Q) 
X(r + Ay»-i + ß r n-2+ . . . -f-/V-f-Ö) 

X ....... . 

Da nun das Product auf der rechten Seite des Gleichheits- 
zeichens offenbar eine symmetrische Function der Wurzeln der 
Gleichung 

• /(*) = <> 

ist; so reducirt sich augenscheinlich die Bildung der Grösse 2 auf 
die Auflösung der schon vielfach behandelten Aufgabe: 

Jede symmetrische Function der Wurzeln einer 
Gleichung durch die Coefficienten dieser Gleichung 
auszudrücken, ohne die Wurzeln selbst zu kennen. 

Nach dem zweiten der beiden oben angegebenen Ausdrücke 
von 2 ist 

2 = (— 1 )«» (x* «x«- 1 ■+■ £x*-2 ■+- • . . -T- V* + 9) 
X (* m -f- aX m ~i -+- 6X*»-* . . .-\- p X-\-q) 
X {p m •+- afi m - 1 -f- l/fi^- 2 -f- . . . -t-pf*-{~ q) 
X (*■ av"- 1 -4- ^- 2 + + 

X 

wo die Grösse auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens eine 
symmetrische Function der Wurzeln der Gleichung 

ist, und also nach der in Rede stehenden Aufgabe auch durch die 
Coefficienten dieser Gleichung ausgedrückt werden kann, ohne die 
Wurzeln selbst zu kennen. 

Mittelst des Vorhergehenden lässt sich auch leicht der Grad 
beurtheilen, bis zu welchem die ganze rationale algebraische Func- 
tion - der Coefficienten 

a, 6, c y . . . p y q\ J, ß, C, . . . P f Q . . 
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■ 

der beiden Gleichungen 

welche in Bezug auf x respective vom «»ten und vom »ten Grade 
sind, in Bezug auf jeden der in Rede stehenden CoefCcienten steigt. 
Nach dem Obigen ist nämlich 

X (ß* -H 4*— 1 + Bß—2 -f- . . . + J$ -f- Q) 

x + ^r- 1 + + ...+/>+ ö) 

X -f- Ad»-* + Bö»-* -f- . . . -f-7tf-f- 0) 

• X 

und weil nun die m Wurzeln 

°) ßi y> • • • • 

der Gleichung /(ar) = 0 natürlich bloss von den Coefficienten die- 
ser Gleichung, d. i. von 

et, 6, c 9 . . . p % q 

abhängen, so ist 2 in Bezug auf jeden der Coefficienten 

A> B % C, . . P, Q 

offenbar vom «rten Grade. Ganz eben so ergiebt sich aus der 
Gleichung 

Z=(— (x«" -f- «x««-i -f. £x«*-2 -f- . . . -j- ^ x -h 

X (i" m -+- a{i m ~^ -f- bp™-* -+- . . . -4-^ -f- q) 
' • X (►"■ -t- «v™- 1 + iv»- 2 -4- . . . H- //» H- y) 

X • • • • • 

ilass 2" in Bezug auf jeden der Coefficienten 

0, 6, 4, ? 

vom »ten Grade ist. 

§. 5. 

* 

Im vorigen Paragraphen haben wir das Eliminationsproblem 
auf die Aufgabe: 

Jede symmetrische Function der Wurzeln einer 
Gleichung durch die Coefficienten der Gleichung aus- 
zudrücken, ohne die Wurzeln selbst zu kennen; 
reducirt, und wollen daher hier die schöne von Cauchy in seinen 
Exercices de Mathe'matiques. 4« annee. p. 10$ gegebene 
Auflösung dieses Problems, welche nicht so allgemein, wie sie es 
verdient, bekannt zu sein scheint, einschalten. 

Diese Auflösung beruhet vorzüglich auf den beiden in den 
zwei folgenden Paragraphen bewiesenen Lehrsätzen. 

*. 6. 

Lehrsatz. Wenn man die Grösse 

Jx* -+- Är»-i -r- Ca?*-* -+•,.. 4- Mac ■+- A\ 
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wo n eine positive ganze Zahl bezeichnet, mit ^tr-f-o 
dividirt; so ist der übrig bleibende Rest jederzeit eine 
von v unabhängige Grösse, welche man erhält, wenn 
man iu dem Dividendos 

Ax n Bx n ~ l -f- Cx»-*-h . . . -h Mx-t-N 

für x die Grösse — a setzt» nämlich die Grösse 

A{— <*)" + B{— «) n " 1 + C{— «)"~ 2 «) -|- iV. 

Beweis. Der bei der Division von 

Ax* Cr »-2 -f- . . . -f- Mas + N 
durch x-\-a hervorgehende Quotient sei 

A'x»-* -h ß'x*-* •+- -f- . . . -f- £';r H- Jf 

und der übrig bleibende Rest, welcher, da der Divisor eine ganze 
rationale algebraische Function des ersten Grades von x ist, offen- 
bar eine eben solche Function des nullten Grades von x t d. i. eine 
von x unabhängige oder eine constante Grösse ist, sei /l; so ist 
nach der Natur der Division 

Ax n -f- ßx"~i -+- Cx»-z -f- . . . H- Mx N 

= (x + a) (J'x»-i-h B'x"-*+ C'x*-*-+- . . . -{-L'x-h M')-\- R, 

d. i. . , 
Jx n -+■ Bx*-* -f- Cx n ~ 2 -h . . . -+- iWlzr -+- A* 

Weil diese Gleichung für jedes x gilt, so hat man nach einem 
bekannten Satze die folgenden Gleichungen: 

.A. Ai , 

B=zß' + A'a t 

C—C'+B'*, 

u. s. w. 

^ßf=]W + L'a, 

A=zB + M'a; 

nnd folglich, wie man leicht findet, 

yt=A, 

B' = ß — Aa, 

C— C—Ba + Aa*, 

D'=D— Ca-t-Ba 2 —Aa*y 

u. s, w. 

M'= M— La-\-Ka z — Ja* -h . . . + ^« n ~ 1 . (— l) n ~\ 
B! = X—Ma -f- — AV ~hJa* — ...— Aa» . (— 
oder 

B — N—Ma + La* — Aa' ~{~Ja K — hAa».{— 1)*. 
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Also ist offenbar 

Ä = A{— a)n +■ B{~ + C(— + . . . ^ M {— a) -f- J, 
wie bewiesen werden sollte. 

• • » * 

§•7. 

> 

Lehrsatz. Die » Wurzeln der Gleichung 

1 . ac n -\- Ax*-^ H- Bx"~* + . • • -+- + 0, 

deren Coefficienten reelle oder imaginäre Grössen sein 
können, seien 

a 9 6, c, d, . . . #, k$ 

wobei wir zugleich annehmen Wollen, dass diese Wur- 
zeln sammtlich unter einander ungleich sind. W sei 

eine beliebige Function der Wurzeln 

« 

«, b } r. . </ } . . . 0, 

So wie diese Wurzeln offenbar Functionen der Coeffi- 
cienten der Gleichung t. sind: so kann man sich natür-, 
lieh auch W durch diese Coefficienten ausgedrückt 
denken. Der durch die Coefficienten der Gleichung 1. 
ausgedrückte Werth von W sei S2. Nun wollen wir an- 
nehmen, dass man durch irgend ein Mittel die Function 
JFauf die Form 

A x a m -f- C x a m ~~ ■+-...+ U x a -+- F t 

gebracht habe, so dass die Coefficienten 

A X y B lf C l9 , . . U lf V x 

sammtlich durch die Coefficienten 

A, B % C x . . JLy N 

ansgedrückt sind. Bleibt dann die Gleichung 

2. A x a m -+- B.atn-i -f. C iö m-2 + . . . 4- U x a F, = £ 

jederzeit richtig, wenn man für a irgend eine der Wur- 
zeln &> c, äy . . . i, k setzt; so wird bei der Division der 
Grösse 

durch die Grösse 

a» Aa n ~i -+- -+-...-+- La A r , 

indem man nämlich diese beiden Grössen als Functio- 
nen von a betrachtet, ein von a unabhängiger Rest 
übrig bleiben, welcher der durch die Coefficienten der 
Gleichung 1. ausgedrückte Werth Si der Function FFist. 
Beweis. Der bei der Division von 

A^-t-Ii, -+- C , je"-* H -f-^i^-f-F, 

durch 

je" -+- Asc"- 1 -+- Bx*—- + Lx -+• N 

übrig bleibende Rest hat im Allgemeinen die Form 



ax n ~ x -+- ßa?"* 2 -h y&*—* + b + 

so dnss also, wenn wir den bei dieser Division sieb ergebenden 
Quotienten durch Q bezeichnen, für jedes r 

3. A x ac m -f- -f- C, ac m -i -+- ... -4- tf^-t-F, 

z={a; n -\-Aa:*-l-\-Bx; n -*-\-. . . La; -\- N)Q 

+ /?^«-2 -|- y^»-» -h /* 

. « * * * 

ist. Nach der Voraussetzung ist nun 

A , -|- Ä , + C, -+- . . . -f- U x b + F, = £, 
^.c» -I- -h -I- . . . -f- U x c -+- F, =i2, 

u. s. w. 

A x k" +£^-1 4- C t #—*+ . . . H- tf,* -t-F, = £ 

und 

ä» + ^««-i + Äa«-2 -|- . . . H- //« -f- jV= 0, 
6* -f- ^^-1 Bb»~* -\- . . Lb -4-^=0, 

-H ^c"- 1 + /?e»- 2 H- . . . -+-iV=0, 

• • • . . 

u. s. w. t 

Je« -+- AA»-i -+- Bk»-* H- . . . -f-ZXr + iV=0. 

Folglich ist wegen der für jedes x geltenden Gleichung 3. 

a«n-i ß a »-z -f- ^a«-3 . . . -f- -f. ^ = J2, 

u. s. w. 

a ^.»-l ^«-4 ^- 4- . . . -4- Xk + f* == ß, 

und die Gleichung 

«.2T"-i + ßx n -* -h y^r«-3 -f- . . , -|- kr -|- fi = ß 

oder 

da*-* ßx n ~r -h yx n ~* -+- . . . -f- kr -H /i* — J2 = 0 

des (» — l)sten Grades hat folglich die n unter einander ungleichen 
Wurzeln 

«, c, tl, . . . i, 
welches offenbar nur dann der Fall sein kann, wenn 

« = 0, /? = 0, y = 0, . ..* = 0, — S2=z0 

* 

ist. Aus der letzten dieser Gleichungen folgt (i=z£, und es ist 
also offenbar für jedes a; 

«.r»-i -4- ßa*r9 -f- y.r"->+ 
d. h. der bei der Division von 

durch 
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bleibende Rest ist eine von x unabhängige Grösse und der oben 
durch S2 bezeichneten Grösse gleich. Daher ist natürlich auch der 
bei der Division von 

* * ■ 

durch 

bleibende Rest eine von a unabhängige Grösse und der oben durch 
ß bezeichneten Grösse gleich, welches bewiesen werden sollte. 

» - - - " 

*. 8. 

Wir wollen nun die Anwendung der in den beiden vorher- 
gebenden Paragraphen bewiesenen Sätze auf die Gleichungen der 
verschiedenen Grade zeigen. 

Zuerst sei die Gleichung des zweiten Grades 

deren Coefficienten wie immer bei dieser Untersuchung beliebige 
reelle oder imaginäre Grössen sein können, gegeben. Die beiden 
unter einander ungleichen Wurzeln dieser Gleichung seien a, b\ 
so ist nach einem bekannten Satze von den Gleichungen 

und folglich ..... 

b = — A — a. 

Wenn nun /(«, b) eine ganze rationale symmetrische Function 
der beiden Wurzeln a und b ist; so wird man, wenn man 

b=—A—a 

setzt, diese Function immer leicht auf die Form 

^«" + ^,««^1+ . . . -f- ü x a + V x 

bringen, und also 

h /(«. — A — a) 

= A x a^^B x a^-hC x a^^. . . . -f- U v a + V x 

setzen können. Weil aber nach der Voraussetzung /(«, b) eine 
symmetrische Function von.« und b ist, so ist nach dem allgemei- 
nen Begriffe der symmetrischen Functionen offenbar 

/(*, b) =f(b, a) =f(b, -A-b) 

= A l b*» + B x b'»-i+C l b>»-'>+... + U l b + V l . 

Bezeichnet also wie in §. 7. das Symbol Si den durch die 
Coefficienten der gegebenen Gleichung ausgedrückten Werth von 
f{a, 6); so ist klar, dass die Gleichung 

' A x a m H- -f- C,«"- 2-f- . . -h U x a + V x =S2 

auch gilt, wenn ^nan b für a setzt. Um also J2 zu finden, wird 
man nach §. 7. mit der Grösse 

a 2 -hAa + B 

TheU II. 24 
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in die Grösse 

dividiren und den übrig bleibenden Rest bemerken, welcher der 
durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung ausgedrückte 
Werth von f(r*, b), d. i. die Grösse Si, sein wird. 

betrachtet man /(«, b) als Function von b und dividirt mit 

b -l- a ~\r^4 

in dieselbe hinein; so ist nach §. 6. der übrig bleibende Rest der 
Werth der Function /(a, b) s welchen dieselbe erhält, wenn man 

b — — A — a 

setzt, d. i. 

f(a, -A-a) 

oder die Grösse 

A x a m -f- B x a^ -f- C^»«-* -f. ... -f. l/ t a^f l9 

und man kann also» um die Function /V, //) durch die Coefficien« 
ten der gegebenen Gleichung auszudrücken oder die Grösse S2 zu 
finden, ouch auf folgende Art verfuhren: 

Man betrachte f{a 9 b) als Function von b, dividire in die- 
selbe mit • • 

b + a + A , 

hinein, bemerke den Rest, und dividire in denselben, als Function 
von a betrachtet, mit 



hinein; so ist der bei dieser Division übrig bleibende Rest der ge- 
suchte durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung ausge- 
drückte Werth von /(ar, b). 
Setzt man 

F(&) =r a: % Aar B 
und . 

*Xrf- x — a ' 
so ist, wie man leicht findet, 

F^^x + v + A, 

und folglich 

F x (b) = b-ha+A. 

Daher lässt sich die obige Regel zur Berechnung des gesuchten, 
durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung ausgedrückten 
Werths von /(*, b) auch auf folgenden Ausdruck bringen : 
Man setze 

F(x) = ** + A*+B > V 
und • 
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Nun divi.lirr nmii 10 /T*, i) j als Function T»0 £ betrach- 
tet, mit J^xity hinein, bemerke den Rest, und dividire in 
denselben, als Funcfitju von « befrachtet, mit l\a\ hin- 
ein; so ist der bei dieser Division übrig bleibende Rest, 
der gesuchte» durch die üCoieff ioienien der gegebenen 
Gleichung ausgedrückte Werth von /(», Ii). 

• >••'! •' ' ' i- . » * :• • :>7f • ».' -.i 

Fs sei ferner die Gleichung des dritten Grades 

gegeben. Die drei Wurzeln dieser Gleichung, die auch hier wie- 
der als unter einander ungleich angenommen werden, seien a, £, 

oder * . 

•*« .C ras— «* — Aa* — ä». 
Also ist . ,i 

4- -Ar« ■+■ tf= — «' •+- A* % — **) + — ") 

und h. c sind folglich offenbar die Wurzeln der quadratischen 
Gleichung 



-f- {a -f- A)x -f- -f- Ja -f- ^ = 0. 



Ist nun y (V/, £, c) eine ganze rationale symmetrische Function von 
a, £, r; so kann man dieselbe zuerst bloss als eine gapze ratio- 
nale symmetrische Function von h und c betrachten, und nacb 
§. 8. durch die Coefiicienten der verbergehenden Gleichung, des 
zweiten Grades ausdrücken. Dadurch wird offenbar /(<?, 6, c) als 
eine ganze rationale Function von o dargestellt. Dividirt man nun 
in diesen Ausdruck von f{a, ö, c), als Function von a betrachtet, 
mit . r 

hinein; so ist der bei dieser Division übrig bleibende Rest der 
durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung des dritten Gra- 
des ausgedrückte Werth von f(a\ 6, c), welcher gesucht würde, 
wie aus dem in §. 7. bewiesenen Satze unmittelbar folgt. 
Nach §. 8. hat man also auf folgende Art zu verfahren: 
Man setze i »• 

und • . m Iii \. 




Division bleibende Rest der als eine Function von a dargestellte 

24* 
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Werth der Function f{a, 6, c), Dividirt man dud in diesen Rest 

mit ' 

a*+Aa*-\-Ba-\-C ' 

hinein, so ist der bei dieser Division bleibende Rest der dnrch die 
Coeflicienten der gegebenen Gleiehung des dritten Grades ausge- 
drückte Werth von /(«, £, c), welcher gesucht wurde. 

Bemerkt man nun aber, dass nach dem Obigen die Function 
F t (a:) erhalten wird, wenn man 



! 



i -f. Aa* + Ba-h C 



x % -4- Aa: 3 



subtrahirt, in den Rest mit ae — a dividirt und den Quotienten be- 
merkt; so kann man die obige Regel offenbar auch auf den fol- 
genden Ausdruck bringen: 
Man setze 

= a:* -h An* Bx C 

und 

• ' '•*• ■ ^ w=^eT. 

Nun dividire man in f[a, l, c), als Function von c be- 
trachtet, mit F 2 {c) hinein, bemerke den Rest, dividire 
in denselben, als Function von // betrachtet, mit F^b) 
hinein, bemerke wieder den liest, und dividire in den- 
selben, als Function 1 von a betrachtet, mit F{a) hinein; 
so ist der bei dieser Division bleibende Rest der ge- 
suchte durch die Coefficienten der gegebenen Glei- 
chung ausgedrückte Werth von f(a, 6, c). 

• I . • 'l 4. . • 

§. 10. 

Man habe jetzt die Gleichung des vierten Grades 
. ar* -+- Ax 1 H- Bx 7 + Cx H- /? = 0, 

* * • • * ' 

deren unter einander ungleiche Wurzeln a, b 9 c> d sein mögen; 
so ist - 

• s , • a*-t-Aa' + ßa*-l-Ca-i-D = 0 
oder 

D = -a*- Aa> - Ba 2 -Ca, 

und folglich 

x* -f- Ax* -f- Bx 2 -\- Cx + B 

= x A — a K -\-A(x l — o«) + B{x 2 — a 2 ) -+- C(x — - a) 

^{x^)\x t +(a+A)x 2 +(a*+Aa+B)x+a i +Aa 2 +Ba-\-C\, 

so dass also 6, c> d olTeahar die Wurzeln der Gleichung des drit- 
ten Grades 



uigii 
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^f* -f- (« a -f-v/a 4- Ä).r -I- ä' -j-^« 3 -f- ÄÄ-f-C=0 

sind. Ist doo /(«, //, c, </) eine ganze rationale symmetrische 
Function von c, //; so kann man dieselbe zuerst bloss 1 als 

eine ganze rationale symmetrische Function von (>, e, d betrach- 
ten, und nach $. 9. durch die Coefticienteu der vorhergehenden 
Gleichung des dritten Grades ausdrücken. Dadurch erhält man 
/(«, c, d) als Function vod a uusgedrückt. Dividirt man nun 
in diesen Ausdruck mit 

' « 4 -f- Ja* -f- Ba* Ca + D 

hinein, so ist nach §. 7. der bei dieser Division übrig bleibende 
Rest der durch die Coefticientcn der gegebenen Gleichung ausge- 
drückte Werth der Function /(«, r/), welcher gesucht wurde. , 

Nach §. 9. hat man also auf folgende Art zu verfahren: 

Man setze 

F l (a:)—a:*^{a^J)x^(a i ^Aa-V-B)a:^a*'\-Aa^Ba-\-C 
und 



X — c 

Nun dividire man in f(a, 6, c, d), als Fuuctiou von d betrachtet, 
mit J'\{ä) hinein, bemerke den Rest, dividire in denselben, als 
Function von c betrachtet, mit F,{c) hinein, bemerke wieder den 
Rest, und dividire iu demselben, als Function von b betrachtet, mit 
/*,(£) hinein. Der bei dieser Division bleibende Rest ist der als 
Function voo a ausgedrückte Werth der Function f(a, 6, c, d). 
Diesen Rest dividire man durch 

« 4 -+- Ja* -+- Ba 2 -+- Ca -f- B t 

so ist der bei dieser Division übrig bleibeode Rest der durch die 
Coefticienteu der gegebenen Gleicbung des vierten Grades ausge- 
drückte Werth von /(«, ^, c> d), welcber gesucht wurde. 

Bemerkt man nun aber wieder, dass nach dem Obigen die 
Fuuctiou F x {x) erhalten wird, wenn man 

«* ■+■ Aa x -H Ba 9 -f- Ca -+- D 

von 

subtrahirt, in den Rest mit — a dividirt und den Quotienten be- 
merkt; so ist klar, dass man die obige Kegel auch auf den folgen- 
den Ausdruck bringen kann: 
Man setze 

z=x* -\- Joe* -f- Bjc* 4- Cx -+- D 

und 



Nun dividire man iu/(«, 6, c, d) f als Function von d be* 
truchtct, mit F t (d) hinein, bemerke den Rest, dividire 
in denselben, als Function von c betrachtet, mit /\{c\ 
hinein, bemerke den Rest, dividire in denselben, aU 
Function von b betrachtet, mit hinein, bemerke 

-wieder den Rest, und dividire in denselben, als Function 
von a betrachtet, mit F(a) hinein; so ist der bei dieser 
Division übrig bleibende Rest der gesuchte durch die 
Co effi bleuten der gegebenen Gleichung ausgedrückte 
Werth *on /(«, c, d). 

. •!• v »• J : , . •. ■. • i'.Si '•: ; • 

$.11. . ! 

Wie man auf dem im Vorhergehenden eingeschlagenen Wege 
immer weiter fortschreiten kann, liegt deutlich vor Augen, und 
wir werden also unmittelbar auf das folgende allgemeine sehr wich- 
tige Theorem geführt: 

Die Wurzeln der Gleichung 

x n -+- Ja?"-i Bat"-'* -f- Lx* -h N= 0 

seien a, c, dj . . . t, &°)> und f{a, 6, c, </,...*, ße) sei 
eine beliebige ganze rationale symmetrische Function 
der Wurzeln, welche, ohne die Wurzeln selbst zu ken- 
nen, durch die Coefficieuten der gegebenen Gleichung, 
die ganz beliebige reelle oder imaginäre Grossen 
sein können, ausgedrückt werden soll. Zu dem Bude 
setze man • •'"'* 

und . . 



I I. t". »1 . T ' I VI 



v *iW — -£=1 »-< 



• •• 



u. «. w. 



Nun dividire man tu /"(«, A, c, </,.../, /), als Function 
von & betrachtet, mit F n —\{k) hinein, bemerke den Rest, 
dividire in denselben, als Function von * betrachtet, 
mit F„- 2 {*) hinein, bemerke den Rest, dividire in densel- 
ben, als Function von ti betrachtet, mit P H -%{h) hinein, 



°) Nach dem Vorhergebenden müsste eigentlich 'angenommen werden, 
dass diese Wurzeln säinwtlich unter einander ungleich sind. Dass es 
aber nicht nöthig ist, diese Einschränkung zu machen, wird gleich 
nachher gezeigt werden. 
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u. s. w. , und setze dieses Verfahren so lange fort, bis 
man einen Rest, als Function von b betrachtet, durch 
und endlich den hei dieser Division bleiben- 
den Rest, als Function von a betrachtet, durch F(a) 
dividirt hat; so ist der bei dieser letzten Division 
bleibende Rest der gesuchte durch die Coefficien- 
ten der gegebenen Gleichung ausgedrückte Werth von 
/(«, b, c, </, . . . t, Xr). 

Nach dem Obigen würde dieser Satz eigentlich noch der Be- 
dingung zu unterwerfen sein, dass die Wurzeln der gegebenen 
Gleichung sämmtlich unter einander ungleich sein müssen. Indess 
erhellet durch das folgende einfache Raisonnement sogleich, dass 
dies nicht not big ist, und unser Satz also auch dann noch gültig 
bleibt, wenn unter deu Wurzeln a, b s c, </,... #, k der gegebenen 
Gleichung beliebig viele einander gleiche vorkommen. Bezeichnet 
nämlich, die Wurzeln als sämmtlich unter einander ungleich ange- 
nommen, wie schon früher, Si den durch die Coefticienten der ge- 
gebenen Gleichung ausgedrückten Werth der ganzen rationalen 
symmetrischen Function f(a y b, c, //,... #', £); so ist 

und aus der oben gelehrten Bestimmungsweise von £ erhellet un- 
mittelbar, dass unter den gemachten Voraussetzungen Si immer eine 
ganze rationale algebraische Function der Coefficienten B, C, 
/>,.../>, N ist. Die Gleichung 

/(«, b, C ,.^.,.^^ = JQ / 

bleibt nach dem Obigen richtig, wenn nur alle Wurzeln der gege- 
benen Gleichung unter einander ungleich sind, wie klein auch 
sonst die absoluten Werthe ihrer Unterschiede sein mögen. Nun 
kann man sich aber offenbar vorstellen, dass sich die Coeffi- 
cienten ji, B, Z/, A T der gegebenen Gleichung auf eine 
solche Weise stetig ändern, dass eine oder mehrere Differenzen 
zweier Wurzeln der gegebenen Gleichung sich fortwährend und 
bis zu jedem beliebigen Grade der Null nähern. Unter dieser Vor- 
aussetzung hört die Gleichung 

nie auf gültig zu sein, und wird also offenbar auch dann noch 
gültig bleiben, wenn die gedachten Differenzen ihre Gränze Null 
wirklich erreichen, oder, was dasselbe ist, wenn zwei oder mehrere 
Wurzeln der gegebenen Gleichung einander gleich werden. 

§• »*. * • -: ' 

Von dem im vorigen Paragraphen bewiesenen Theoreme wol- 
len wir nun zu dessen näherer Erläuterung einige Anwendungen 
machen. 

Zuerst sei die Gleichung des dritten Grades 

deren Wurzelt», wie oben, durch u, b, c bezeichnet werden sollen, 
gegeben. Man soll die ganze rationale symmetrische Function 

fV= b*c -4- bc- c*a H- ca 2 -+- att 
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der Wurzeln «r, b, c durch .die Coefficienten der gegebenen Glei- 
chung ausdrücken. 

fn diesem Falle ist 

und folglich 

JF\a:) — F(a) — — a* B(x — «). 

Also ist 

und folglich 

/\(*) - F t (b) == - £), 

also 

^»(*>= — ir=n> — 

Da nun 

i 

F s (c) = c + H« 

ist, so muss man mit 

• ■ ■• 

c -\- // -f - a 

in U . als Function von c betrachtet, d. i. in 

a)c* -f- (£> + -f- «ä» -h 
dividiren und den Rest bemerken. Der bleibende Rest ist aber 

Dividirt man in denselben, als Function von b betrachtet, mit 

F x (b) = b* ab -f- a l -+- B 
hinein und bemerkt den Rest; so erhält man als Rest 

— 3a» — 2Ba. 

Dividirt man endlich in diesen Rest , als Function von a betrach- 
tet, mit 

F(a) = a* -\~ Ba-\- C 

hinein und bemerkt wieder den Rest, so erhält man als Rest 3C. 
Dieser Rest ist der gesuchte Werth der gegebenen symmetrischen 
Function, und es ist also 

b 2 c-\-bc 2 -+-c 2 a-t-ca 2 -+- a*b -f- ab* = 3C. 

§. 13. 

Die gegebene Gleichung sei 

sc* -H Bar* Ca: -+- D = 0, 

und v 

W=(a~\-b) (a + c) + (Ä-hc) {b-+-d) (c-\-d) 

sei die gegebene ganze rationale symmetrische Function ihrer 
Wurzeln a } b y c, d\ so ist 

■ 

. i 

i < • 

■ 
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■ 

F\x) = -f- Bar* -h Cx -+■ D, 

und folglich 

f\a:) - F(a) = x* _ «« -+- B(x* C{x- a), 

also • " v • ; 

F t (x) = ^Za^ == + + fr' + -f-Ä*-f-C. 
Daher ist 

^(ar) — F x (b) = a?" — b* -+- «(.r* — £* ) + («*-+- /?) (a- — £), 
folglich 

F a (*) = fi^£|iia = + ( ^ + * ) x + ** + ab fl . + ^ 

also ' , 

F % (x) - 9 JA = x* — c*-\-(b-\-a) (x — c), 

und daher 

= ^^——^ =z x -\- c -\- b -\- a. 

x — c 

Die fernere Rechnung kann man sich aber in diesem Fälle auf fol- 
gende Art sehr erleichtern. Nach einem bekannteu Satze ist nämlich 

a -f- £ -f- c -f- dz= 0, 

oder 

d= — a — b — c. 

Also ist 

a -f- tl=. — (b -+- c), 

b -+- </= — (« -f- c), ; 

c-h «*= — (« -f- £), 

uüd folglich 

W=i-\{a + b) (a + c) (6 + *)l'> 
wo man nun statt W die einfachere symmetrische Function 

entwickeln kann , aus der sich dann nach dem Vorhergehenden W 
leicht ergiebt. Entwickelt man W v nach den Potenzen von c\ so 
erhält man . 

W x = (b a)c* (b -+- «) V 4- -h *pJL 

Dividirt man mit 

F, (</) = </ -+- c -+- £ -f- a 

in W l9 als Function von d betrachtet, hinein, so ist der Kcst 
offenbar 

(b -f- a)c % •+•(£-!- a)*c «+- «£ a + <**b. 
Dividjrt man in diese Grösse, als Function von c betrachtet, mit 



hinein, so bleibt als Rest « - 

i — — — «> — 

Dividirt man ferner in diese Grösse, als Function von b betrach- 
tet, mit 

hinein, so bleibt als Rest + C. Dividirt man in diesen Rest, als 
Function von a betrachtet, mit 

F(ä) =± a* -+- Ba % -f- Ca -\- D 
hinein, so bleibt natürlich + C als Rest, und es ist folglich 

(a + 6) (a + c) (S, + c)=C. 
Also ist nach dem Obigen 

(a-\-6) (a + c) (a-\-d) (*'+<?) (*-t- d) (c+-d)=z— C*. 
Aehnliche Vereinfachungen der Rechnung bieten sich öfters dar. 

Die gegebene Gleichung sei die quadratische Gleichung 

und 

W=z{a — 6y 

sei die gegebene ganze rationale symmetrische Function ihrer Wur- 
zeln a und welche durch ihre Coefficienten ausgedrückt werden 
soll. Es ist in diesem Falle 

F(a?) = Am B, 

und folglich , • : * 

F\x) — F\a) = a:* — a % A{* — «), 

also 

• r - # .27 — /£ « 

Entwickelt man nach Potenzen von ä, so erhält man 
^ ; IT=^ — %ah-\-a>. . , ' 

In diese Grösse, als Function von £ betrachtet, muss man mit 

F,(i) = Ä + « + J : 
dividiren, und den Rest bemerken. Der bleibende Rest ist 

in welchen, als Function von a betrachtet, man nun mit 

F(a) = a % -f- Aa -f- B 

dividiren und wieder den Rest bemerken muss. Der bleibende Rest 
ist aber 

. . i «... .. .'■ i4* — 4#*t . .'u 
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und folglich ' .✓;«■•* 

Die Richtigkeit diese» Resultats kann mao auf folgende Art leicht 
prüfen. Bekanntlich ist 

* + l,= -A i 

und, weil a eioe Wurzel der gegebenen quadratischen Gleichung 
ist, so ist 

Da nun . \, • • 4 * . • • ;'. 

£ = — a — A 

ist, so ist 

W= {a - by = (2a -+- jy = A* -f- -f- Aa\ : 



. \ ■ » « 



und folglich, weil 

a* -\- Aa = — B 

ist, » ^ Vl 

* 7 7 : . . Iii ' i • »| . 

wie vorher gefunden wurde. 

Die gegebene Gleichung sei die vollständige cubische Gleichung 

jc % -f- Ax" 1 -f- Ba?-\r C= 0, 

BH«1 die durch deren Coefficienten auszudrückende ganze rationale 
symmetrische Function ihrer Wurzeln «, c sei 

Um in diesem und in ähnlichen Fällen die symmetrische Func- 
tion IV bloss durch « und die Coefficienten der gegebenen Glei- 
chung auszudrücken, so dass nämlich die Wurzeln c aus dem 
obigen Ausdrucke von W eliminirt werden, kann man auch auf 
folgende Art verfahren. Da a eine Wurzel der gegebeneu Glei- 
chung ist, so ist 

•» ~r- Ja* -+■ Ba + C^=0. 
Folglich ist für jedes a: 

jp* -+- ^/jr* -h /?.r -fr C 
,3=3 oc « — <r " + ^(a? * — ) -f- — «) 
.5= (.r — «) | .r* -f- (« -f- A)x a s A a -f- j . 
Nun ist aber bekanntlich 

x % -+- Aac* -+- Rx-\- C=(a: — a) (ac — h) (a: — c). 
Folglich ist für jedes x 

(o? — ä) (,r — c) = .r a -f- (a -f- ^)ar + o , + Jo+/?, 
und daher für x^zm 
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Also ist 

W=(& — c)* (3a* •+- 2Aa B). 
Da nuo ferner c die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

X % -+- (<* -f- A)x -+- *' -f- ^« + B = 0 
sind, so ist nach dem vorigen Paragraphen 

{b — c)* = (a -f- A) % — 4(a* -f- Aa -f- B) 
= — (3a» H- — ^* -+- AB). 
Kotwickelt man W nach Potenzen von a und dividirt dann mit 

- a* -\-Aa % -\-Ba-±- C 

hinein, so ist der bei dieser Division übrig bleibende Rest der ge- 
suchte AVorth V on \\ . Nach gehöriger Rechnung crgiebt sich 

ia—by (a—cy {b— C y=zA*B*—\A*C—\B*— i £lC i +A&ABC. 

Für*^f = 0 ist 

(a— Oy (a-c)* {6 — c)» = -4Z?* — 27C\ 

welcher Werth unserer symmetrischen Function einer cubiscben 
Gleichung entspricht, in welcher das zweite Glied fehlt. 

■ 

§. t6. 

Das Product der Quadrate aller Differenzen je zweier Wurzeln 
einer gegebenen Gleichung ist, wie leicht erhellet, immer eine 
ganze rutionale symmetrische Function der Wurzeln der gegebe- 
nen Gleichung uud kann daher nach den obigen Regeln immer 
durch die CoefQcicnten der gegebenen Gleichung ausgedrückt wer- 
den, ohne die Wurzeln seihst zu kennen. Weil aber dieses Pro- 
duct in mehreren Beziehungen von besonderer Wichtigkeit ist, so 
wollen wir jetzt noch zeigen, wie dasselbe immer ohne grosse 
Schwierigkeit für eine beliebige Gleichung des »ten Grades gefun- 
den werden kann,, wenn man dasselbe für jede Gleichung des 

in — l)sten Grades finden, d. h. durch die Coefficienten dieser 
ileichuug ausdrücken kann, ohne deren Wurzeln selbst zu kennen, 
wodurch die KntwicLelung dieser Producte sehr erleichtert wird. 
Die gegebene Gleichuog des »ten Grades sei 

x» -+- Ax n ~^ -f- 7/^-2 -f- . . .-f-Z,ar-f-jV=0, 

und a 9 c, </,...*, k seien die Wurzeln derselben. Fer- 
ner sei 

W=(a-b)* (a-c)* («-rf) s .. . («-•)" («-*)* 
X(£- C )» .(*-•)» 

x(c—dy...( c —iy {c — ky 

. ii. s. w. 

x (»-*)*. 

Weil a eine Wurzel der gegebeneu Gleichung ist, so ist 
a» -f- -f- £Trt»~2 ^_ . . . + La-*-A=0. 



Folglieh ist für jedes x , 

x* 4- Ax»-* 4- Bx*-* -4- ... 4- 4- iV \ 

=^c*»—a»-f-^#(^"»-J— «"-*)H-Ä(^r»~2— 4- . . . -\-L{x—ti), 

oder, weil die Function auf der linken Seite des Gleichheitszeichens 
dem Producte < 

(x — a) (.r — 4) (ar — c) . . . (x — t) (.r — k) 
gleich ist, für jedes x 

(x — a) {x — b) (x — c)...(x— t) (x — lc) 
=x»—a*+A( x*~i — -h Z?(;r»-* — ««-2) 4- . . . -4- /,(*•— *), 
oder, wrnn man auf beiden Seiten mit — a dividirt, für jedes x 
(x — b) (x — c) (x — d) . . . (x — i) (x — Je) 
= x»-i 

+ (a + A]x*-* 
4- (« a -\-Aa-\- B)x*~* 
•+• (<** -t- -I- 4- C)x*-* 

n. s. w. 

folglich für x = a 

= 4- (» — l)^f««~2 4- (» — 2)/?««-» 4- . . . -f- L. 
Auch ist klar, dass £, c, </, . . . », £ die Wurzeln der Gleichung 
0 = ^r«-i ^ \ 

(« + A)xn-2 

4- (« a 4- ^« 4- B)x»—* •: 
4- («' 4- Aa* 4- /?« 4- n^"" 4 . > 

U. 8. W. 

4- öt"-i 4- Aa»~* 4- Z?«"- 3 4- Ca"-* 4- . . . -+- L 

. . * ' . . ... ••■■•* r • . • ■ 

sind. Weil wir nun annehmen, dass man für jede Gleichung des 
\n — l)sten Grades das Product der Quadrate der Differenzen je 
zweier Wurzeln durch die Coefficienten der Gleichung ausdrücken 
kann; so kann man das Product 

(b — c) 3 {b — d¥ (b — *)*... (b — •)» {b — *)* 

X(c — dy (c — e)* . ..(c — t) a (c — &)* 

x(d- e y...(d-iy (d-*y 

u. s. w. 

X(i-*) 9 

durch die Coefficienten der obigen Gleichung des (n — l)sten Gra- 
des ausdrücken. Bezeichnen wir den dadurch hervorgehenden Aus- 
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druck «lurcb V\ so ist V bloss noch von a und den Coefficieoten 
j4, JS. C t . . . JL abhängig, und nach dem Obigen ist nun 

IF= -+-(«— 1 ) Ja»-* 4- (» — 2) Z?a"~3 -f- . . ,-t-Z}% 

wo also aueb ry bloss von a und den Coefficienten /. ß, C f ...L 
abhängig ist. Dus Product auf der rechten Seite des Gleichheits- 
zeichens in der vorhergehenden Gleichung lässt sich immer durch 

ganz elementare Rechnungen nach den Potenzen von ä entwickeln, 
ividirt man dann in dieses so entwickelte Product mit der Grösse 

ö» -f- Ja"- 1 -+- . . . -i-Z^-i-iV 

hinein , so ist der bei dieser Division übrig bleibende Rest nofk 
§. 6. von a unabhängig und liefert nach §. 7. den bloss durch die 
Coefficienten der £etrebenen Gleichung ausgedrückten 1 Werth der 
symmetrischen Function W, '. . . — ; . -- 

Ks ist klar, dass das durch \V bezeichnete Product bloss dann 
verschwinden kann, wenn die gegebene Gleichung gleiche Wurzeln 
hat. Ist dies nicht der Fall, so ist W jederzeit eine cranzc ratio- 
nale algebraische Function der Coeflicientep A, /?, ..V % «... . L % A\ 
deren Werth grösser als Null ist. Sind also die Coefficienten 
/. II C, . . . Zj, \ ganze Zählen, so ist offenbar auch W eine 
ganze Zahl, die immer der Einheit gleich oder grösser als die Ein- 
heit ist, vorausgesetzt nämlich, dass die gegebene Gleichung keine 
einander gleichen Wurzeln hat. . 

. r -\. •: .» 



i » _ 



Wir haben jetzt ausführlich gezeigt und durch eine hinreichend 
grosse Anzahl von Beispielen erläutert,' dass jede ganze rationale 
symmetrische Function der Wurzelu einer Gleichung immer durch 
die Coefficienten der Gleichung ausgedrückt werden kann, ohne 
dass man die Wurzeln seihst zu kennen braucht, wobei sich zu- 
gleich ergab, dass jede ganze rationale symmetrische Function der 
Wurzeln einer Gleichung eine ganze rationale Function der Coef- 
ficienten der Gleichung ist. Kaum bedarf es nun noch einer be- 
sondern Erläuterung, dass überhaupt jede symmetrische Function 
der Wurzeln einer Gleichung durch die Coefficienten derselben aus- 
gedrückt werden kann, ohne dass man die Wurzeln, seihst zu ken- 
nen braucht. Hat man nämlich z. B. die rationale gebrochene sym- 
metrische Function 

- 1 ahr 
II/-— 

ab-\-ac -f- Lc 

der drei Wurzeln «, £, c einer Gleichung des dritten Grades, so 
Bind natürlich Zähler und Nenner ganze rationale symmetrische 
Functionen von «, b, c. Weil man nun nach den im Vorhergehen- 
den entwickelten Regeln sowohl alte , als auch ab -f- ac -f- 6c, 
durch die Coefficienten der Gleichung ausdrücken kann, ohne dass 
man die Wurzeln selbst zu kennen braucht, so gilt dies natürlich 
auch von W, wobei sich aber von seihst versteht, dass der für W 
sieb ergebende Ausdruck jetzt keine ganze rationale Function der 
Coefficienten. der Gleichung ist. Hat man die irrationale symmetri- 
sche Function 

W=. Vlatü* ~h &**c 3 •+- 2£ 2 c 3 — a* — 6* — c* 
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der drei Wurzeln ur, £, e einer cubischen Gleichung-, so kann man 
oach dem Vorhergehenden die ganze rationale symmetrische Function 

durch die Coefficienten der Gleichung ausdrücken, ohne das« man 
die Wurzeln seihst zu kennen hrnucht, folglich auch die Function W. 
Man sieht also : 

dass jede symmetrische Function der Wu " el q einer be- 
liebigen Gleichung immer durch die Coeffi cienten der 
Gleichung ausgedrückt werden kann, ohne dass man 
die Wurzeln seihst zu kennen hrauckt. • . : >m\ ! 

* • * K »- v « - . N \ - . 

§. 18. 

*i „•• 

Um nur ein einfaches Beispiel der Elimination einer unbekann- 
ten Grösse aus zwei Gleichungen zu gehen, wollen wir die beiden 
Gleichungen des zweiten Grades • • -a 

betrachten, und wollen ' J 

„, ' „ . '. . .i ,v» 

setzen, die Wurzeln der zweiten Gleichung aber durch x und X 
bezeichnen. Nach §. 4. ist unter diesen Voraussetzungen, wenn 2 
seine dortige Bezeichnung behält, 

, 2z=(x* + ax + 6) (X* + aX+th , . L , 

und es kommt nun darauf an, diese symmetrische Function der 
Wurzeln x, X der Gleichung 

durch die Coeflicienten dieser Gleichung auszudrücken. Zu dem 
Ende muss man nach §.11. zuvörderst 

jsw i g*j - F M — *' -~ x *+ »> 

berechnen, wodurch man 

F x {x) — x-*-x-\-A 

erhält, und muss dann den Rest entwickeln, welcher übrig bleibt, 
wenn man mit 

• ,-A.' 

in die als Function von X betrachtete Grösse 2 hinein dividirt. 
Wenn man aber zuerst mit X-\-x-)-A in X* -+-aX-\-6 dividirt, 
so bleibt als Rest die Grösse 

(k + A) (k + A- a) + b 

oder , 

** + {2A — A*—aA-\-b, ... , ... 

und wenn man also mit X -+- x + A in 

2 = {x* + ax-\-6) (k*-±-aX + l>) 
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dividirt, so bleibt als Rest 

(x* + ax-\- b) |x* -+- (2A — a)x + A* — aA ■+- b\, 
d. i., wie man durch leichte Rechnung findet, 

+ 2Ax* -t- (A* aA — U)x + {aA* — a*A + n.4)x 

+ A{A*-aA + b). 

Dividirt man nun in diese Grösse mit 

F(x) = x*+Ax-t-ß 
hinein, so bleibt der Rest 

{A *-aA + b)b-{aA — a*+2t-B)B 

oder 

b*-abA + {a*-U)ß + bA*-aAB+B* 

übrig, und- es ist also 

2=zL* — abA {a % — 2b)B -h bA* — a AB -f- B % . 

Die durch die Elimination von x aus den beiden gegebenen Glei- 
chungen des zweiten Grades hervorgehende Gleichung ist aber 
nach $.2. 

b % — abA H- (« a — 2£)Z?-f- JLf » — ^ /// -f-Z? 2 =0. 

Dieses Beispiel wird gewiss schon allein hinreichend sein, 
deutlich zu zeigen , wie mau sich in allen übrigen Fällen bei der 
Elimination einer unbekunuten Grösse ans zwei gegebenen Glei- 
chungen mit Hülfe der symmetrischen Functionen zu verhalten hat. 

§. 19. 

Wir wollen jetzt auch den Fall betrachten, wenn, die Coeffi- 
cienteu der beiden gegebenen Gleichungen nicht die Einheit sind, 
sondern diese Gleichungen die allgemeinere Form 

aac m -+- ba?"- 1 -f- cor"»- 2 -+- — ■+- pac -h q = 0, 

Ax n -f- ßa:»-i -+- Cr»-« -fr. . , . -|_/»^4_ # — 0 

haben. Bringt man diese Gleichungen auf die Form 

x m -+- ^-ac m -i ^ m ~ 2 4- . . • + -f- = 0, . 

et 

so kann man für diese beiden letztern Gleichungen aus deren Coef- 
ficienten / 

L s. £ p. sl. 

a> a\ a" " a> 
BCD P Q 
A> A> A" -~2> 1 

die Function 2 ganz nach den im Obigen entwickelten Regeln 
bilden, und die Gleichung 
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ist dann das Resultat der Elimination von x aus den beiden 
Gleichungen 

oder natürlich auch das Resultat der Elimination von 4? aus den 
beiden gegebenen Gleichungen ' 

./Ir» -+- ifcr*-* -f- Cr*-* . . . -4- Px -f- # = 0. 

Bekanntlich ist ~ eine ganze rationale algebraische Function von 

b c d p q »i 
m * T 9 7» * • • m ' a 5 

B C D £ Q 

A> A 9 A>" ' A> A* 

welche nach §. 4. in Bezug auf 

b c d P 9 

von «ten, in Bezug auf 

IL £ £. — SL 

A> A* A 9 " A> A 

\om inten Grade ist. Also ist offenbar a n A m 2 jederzeit eine ganze 
rationale algebraische Function der Coefficienten 

«, c, d,...p, q-, 

A, B, C t /*, Q 

der beiden gegebenen Gleichungen , und das Resultat der Elimina- 
tion von x aus diesen beiden Gleichungen ist die Gleichung . 

deren erster Theil eine ganze rationale algebraische Function der 
Coefficienten der beiden gegebenen Gleichungen ist. 

§. 20. 

Wir wollen jetzt wieder zu den beiden zu Anfange betrachte, 
ten Gleichungen 

x m -+- ax m ~ l -+- bx m ~ 2 -f- . . . -+- px -f- q = 0, 

x" -f- Ax*~i Bx*~* -f- . . .+.Px+ Q = 0 

oder 

f{x) = 0, F{x) = 0 * 

zurückkehren , indem wir auch sowohl dem Symbol — , als auch 
allen übrigen in §. 2. gebrauchten Symbolen ihre ihnen dort bei- 
gelegten Bedeutungen lassen. Dies vorausgesetzt, hat nun Cauchy 
in den Exerciccs d'Annlyse et de Physique matheinati- 
que. T. 1. p. 400. die in dem folgenden Satze ausgesprochene, für 

Theil IL 25 
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die Theorie der Elimination offenbar höchst wichtige Rigenachaft 

der Function 2 bewiesen: 

Wenn die Coefficienten 

a, £, e, . . . q; A y ß, C, . . . P, Q 

ganz willkührliche Grössen und von einander ganz un- 
abhängig sind; so kann die ganze rationale algebrai- 
sche Function - der in Rede stehenden Coefficienten 
im Allgemeinen und algebraisch nie in zwei Factoren 
zerlegt werden, welche beide ganzr rationale alge- 
braische Functionen dieser Coefficienten sind. 
Beweis. Wir wollen einmal im Allgemeinen 

V VrV" 

— I II I — — 

setzen, und wollen annehmen, dass die Factoren JE 7 und JS*' beide 
ganze rationale algebraische Functionen der Coefficienten 

a y //, c, . . .p, q\ A t ß, C 9 • • - P, Q 

sind. Mittelst der aus §. 3. bekannten Formeln des Newton'schen 
Satzes kann man die beiden in Rede stehenden Factoren als ganze 
rationale algebraische Functionen der Wurzeln 

o, ß % y% jj . . *, K *% — 

ausdrücken, und hat dann die identische Gleichung 

2'2»7= (a — x) (a — X) (a — ji*) (a — v) . . . . 
X(ß-*)(ß-X)(ß-#iß-*).... 

x(/-x) (y— x) (r-p) (r— »)•••• 

X (*-x) (d-X) (6-fi) (<?-v).... 

x 

welche also auch, wenn zwischen den Wurzeln 

fif Y% »t • • •» *t v % • •» • 

• 

gewisse Relationen Statt finden, z. B. für « = x, noch gültig blei- 
ben muss. Weil dann die Grösse auf der rechten Seite des Gleich- 
heitszeichens in vorstehender Gleichung verschwindet, so muss un- 
ter der gemachten Voraussetzung auch die Grösse auf der linken 
Seite des Gleichheitszeichens, d. fa. es muss jederzeit mindestens 
einer der beiden Factoren des Products ^2:" für a = x verschwio- 
den. Nehmen wir nun, um die Begriffe zu fixiren, an, dass dieser 
für a = x verschwindende Factor der erste Factor JS 7 des obigen 
Products sei, so ist derselbe nach einem bekannten Satze, wenn 
man ihn als Function von a betrachtet, jederzeit durch ce — x al- 
gebraisch ohne Rest theilbar. Auf der andern Seite kann 2f' so- 
wohl als eine ganze rationale algebraische Function der Coeffi- 
cienten 

a, &, c, . . . p, q, 

als auch als eine ganze rationale algebraische Function der Coef- 
ficienten 

A, B , C t . . : J» Q , j 

beträchtet werden, und ist folglich sowohl eine ganze rationale 

\ 

i 
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algebraische symmetrische Function der Wurzeln a, /?, y, o*, 
;ils auch eine ganze rationale algebraische symmetri sehe Function 
der Wurzeln x, X, f», v, . . . . * ). Daher ist 2'' nicht bloss durch 
das Biuomium et — x, sondern durch jedes aus diesem durch Ver- 
tauschung von a mit einer der Wurzeln y, ö*, und durch 

Vertauscbung von x mit einer der Wurzeln il, a, v, . . . . sich er- 
gebende Binomium algebraisch ohne Rest theilbar. Weil nun aber 
die Binomien, welche man auf diese Weise erhält, im Allgemeinen 
sänmtiich unter einander ungleich sind, so muss y durch das Pro- 
duet aller dieser Binomien, nämlich durch das Product 

(« — x) (« — X) {a — p) (u — v) 

/ xtf-s) tf-H tf—^-.- 
. x ......... 

d. b. durch die Grösse algebraisch ohne Rest theilbar sein, und 
wir sind also, indem f eine ganze rationale algebraische Function 

VOD 

u, ß f y, d 9 . . x, X, |» t *, 

bezeichnet, 

zu setzen berechtigt. Nach dem Obigen ist aber 

welches in Verbindung mit der vorhergebenden Gleichung zu der 
Gleichung 

' • 02"= 1 

fahrt, aus der, da U und 2" beide ganze rationale -algebraische 
Functionen von 

«, ß, r> • • •? *» f*> v j • • • • 

sind, auf der Stelle ganz unzweideutig hervorgeht, dass U und ~ 
coostante Grössen, d. h. von den Wurzeln 

«i ßi f% <*» • • •> *» f*» *> 

der beiden gegebenen Gleichungen, und folglich auch von deren 
Coefficienten 

4, c, /?, C, D 9 .... 

ganz unabhängig sind. Setzt man also 

*) Jede ganze rationale algebraische Function der Coefficienten einer 
Gleichung kann nämlich mittelst der aus §. 3. bekannten Formeln des 
Newton'schen Satzes als eine ganze rationale algebraische Function 
der Summen der Potenzen der Wurzeln der Gleichung ausgedrückt wer- 
den, und ist also offenbar immer eine ganze rationale algebraische 
symmetrische Function der Wurzeln. 

25« 
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so ist der eine der beiden Factoren 2P, 2" nach dem Vorhergehen- 
den immer eine constante, d. h. von den Coefficienten 

a, b> Cy A, ß, C, D t .... ( 

der beiden gegebenen Gleichungen ganz unabhängige Grösse, wo- 
durch unser Satz nun offenbar vollständig bewiesen ist. 

Dieser Satz ist für die Theorie der Elimination jedenfalls, und 
insbesondere deshalb sehr wichtig, weil durch denselben deutlich 
nachgewiesen wird, dass man durch die im Obigen gelehrte schöne, 
die Theorie der symmetrischen Functionen vielfach in Anspruch 
nehmende Eliminationsmetbode dt« gesuchte Eudgleichung in ihrer 
einfachsten Gestalt, d. h. im Allgemeinen wenigstens, wenn näm- 
lich zwischen den Coefficienten der beiden gegebenen Gleichungen 
gar keiue besonderen Relationen Statt finden, frei von allen in ihr 
enthaltenen fremdartigen Factoren erhält. 

Dass dies sich aber' nicht mehr behaupten lässt, wenn zwischen 
den Coefficienten der beiden gegebenen Gleichungen , besondere 
Relationen Statt finden, zeigt Cauchy an dem Falle, wenn die 
beiden Gleichungen des zweiten Grades 

a:* -\-aa: + b = 0, -\- Ja: -\- ß = 0 

gegeben sind, auf folgende Art. 
Nach §. 4. ist in diesem Falle 

2=={a*-{-Au+ß) (ß* + Aß + B). 
Weil nun aber a und ß die Wurzeln der Gleichung 

a:* -+- ax b = Q 
sind, so hat man die beiden Gleichungen 

a* H-<m-M = 0, ß* -\-aß-\-b = Q, 

aus deuen sich 

a* = — aa — b, ß 1 = — aß — 
folglich nach dem Obigen 

2=\(A-a)<x-i-B-b\ \(J-a)ß-t-ß--6U 
oder nach gehöriger Entwickclung 

Z=(A-a) \(A-a)aß + (B-b) (* + ß)\ + (B — b)* 
ergiebt. Weil aber nach der Theorie der Gleichungen 

aß ss b, u-\- ß = — a 
ist, so ist, wie man nach leichter Entwickelung findet, 
2=(A — a) (Ab — Ba)-\~(B — by y 

und das Resultat der Elimination von x aus den beiden gegebenen 
Gleichungen ist folglich die Gleichung 

(A-a) (Ab — Ba) + (B - b)* = 0. 

So lange nun zwischen den Coefficienten der beiden gegebenen 
Gleichungen keine besonderen Relationen Statt finden, lässt sich der 
erste Theil dieser Gleichung nicht in zwei Factoren zerlegen, 

' -• 
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welche ganze rationale algebraische Functionen der Coefficienteu 
der beiden gegebenen Gleichungen sind. Setzt man aber nur 
z. B. a= A zrz 0, so dass also 

•r a -4-£ = 0, .r 3 -f-/? = 0 

die beideu gegebenen Gleichungen sind, so geht die obige End- 
gleichung in die Gleichung 

über, statt welcher muti also einfacher 

Ä-i=o ' • 

setzen kann. 

Um diesen Aufsatz über die Elimination nicht zu sehr auszu- 
dehnen, müssen wir hierbei stehen bleiben, verweisen aber weiterer 
Ausführung wegen auf die Abhandlung Cauchy's, auf welche 
seboo oben in §. 20. Bezug genommen worden ist. 




Ueber Jacob Bernoulli's Methode, die Höhe 

. der Wolken zu bestimmen. 

* • t 

Von 

dem Herausgeber. 



§. 1. 

Jacob Bernoulli's Methode, die Höhe der Wolken zu be- 
stimmen (Jacobi Bernoulli, Basileensis, Opera. Genevae. 
1744. T. Ii p. 336. — Lehrbuch der Meteorologie von L. 
F. kamt/., Erster Band. Halle. 1831. S. 383), welche unter 
allen zu diesem Zweck in Vorschlag gebrachten, nur einen Be- 
obachter erfordernden Verfahrungsarten wohl noch zu den genaue- 
sten Resultaten führen dürfte, besteht, wie hier wohl als bekannt 
vorausgesetzt werden kann, darin, dass man des Abends nach dem 
Untergänge der Sonne in dem Moment, wo ein Punkt einer Wolke 
von den Strahlen der Sonne erleuchtet zu werden aufhört, das 
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Azimuth und dwe Höhe dieses Punktes der Wolke misst*), so wie 
nach die Zeit der Beobachtung bestimmt, und daraus die Lage des 
in Rede stehenden Punktes der Wolke im Räume auf dem Wege 
der Rechnung herleitet. Die von Jacob Bernoulli selbst a. a. 0. 
gegebene Auflösung dieses für die Meteorologie in mehrfacher Be- 
ziehung wichtigen Problems °°) scheint mir vorzüglich deshalb 
nicht völlig streng zu sein, weil Bernoulli die Sonne als einen 
Punkt betrachtet, was offenbar nur bei einer robern Annäherung 
zulässig ist, und möchte auch in anderer Beziehung noch Manches 
zu wünschen übrig lassen, wodurch ich veranlasst worden bin, die 
folgende Auflösung, welche ich, wenigstens in so fern mau auf die 
Krümmung, welche die von der Sonne, zu der Wolke gelangenden 
Strahlen wegen der Retraction in der Atmosphäre erleiden, keine 
Rücksicht nimmt 000 ), für völlig streng halte, aufzusuchen und in 
dieser Zeitschrift mitzutheilen. Ganz absichtlich habe ich für jetzt 
eine, aus dem geometrischen Gesichtspunkte betrachtet, völlig 
strenge Auflösung des in Hede stehenden, auch in rein mathemati- 
scher Beziehung mehrfaches Interesse darbietenden Problems zu 
geben versucht. Dass diese Auflösung nicht ganz einfach ausfallen 
konnte, scheint in der Natur der Aufgabe zu liegen, wenn man 
nämlich alle bei derselben in Betracht Kommende Umstände gehö* 
rig berücksigtigen will. Späterhin hoffe ich in einem besondern 
Aufsätze auf dieselbe zurückzukommen, um zu untersuchen, ob sich 
nicht, wenn man sich eine oder die andere nur näherungsweise 
richtige Voraussetzung gestattet, einfachere, also bei praktischen 
Anwendungen brauchbarere und bequemere Auflösungen geben las- 
sen. Eben so denke ich dann andere zur Bestimmung der Höhe 
der Wolken vorgescblagene Methoden einer genauem Untersuchung 
zu unterwerfen. 



. 2. 

In dem Moment, wo die Erleuchtung eines Punktes einer 
Wolke durch die Strahlen der Sonne völlig aufzuhören anfängt, 
befindet sich derselbe offenbar in der von den Strahlen der Sonne 
gebildeten , die Sonne und die für jetzt als eine Kugel betrachtete 
Erde f) einhüllenden Kegclfläche, dureb welche der sogenannte 
Kernschatten der Erde bestimmt wird, und unmittelbar nuch dem 
völligen Aufhören der Erleuchtung tritt der in Rede stehende Punkt 
der Wolke in den Kernschatten der Erde hinein, Bezeichnen wir 
nun im Moment der Beobachtung den Mittelpunkt der Erde durch 
/, den Mittelpunkt der Sonne durch />', die Spitze der in Rede 
stehenden einhüllenden Kegelfläche durch C, den von den Seiten 
dieser Kegelfläche mit ihrer Axe an der Spitze eingeschlossenen 



°) Wie man auf die Refraction, von welcher die gemessene Höbe affi- 
cirt wird, Rücksicht zu nehmen hat, soll am Schlüsse dieser Abhand- 



lung gezeigt werden. 
••) M. s. Käi 



l'ämtz a. a. 0. 

••*) Die Berücksichtigung dieser Krümmung würde die Kenntnis* der 
Gleichung der Refractionscurve erfordern und jedenfalls in die grösste 
Weitläufigkeit führen, 
t) Wie auf die Abweichung der Erde von der Kugelgestalt Rücksiebt zu 
nehmen ist, wird weiter unten gezeigt werden. 
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spitzen Winkel auch durch C\ and durch A t und B x die beiden 
Punkte, in denen respective die Erde und die Sonne von einer be- 
liebigen Seite der einhüllenden Kegelfläche berührt werden, so 
haben wir, wie auch ohne Figur, die übrigens grösserer Deutlich- 
keit wegen ein Jeder sich leicht selbst entwerfen kann, sogleich 
erhellen wird, die beiden folgenden 



AC=z4% BC=^i 
sin C* sin Cr 



also, weil AC—BC=: — AB ist, 



AA.-BB, 

. sin C — ~ AB 

Bezeichnet nun q die aus den Ephemeriden zu entnehmende Hut- 
fernung des Mittelpunkts der Sonne von dem Mittelpunkte der Erde 
zur Zeit der Beobachtung, und A < l <' 11 ebenfalls aus den Ephemeri- 
den zu entnehmenden, aus dem Mittelpunkte der Erde gesehenen 
scheinbaren Halbmesser der Sonne zur Zeit der Beobachtung, r 
aber den Halbmesser der Erde; so ist offenbar Aß = Q, AA t z=zr, 
Bß, =o sin UQ d wir erhalten daher nus der vorher gefunde- 
nen Gleichung unmittelbar die Gleichung 

r — 0 sin A 

sin<? 

aus der sich sogleich 

> 

1) sin C=sin A- 
oder, wenn man den Hülfswinkel 0 mittelst der Formel 

2)8in0=- 

berechnet, 

sin C=sin ^ — sin 0, 

d. i. nach einer bekannten goniometrischen Forme! 

3) sin C= 2sin ^(A — @) cos ^ (&-§-©) 

ersieht, mittelst welcher Ausdrücke der für das Folgende wichtige 
Winkel C ohne Schwierigkeit berechnet werden kann. 

Hat man aber den Winkel C t so findet man die Entfernungen 
AC und BC der Spitze der einhüllenden KegelBacke von den Mit- 
telpunkten der Erde und der Sonne leicht mittelst der folgenden 
aus dem Obigen sich unmittelbar ergebenden Formeln: 

§.3. , 

Wir wollen jetzt ein rechtwinkliges Coordinatensystem der 
xy% annehmen, dessen Anfang der Mittelpunkt der Erde sein soll. 
Die Ebene der xy sei die Ebene des Aequators; der positive Theil 
der Axe der äs sei nach dem Frühliogspunktc hin gerichtet, der 
positive Theil der Axe der y aber werde so angenommen, dass 
mau sich, um von dem positiven Theile der Axe der x durch den 



rechten Winkel (xy) hindurch zu dem positiven Theile der Axe 
der // zu gelangen, nach derselben Richtung hin bewegen muss, 
nach welcher von dem positiven Theile der Axe der v au die 
Rectuscensionen voo 0 bis 360° gezählt werden , so dass also der 
positive Theil der Axe der y durch den neunzigsten Grad der 
Rectascensionen geht; der positive Theil der Axe der % endlich 
liege auf der nördlichen Seite der Rhene des Aequators oder der 
Ebene der xy. In diesem Coordinatensysteme sind, wenn a uod 6 
die aus den Ephemeriden zu entnehmende Rectascension und De- 
clination der Sonne zur Zeit der Beobachtung bezeichnen, und das 
Symbol q die ihm im vorigen Paragraphen beigelegte Bedeutung 
behält, offenbar 

o cos a cos <?, 
o sin a cos ö, 

» 

o sin o* 

die Coordiuaten der Sonne zur Zeit der Beobachtung. 
xSind nun überhaupt 

ac = Mx, yz=zA% 

die Gleichungen der durch die Mittelpunkte der Sonne und der 
Erde gezogenen geraden Linie zur Zeit der Beobachtung; so hat 
man zur Bestimmung der Constanten M und \ offenbar die beiden 
Gleichungen 

q cos a cos 6=Mq sin d, 
q sin a cos S=JVq sin J; 

aus denen sich 

M = cos a cot d % N=z sin « cot d 

ergtebt, und die Gleichungen der durch die Mittelpunkte der Erde 
und der Sonne gezogenen geraden Linie zur Zeit der Beobach- 
tung im Systeme der xy% sind also nach dem Vorhergehenden 

5) ac=.% cos tt cot ö*, y = x sin a cot S. > 

Die Coordinaten der Spitze C der einhüllenden Kegelfläcbe 
zur Zeit der Beobachtung seien n\ //, und E sei die aus dem 
vorigen Paragraphen bekannte Entfernung dieser Spitze vom Mit- 
telpunkte der Erde; so ist nach den Principien der analytischen 
Geometrie bekanntlich 

und nach den Gleichungen 5) hat man. weil die in Rede stehende 
Spitze jederzeit in der durch die Mittelpunkte der Erde und der 
Sonne gehenden geraden Linie liegt, die beiden Gleichungen 

/*— h cos a cot <J, o ■ = // sin a cot ö*. 

Führt man dies in die vorhergehende Gleichung ein, so erhält 

0-f-cos a 2 cot d* + sin a* cot d 1 )/i 2 = E 2 t 

also 

(1 -h cot = h* cosec 6* = E* 9 

und folglich 
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h — -^zE sin J, 

wo sieb nun noch fragt, welcbes Zeichen man zu nehmen hat, 
worüber leicht auf folgende Art eine bestimmte Entscheidung ge- 
geben werden kann. 

Bezeichnen wir die dritte Coordinale der Sonne zur Zeit der 
Beobachtung durch Z, so ist nach dem Obigen 

Z = o sin o*, 

und folglich 

i 

z <• 

Weil nun aber, wie sogleich in die Augen fallen wird, h und Z 

E 

jederzeit entgegengesetzte Vorzeichen haben, und — stets positiv 
ist, so kann bloss 

h E 

sein, d. h. man muss in der Gleichung 

A==dti E sin ö . 
das untere Vorzeichen nehmen, oder 

H — — E sin 6 

setzen. 

Verbindet man diese Gleichung mit den oben gefundenen 
Gleichungen 

/= // cos o cot <J, g=A sin a cot o%* 
so erhält man: 

!f= — E cos a cos <J, t 
g = — E sin a cos b*, 
h = — ^ sin - 

mittelst welcher Formeln die Coordinaten /, g, h der Spitze der 
einhüllenden Kegelfläche im Systeme der oeyx sehr leicht berechnet 
werden können. 

Hiernach kann nun die Gleichung der einhüllenden Kcgelfläche 
im Systeme der xyx leicht auf folgende Art gefunden werden. 
Weil jede Seite der Kegelfläche durch ihre Spitze geht, so sind 
nach dem Vorhergehenden und den Principien der analytischen 
Geometrie die allgemeinen Gleichungen einer jeden Seite 

y- g=L{% — Ii) 

oder 

x — h * x—h 
Die Gleichungen der Axe der Kegelfläche sind nach 5) 
:r=x cos a cot o*, y=* sin et cot <f, 
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und weil die Spitze in der Axe liegt, so ist 

f=z/i cos « cot o\ g—h sin u cot d\ 
also ist ' 

x x_ y_ x_ 

f A' g — A ; 

oder 

/ I 

sind die Gleichungen der Axe der Kegelfläche. Weil nun jede 
Seite der Kegelfläche mit der Axe den uus dem Obigen bekannten 
Winkel C einschliefst, so ist nach den Principien der analytischen 
Geometrie 

_ h • x-k + h ' z-h ] 

cos C 1 = 



oder 



/(^ -/) -4- gif/ —g) + h{z 



cos CV—^,^, + |(x-/)'^(y-^- f .( S -AJ»| , 
oder 

„ a ^ }./T* - O -+- g(y - y) -f- A(s - A)| » 

COS C — JP»|( a ;-./)»4.( Jf -^).- f .(»-i|)tj » 

d. b. < 

■ 

7) f )(«—/)* +<y— *)*.-•-(* — *)*| cos f» 

= l/l* -/) + «<y- /') 

die Gleichung der einhüllenden Kegelfläche im Systeme der arr/z, 
mit deren Transformation und etwaigen Vereinfachung wir uns 
jetzt nicht weiter beschäftigen wollen. 

#4. 

Der Kürze wegen, und um die Begriffe besser zu fixiren, wo!« 
len wir im Folgenden annehmen, dass der Beobachtungsort in der 
nördlichen Hälfte der Erdoberfläche liege, wodurch der Allgemeinheit 
der Auflösung offenbar kein Eintrag geschehen wird. Cm ferner, 
so viel es hier thunlich ist, auf die Abweichung der Gestalt der 
Erde von der Kugelgestalt Rücksicht zu nehmen, werden wir von 
jetzt an unter r immer den nach dem Beobachtuogsorte gezogenen 
Erdhai bmesser verstehen, und werden späterhin noch besonders 
zeigen, wie die Grösse dieses Halbmessers der Erde auf die ein- 
fachste VVeise berechnet werden kann. Die sogenannte geocentri- 
sche Breite, des Beobachtungsorts, d. Ii. den neunzig Grade nicht 
übersteigenden Neigungswinkel des nach dem Beobachtungsorte 
gezogenen Erdhalbmessers gegen die Ebene des Aequatörs, wollen 
wir durch y> bezeichnen, und durch T soll die in Stunden nusge- 
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drückte Sternzeit der Beobachtung «) bezeichnet werden. Dies vor- 
ausgesetzt sind, wie sogleich in die Augen fallen wird, 

r cos 15T cos g>, 

r siu IST cos cp, 

r sin 97 

die Coordinaten des Beobachtungsorts im Systeme der a:y% zur 
Zeit der Beobachtung. 

Legt man nun durch den Beobacbtungsort als Anfang ein dem 
Systeme der xy% paralleles Coordinatensystem der ^r,y,*,, so hat 
otan nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten die 
folgenden ganz allgemein gültigen Gleichungen: 

■ ■ • 

ia:z=r cos 15 T cos op -h ar t , 

8)|y = rsin 15 T cos y -h y,, . 

( xzzzr sin f/ + .:,. 

Ferner lege man durch' den Beobachtungsort als Anfang ein zweites 
rechtwinkliges Coordinatensystem der .r a y 8 *,. Die Ebene der 
x z y 2 soll mit der Ebene der x x y x zusammenfallen. Der positive, 
Titeil der Axe der ac % sei der in der südlichen Hälfte des Meridians 
liegende Halbmesser des Kreises, in welchem die Sphäre von der 
Ebene der .r,7/ 2 geschnitten wird; der positive Theil der Axe der y % 
werde so angenommen, tlass man sich, um von dem positiven Theile 
der Axe der durch den rechten Winkel (& 9 y 2 ) hindurch zu dem 
positiven Theile der Axe der y t zu gelangen, nach derselben Richtung 
bin bewegen muss, nach welcher man sich bewegen muss, um von dem 
positiven Theile der Axe der jc x durch den rechten Winkel (& x y x ) 
hindurch zu dem positiven Theile der Axe der y x zu gelangen; der 
positive Theil der Axe der s, falle mit dem positiven Theile der Axe 
der % , zusammen. Dies vorausgesetzt, hat man nach der Lehre 
von der Verwandlung der Coordinaten die folgenden Gleichungen: 

tOß x sszjp 9 cos 15T — y 2 sin 15T, 
9) ] y\ =o: 3 sin 15T+y, cos 15 T, 

Endlich lege man durch den Beobacbtungsort als Anfang noch 
ein drittes rechtwinkliges Coordinatensystem der & 3 y 3 x,\ Die 
Ebene der a: % y ) sei die Ebene des Horizonts des Beobachtungs- 
orts. Der positive Theil der Axe der x ) sei der in der südlichen 
Hälfte des Meridians liegende Halbmesser des Horizonts; der posi- 
tive Theil der Axe der y t werde so angenommen, dass man sich, 
um von dem positiven Theile der Axe der a? % an durch den rech- 
ten Winkel (ar,y,) hindurch zu dem positiven Theile der Axe der 
y t zu gelangen, nach derselben Richtung hin bewegen muss, nach 
welcher von dem in der südlichen Hälfte des Meridians liegenden 
Halbmesser des Horizonts an die Azimuthe von 0 bis 360° gezählt 
werden, wobei wir zugleich festsetzen wollen, dass die Azimuthe 
von dem in Rede stehenden Halbmesser des Horizonts an nach 



•) Natürlich Zeit des Beobachtungsorts. 
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Osten bin von 0 bis 360° gezählt werden sollen; der positive Tbeil 
der Axe der *, sei vom Beobachtnngsorle nacb seinem Zenith hin* 
gerichtet. Dies vorausgesetzt ist nun, wenn wir die Polhöbe des 
Ueobachtungsorts durch w, und die von den positiven -Theilen der 
Axen der ;r 9 y,* s und ^r,y,x, eingeschlossenen, 180° nicht über- 
steigenden Winkel auf die aus der analytischen Geometrie hin- 
reichend bekannte Weise bezeichnen, wie mittelst einer einfachen 
Betrachtung leicht erbellen wird: 

(jr a ^ 1 ) = 90° — o>, (.r a y,) = 90°, (or a »,) = w; 
(y a ^,)=90°, (y,y,)=0, (y,*,) =90% 

(* 9 a: t ) = m°-w, (* 1 y,) = 90«, (*,*,) = 90»-a/; 

und folglich nach der Lehre von der Verwandlung der Coordi- 
uaten: 

j^c 3 =or, sin ü>-f-as, cos w, 
10)Jy,=y f , 

( z 3 = — a: t cos u)-\-x s sin w. 

Wir wollen nun mittelst der im Vorhergebenden gefundenen 
Gleichungen x xx y i % % durch acy% ausdrücken. Nach 10) ist zuvör- 
derst, wie leicht erhellet, 

•r, =.r, sin w — a a cos iu, 

*,=^, cos KJ-f:-, sin w. 
Nach 9) ist aber, wie man eben so leicht findet, 

a? 2 =: - cos IST'-fr-y, sin 157 1 , 
y a = — a:, sin lST-f-y, cos 157*, 

und folglich wegen des Vorhergehenden 

x t = X x sin w cos sin a> sin 15T— *, cos w, 

y, = — jc x sin lST-f-y, cos 157*, 

*, = ^r, cos w cos ldT-f-y, cos ut siu JoT-f-*, sin w. 
Endlich ist nach 8) 

x x = — • r cos y cos 15T-f-ar, 
y x = — r cos y sin 157M-y, 
s,= — r sin <jp-t-*; 
und folglich nach dem Vorhergehenden 

& t z=. — r cos y sin w cos 157* + .r sin w cos 157* 

— r cos y sin w sin 157**-r-y sin u> sin 157* 
4- r sin <p cos w — * cos w, 

y, = r cos y sin 15 T cos 15 7 1 — ^ sin .15 7* 

— r cos <p sin IST cos 15T-|-y cos 157*, 
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* * 

*, = — -r cos y cos tu cos 15T*-H^r cos to cos 15T 

• — r cos y cos tu sin 157* -f- y cos tu sin 15 T 

— r sin (f sin eo -f- t sin tu; 

also, wie man mittelst einiger bekannten goniometrischen Formeln 
leicht findet: 

!,r t = r sin — tu )-|-.r sin tu cos 15 T-f-y sin tu sin 15 T— * cos tu, 
y,=-^ sin 15T-f-y cos 15T, 
x ,== — r cos (9— w)-h^r cos tu cos 1 5 T+y cos tu sin 15 T-M sin tu ; 
oder auch, etwas grösserer Symmetrie wegen: 

IX t = — r sin (tu— y)-f-.r sin tu cosl5 T-f-y sin tu sin 157V* costu, 
y,= — a: sin 15 T-\-y cos 15T, 
— r cos (üi — y)-f-^r cos tu cos lST-f-ycoswsin 1574-s sin tu. 

Das Azimuth und die Höhe der Wolke seien Ä und ,u, so sind, wie 
leicht erhellen wird, die Gleichungen der von dem Beobachtungs- 
orte nach der Wolke gezogenen geraden Linie im Systeme der 

13) ac x = J5, cos X cot fi t y, = *, sin X cot // ; 

und die Gleichungen dieser Linie im Systeme der acyx sind folg- 
lich nach 12) 

— r sin (tu — y)-f-:r sin tu cos lST-f-y sin tu sin 15T — * cos tu 
= | — r cos {iß—<p)-\-a: cos tu cos 15T-hy cos 0/ sin 15 T 

-f-* sin tuj cos X cot /», 
— a: sin 15T-f-y cos 15 7* 
ss | — r cos (cd — <jp)-f-o: cos tu cos lST-f-y cos w sin 15 T 

+ s sin tu) sin A cot 

oder, wie man leicht findet, 

cos 157Tsin tu — cos tu cos X cot 
' -j-sin 15 7) sin- tu — cos tu cos X cot /*)y 
— (cos tu -f- sin tu cos X cot /*)* 
= r{sin (tu — y) — cos (tu — y) cos A cot ftj, 

— (sin 15T-I-COS 15T cos tu sin Ä cot p).z- 
H-(cos 15 T — sin 157 cos tu sin X cot fi)y 

— x sin tu sin X cot f* 

= — r cos (tu — y) sin a cot f*. 

Berechnet man zwei Hunswinkel F und G mittelst der Formeln 

(U.g r=cos X cot * 
(tang €7 = cos tu sin A cot /u; 

so erhalten die torbergehenden Gleichungen der von dem Beobach- 
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tungsorte nach der Wolke gezogenen geraden Linie im Systeme 
der xyx die folgende GestaU: 



cos 157 1 sin (o) — F) 
cos F 



sin 157* sin (w — F) cos (co — F) 



cos F 



y- 



cos F 



sin fo> — (f> — F) 
r cösT 1 



sin (\ST+G) cos (157*- +- G) . ^ 
^ — > tang o> tang G 



cos G 



« OS £ 

cos (to — y) tang <r 

ma 11 1 



COS Üi 



oder 



15) 



as cos 15rsin (tu -/*)-f.y sin 157Vm (tu—/ 1 )—* cos (cd— F) 

= r sin (tu — <jp — /*), 
\jc cos tu sin (15T+6 T ) — y cos tu cos (15 T-fr- sin tu sin C 

= r cos (eo — m) sin G. 

Unter dieser Form kann man die beiden Gleichungen der von dem 
Beobachtungsorte nacb der Wolke gezogenen geraden Linie sehr 
leicht numerisch entwickeln. 



f 5. 

Der Ort der Wolke im Räume wird offenbar durch die Punkte 
bestimmt, in denen die einhüllende Kegelfläche von der von dem 
Beobachtungsorte nuch der Wolke gezogenen geraden Linie ge- 
schnitten wird, und wir haben als», wenn durch af, % die Coor- 
dinaten der Wolke in dem Systeme der xy% bezeichnet werden, 
nach 7) und 15) die drei folgenden Gleichungen zur Bestimmung 
der in Rede stehenden Coordinaten: 

/^|(.r—/)» + (y_#)»-H* -/,)*( cos O 

= { f(x -f) 4- g[y -g)-h A(* -A)\\ 
x cos 15Tsin (tu — F)-\-y sin 15Tsin (tu— F)— x cos (tu — F) 

= r sin (tu — </> — F) s 
] a: cos tu sin (15T-+- G) — y cos tu cos (15T-f-6r)-f-* sin tu sin€? 

* 

= r cos (tu — (p) sin G. 

Setzt 



16) 



1//= — / cos lSTsin (tu — J^) — # sin 15T sin {v — F) 
+ £ cos (tu — F), 
K=z — / cos cu sin (15T+ C) cos cu cos (IST-f- 6?) 
— h sin cu sin C; 

so können die vorhergehenden Gleichungen auch unter der fol 
genden Form geschrieben werden: 
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^{(*-/)* + (y-#)'-M*--/*)*| cos C 1 

= \A* -/) + g(* ~g) + '<(* - h) \ \ 
(*—f) cos lSTsin (w — ^+fy— g) sin IST sin (w— /*) 

— (« — //) cos (10 — F) 

= f/-\-r sin (oj — y — J^), 

/) cos uf sin (15T-I- 6?)— (y— g) cos cu cos (15T-f-tf) 

-h (s — //) sin w sin G 

= Ä"-f-r cos (w — 9) sin 6 T ; 

uod dienen unter dieser Form zur Bestimmung- der Grössen a: — f, 
!/ — g, x — ^, aus denen sich dann auch leicht die Coordinaten 
x x y, x selbst ergeben. 

Dass man sowohl bei dem Gebrauche der Gleichungen 16), als 
auch wenn man sich der Gleichungen 18) bedient, auf eine quadra- 
tische Gleichung gefuhrt wird, und dass es also im Allgemeinen 
zwei Systeme von Werthen der Coordinaten jt, y, * giebt, fällt 
auf der Stelle in die Augen, so wie denn auch in der That die 
einhüllende Kegelfläche von der von dem Beobachtungsorte nach 
der Wolke gezogenen geraden Linie im Allgemeinen jederzeit in 
zwei Punkten geschnitten wird. Dass der eine dieser beiden 
Punkte immer über, der andere unter dem Horizonte des Beobach- 
tungsorts liegt, erhellet auf der Stelle durch eine ganz einfache 
geometrische Betrachtung, und es ist uns also hierin zugleich ein 
Criterium gegeben, durch das entschieden werden kam», welches 
der beiden Systeme von Werthen der Coordinaten a\ y, x für die 
Coordinaten der Wolke zu nehmen ist, da die bcobuchtete Wolke 
natürlich immer über dem Horizonte des Bcobachtungsorts liegt. 
Um das in Rede stehende Criterium anwenden zu können, muss 
man mittelst der Formeln 12) aus den gefundenen Wertben der 
Coordinaten .r. y, x die Coordinaten r 3 , y S) % a der Wolke in dem 
Systeme der jc t y % x t berechnen, durch welche zugleich die Lage 
der Wolke gegen den Horizont und Meridian des Beobachters be- 
stimmt wird. Immer aber hat man das System von Werthen der 
y, * und sc t , y,, *, als die Coordinaten der Wolke zu be- 
trachten, welchem ein positiver Werth von x, entspricht, wodurch 
man die Lage der Wolke im Räume immer mit völliger Sicherheit 
zu bestimmen im Stande ist. ' 

Hat man .r, y, x und .r,, //,. *, gefunden, so kann man auch 
die Entfernungen H und R t der Wolke von dem Mittelpunkte der 
Erde und vom Beobachtungsorte mittelst der aus der analytischen 
Geometrie bekannten Formelu 

19) R = V a:* -\-y* 

und 

20) /?, = V*S-\-yS+xS 

berechnen. 

Die Berechnung von II kann man sich auf folgende Art er- 
leichtern. Man setze, was offenbar verstattet ist, indem 2; und / 
zwei Hülfswinkel bezeichnen, 



JCZ1.R cos £ COS Xi 

y=zR sin £ cob 
* = Äsin;r; 

so ist 

mittelst welcher Formel man £ leicht finden kann. Hat man aber 
5, so ergiebt sich x mittelst einer der folgenden Formeln: 

taog * = cos £, tang X — ~ sin £. 

Die Entfernung R findet man hierauf mittelst eines der folgenden 
Ausdrücke: 



x 



, R =-—/-—, R 



cos { cos sin £ cos /' sin ;f 

Die Ucbereinstimmung der durch diese verschiedenen Formeln ge- 
fundenen Resultate mit einander ist ein Criterium für die Richtig- 
keit der geführten Rechnung. Ueberhaupt sind also die zur Be- 
rechnung von R erforderlichen Ausdrücke: 

ta» R S = -£; 
21) j tang X = ^ cos £, tang X = ~ sin 

R —. *. ji~ y n— z 

cos f cos x* sin £ cos x* sin * 

Auf ähnliche Art kann man 

a: r = R, cos £, cos 
y,=R t siu 5» cos 
*, = /?, sin ^ 

setzen, und hat dann zur Berechnung von R % die folgenden 
Formeln: 

tang 5,=^; 

22) / tang X , =^ cos tang = sin $, ; 

n £j /> }L± o ii_ 

v /c » — cos U cos x, 1 — sin co, — sin 

' f 6. 

Die meiste Schwierigkeit macht natürlich die Auflösung der 
drei Gleichungen lu) oder 18), wobei mun sich indess, wie es mir 
scheint, zweckmässig auf folgende Art verhalten kann. 

Zuvörderst setze man der Kürze wegen 
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p > 



und 



25) 



21 = cos IST sin (w — F) 
123 = sin 15T sin (u> — F) 
j U = -cos (u>-F) ' 
T) = JI-\-r sin {w — <p — F) 

21' = cos oi sin (IST-f-C?) 
33' = — cos w cos (15T-f- <?) > 
M (5' = sin 6i sin G 

&=K+r cos (w — y) sin G. 

Dann erhalten die Gleichungen 18) folgende Gestalt: 

— /) s -h(y — #)*-!-(* — //) a j cos C* 

9= I — /) + g{3 - g) -f- A(z - //) | • 

-/) + »'(y - *} + €'(« - *) = 2)'. 
Setzen wir nun aber 

!&—fz=zP cos U cos F 
y-g-=/» 8 in cos P 
z — /i=zP sin F 

so sehnten die vorstehenden Gleichungen, wie man leicht findet, 
folgende Gestalt an: 

(/cos U cos F+# sin # cos P-J-ä sin V==zhF cos C 

27) (21 cos U cos F-t-23 sin f7 cos PH- £ sin F)/ > =2> 

'(«' cos 17 cos P-t-23' sin 17 cos PH-d' sin F)P=2y 

und aus diesen drei Gleichungen müssen die Grössen 7* r, F be- 
stimmt werden. 

Aus der zweiten und dritten Gleichung folgt 

1» g> 

oc . J^— » cos cos F-f-2) sin cos F-f-(£ sin F' 

M) V 

' ff cos U cos P-f-JC sin £/ cos F+G' sin F" 

Also ist • ; ' x 

g cos Ü cos F-f-8 sin 17 cos F-j-g sin F © 
ff cos 1/ cos F-»-$* sin U cos F-+-6' sin F "~~ 

oder, weun wir der Kürze wegen 

x f 8 = 212)' — 2T2) 

29) <© =233>' — 4 ' 

($ = <£&'- 

...... .... , 

setzen, 

g cos U cos P-f.® sin 17 cos F-f-£ sin P=0; 
Th.u ii. 26 



"..•V 



und wir haben also jetzt zwischen den beiden Grössen U und V 
die zwei folgenden Gleichungen: 

f/cos J7cos V+gnn U cos V+h sin V=z±zE cos C, 

'■\% cos tfcos F-+-© sin V cos F-r-£ sin F=0; 

aus denen die beiden Grössen U und F bestimmt werden müssen. 
Hat man U und F, so findet man P mittelst einer der beiden For- 
meln 28). 

Setzen wir der Kürze wegen 

' 31) i = ±E cos C 9 

so* werden die beiden vorhergebenden Gleichnngen 

yf cos U cos V-\- g sin 17 cos F-f- ^ sin F= t, 
\% cos & cos F-H© sin U cos F-r-£ sin F=0. 

Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich auf der Stelle 

/cos U+fr 8 i n ff i — h sin ^ 

g cos sin = £ siu V ' 

und hieraus 

o«v . v »(3 co s ff-f-© sin ff) 

«Mj sin r — — (T^TTÄgyTos ff-4-(gf>-*@) sin £T 

Ferner ergiebt sich aus den Gleichungen 32) 

(/£> — -*8) cos P cos — *®) sin cos F= •£>, 

und hieraus ' 

34) cos F= ^ _ ^ cos f/J^-A®) sin TT 

Durch Verbindung der Gleichungen 33) und 34) erhält man 
aber augenblicklich die bloss noch die eine unbekannte Grösse 0 
enthaltende Gleichung 

35) « a i£*H-(8 cos *7-t-® sin ü) % \ 

=4(/$>-/'S) cos ü+(g$-M) sin U\\ % 

aus welcher also U bestimmt werden muss. Hat man aber U, so 
findet man F mittelst einer der beiden Gleichungen 33) und 34), 
oder besser mittelst der aus denselben sich unmittelbar ergebenden 
Gleichung 

. 36) ta„g F=- gc ° S *y änU , 
die man auch unter der für die Rechnung bequemeren Form 

37) tang | cos sin V 

schreiben kann. 

, Vorzüglich kommt es nun auf die Bestimmung der Grösse U 
aus der Gleichung 35) an. Diese Gleichung bringt man leicht auf 
die Form ■» . < 



391 

38) 0 = t»£» , 

-H* ,, 8 , -C/$>-^S) , l cos U* 

sin tf* 

-4-2|*'g@- (/9~-*8) »in #cos K 

* 

oder, wenn der Kürze wegen 

|9Ä = #*©*-(#£-//©)», 
ffl = i*g© - (/£ - /%) (#J> - ,*©) 

gesetzt wird, auf die Form 

40) ft-Htt cos tf'-f-ÜÄ sin U* + 25R sin cos #==0. 
Bekanntlich ist aber . 

1 + cos 11 J 



39) 



cos £7 3 = 

s 

sin £/*=r 



2« » 
1 — cos 2t/ 



2 

2sin tfcos tf=sin 2tf 5 

und die obige Gleichung kaun daher auf die Form . 

41) 2ff + S-f-3tt-f-(2--Üfl) cos 2tf-t-2tf sin 2*7=0 

gebracht werden. Um aus dieser Gleichung U zu bestimmen, be- 
rechne man den Hunswinkel W mittelst der Formel 

42) taog W=i-^, 

so ist nach 41) 



2 * -f- tang *Fcos2*7+sin2tf=:0, 



d. i. 



^ + cos " — °' 



und folglich 



43) sin (W H-2£7) = -^^ ± ^ cos IT, 



mittelst welcher Formel U gefunden werden kann, so dass also 
jetzt unsere Aufgabe als vollständig aufgelöst zu betrachten ist, 
obgleich über dieselbe noch verschiedene Bemerkungen zu machen 
sind, auf welche wir jedoch erst weiter unten kommen werden. 

*. 7. 

Zunächst kommt es jetzt, wobei §. 4. zu vergleichen ist, noch 
darauf an, dass wir zeigen, wie aus der gegebenen Polhöhe w des 
Beobacbtungsorts dessen geocen tri sehe Breite $p, oder umgekehrt 
aus der geocentrischen Breite 9 die Polhöhe w, und wie sodann 

26* 



I 
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aus w und w der nach dem Beobachtungsorte gezogene Erdhalb- 
messer r gefunden werden kann. 

Zu dem Ende nehmen wir die durch den Beobachtungsort und 
die Erdaxe gelegte Meridianebene als Ebene der rechtwinkligen 
X 1 und den Mittelpunkt der Erde als Anfang dieser Coordinateo 
an. Die Axe der A soll die Durchschnittslioie der Ebene der XY 
mit der Ebene des Erdäquators, und die Axe der Y soll die Erdaxe 
sein. Die positiven Theile der Axen der X und Y sollen, was 
offenbar verstattet ist, so angenommen werden, dass die Coordina- 
ten des Beobachtuogsorts in diesem Svsteme, welche wir im Fol- 
genden durch die Symbole X und Y selbst bezeichnen wollen, 
beide positiv werden. Dies vorausgesetzt haben wir, wenn der 
Halbmesser des Aequators der Erde und die halbe Erdaxe respective 
durch et und b bezeichnet werden, zuvörderst die folgende Glei- 
chung: 

' . «) (f )'+(-£)*= i. 

Ferner ist die Gleichung der durch den Beobacbtungsort auf sei- 
nen elliptischen Meridian gezogenen Normale nach den Principien 
der höhern Geometrie 

«)g-y— _^(3e_x), 

wo die veränderlichen oder sogenannten laufenden Coordinaten in 
dem angenommenen Systeme durch die deutschen Buchstaben I 

und gj bezeichnet worden sind, und der Differentialquotient 

aus der Gleichung 44) entwickelt werden muss. Weil nun be- 
kanntlich die Polhöhe w der neunzig Grade nicht übersteigende 
Neigungswinkel der durch den Beobachtungsort gelegten Normale 
des Erdsphäroids gegen die Ebene des Erdäquators ist, und die 
Coordinaten X, Y nach der oben gemachten Voraussetzung beide 
positiv sind; so ist nach der aus der analytischen Geometrie be- 
kannte Theorie der geraden Linie in der Ebene offenbar 

46) tang üj = — ^p. 

Ferner ist aber, wie sogleich in die Augen fallen wird, 

Y 

47) tang y = ^, 

/■ 

und nach den Gleichungen 46) und 47) haben wir daher die Re- 
lation 

AK\ tai * g Y dY 

tang a, — X ' dX' 

Differentiiren wir nun die Gleichung 44), so erhalten wir 

X ' dX — a** 

und folglich nach 48) 

49) tangJP = ü 
' tang tu a* ! 
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alio 

50) tang tang «, tang w=-^r tang 

oder, weon man die sogenannte Abplattung 

a — b b t 
ss i», also — =1 — n 



letzt, 

tang 9 

51) tang y = (l — »)' tang«, tang o> = (| 

Der nach dem Beobachtlingsorte gezogene Erdradius r kann 
oqd aber auf folgende Art gefunden werden. Weil nach 47) 

r= X tang y 

ist, so ist nach 44) 
und folglich 

oV>* Va g»//» cos y» 

X *=a' tang + ° dCr X = a* sin y'-M' cos 9 »' 

Nun ist aber 

r* r= X* -r- Y* = X*(l H- tang y a ) = X» sec gp». 

Also ist 



52 ) r * — a a sin cos r l/ fl a sin ^ + fi' cos 

Auch ist 



^ 



cos y a sin 9> a 

Nach 49) ist aber » 

rf» tang tu sin a» cos y 
I* tang^ cos w sin 

und folglich 

co. + £ >i« r = z£l <«•■ ■ cos * + s,n " sin »>V 

d. i. 

a 1 . . cos , v 

Also ist nach dem Vorhergehenden offenbar 

53)r = a\/— t- 008 " , 
' V cos (o> — p) cos <p' 

mittelst welcher Formel der nach dem Beobachtungsorie gezogene 
Erdhalbmesser r immer sehr leicht mit Hülfe der Logarithmen aus 
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dem Halbmesser a des Aequators und aus a» und <p berechnet wer- 
den kann. 

#.8. [ 

Besserer Uebersichtlichkeit des Ganges der Rechnung wegen 
wollen wir nun noch die sämmtlichen Formeln , welche man bei 
der Ausführung der Rechnung in Anwendung zu bringen hat hier 
zusammenstellen, welches auch deshalb nothwendig ist, weil wir 
zu der obigen Auflösung noch einige nicht unwichtige Bemerkuo- 
gen zu machen haben. 

Als gegeben werden die folgenden Grössen angenommen: 

Der Halbmesser des Aequators der Erde =a. 

Die halbe Brdaxe ss h. 

Die Polhühe des Beobacbtungsorts =co. 

Das Azjmuth der Wolke =X. 

Die Höhe der Wolke =fi. 

Die in Stunden ausgedrückte Sternzeit der Beobachtung = T. 

Ausserdem muss auch noch die geographische Länge des Be- 
obachtungsorts wenigstens näherungsweise bekannt sein, damit 
man aus den Ephemeriden mit der erforderlichen Schärfe für den 
Zeitpunkt der Beobachtung mittelst der bekannten Interpolations- 
methoden die Rectascension a und die Peclination <? der Sonne, 
ihren aus dem Mittelpunkte der Erde gesehenen scheinbaren Halb- 
messer A, u »d ihre Entfernung q von dem Mittelpunkte der Erde 
berechnen kann. 

Nun berechne man zuerst die geocentrische Breite <p des Be- 
obachtungsorts mittelst der Formel 

tang y = ^7 tang w, 
oder mit Hülfe der Abplattung 

a — b 

mittelst der Formel 

tang 9 = (l — ») a tang w. 

Hierauf suche man den nach dem Beobachtungsorte gezogenen 
Erdradius r mittelst der Formel 

r cos (co — y) cos y- 
Dann berechne man den Hülfswinkel 0 mittelst der Formel 

• n r 
sm 0==— , 

e 

und hierauf den Winkel C und die Entfernung E mittelst der 
Formeln 

sin C= 2 sin j(A — ®) cos + @) 

und 

Ei 



sin C 
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Hätte man in Folge der Einrichtung der Ephemeriden aus densel- 
ben nicht die Entfernung q der Sonne tob dem Mittelpunkte der 
Erde, sondern die sogenannte Horizontalparallaxe II der Sonne 
unter dem Aequator genommen, so wäre 

sin 77==^, also Q = 

und folglich der Hunswinkel 0 mittelst der Formel 

sin @ = ~ sip II 

zu berechnen. 

Nun berechne man zunächst die Coordinaten /, g, H mittelst 
der Formeln 

y= — E cos a cos d, 
g = — E sin « cos b*, 
/t = — E sin ö*; 

und die Hülfswinkel F und G mittelst der Formeln 

tang F = cos X cot /u, 
tang 6? = cos co sin X cot f*. 

Dann suche man die Hülfsgrössen 51, 23, (E mittelst der Formeln 

21= cos 15 T sin (w — Z 7 ), 
SB = sin IST sin (w — jP), 
£ = — cos (üj — Z 1 ), 
(5= sin (w — y — 

und die Hülfsgrössen 51', 23', <£', CT mittelst der Formeln 

21' = cos ü) sin (15T-t- 

23'=: — cos u> cos (15T-f- CO, 

- 

(£' = sin w sin €?, 
(£? = cos (itf— -y) sin 6'; 
hierauf die Hülfsgrössen 2) und 2V mittelst der Formeln 

2) = — /2t — g® — -+- rf, 

dann die Hülfsgrössen g, (5), £> mittelst der Formeln 

$=2t2>'-2i'2>, 
© = 33$' - 23'2>, 

* 

woraus man mittelst der Hülfsgrösse . 

i = ±E cos C 

■ 

ferner die Grössen tf, £, 9ft, s Ji mittelst der Formeln 



gi=<»g©-(/©-iig)( fl *-Ä®) 

findet, hierbei aber zu bemerken bat, dass jede der Grössen ft, ? 

9t, wenn auch t zwei Werthe hat, doch nur einen Werth I 
hat, weil in den vorhergehenden Formeln nur i* vorkommt. 

Hierauf sucht man den Hülfswinkel W mittelst der Formel 

tag H'=4^, 
und dann £7 mittelst der Formel 

.i. (W+1U) = - n -* + * + ™ COS IT 

Bezeichnet nun S2 den Werth von W + 2 £7, welcher, absolut ge- 
nommen, am kleinsten ist, so ist bekanntlich entweder 



oder 

wo £ jede positive oder negative ganze Zahl bezeichnen kann, 
und folglich entweder 

2U=S2-W+ 2kn 

oder 

2U=(2/c+l)7T — (S2 + W)- y 

also entweder 
oder 

V = \{TV — Q-W) + kn. 
Folglich ist entweder 

sin U= (— 1)* sin {(ß — W), 
cos r=s(— 1)* cos — Ff) 

oder 

sin U={-\y sin IT), 
cos £/=(— 1)* cos \{n — Ü — W); 

also nach dem Obigen entweder 

t)8 cos t(Sl-tn + ® »in KA-fT)! 
8111 r ~~(/^-Ä8) cos 4(12 -/T) sin tfÄ-JT)' 

Iß 

cos F= (- 1)* . _ Ag) co> ^ Ä _^ } ^ 5$ " Ä@) gin ^ fl _fj 
oder 
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• V fll cos Un — n — fT)-*-® sin \(n-Sl~TV)\ 

m * — ~~(ft>-m cos t(n-n-fr)+{?Z>-W) sin ^jt — si — wy 

v , 1U a • 

cos ^ — l— . (y^g, cos fr)+(g$-k®) *inHnsi-irr 

Folglich ist entweder 

„ v tftco9j(fl — IT) 

cos t/ cos r — ryf>_jg) cos fii » 1/tfl—&) 

• Ar ~ sin \(Sl — W) 

sio u cos r — cos j( Ä _flr)-*-te£-A@) sin i(Ä-JF)» 

. «,__ «tg c os W-in-h® sin j(fl-Jr)f 

sin r*- fff^Afi cos i<Ä-JF)-f-(ir£-A@) sin 4<Ä-JF) 
oder 

cos *7 cos F= 

sin /7 cos F= 



(/£-*3) cos ±(7i — St — JF)-fr-(#£— ^te)) sin^n-ii-J^)' 

, i$ stn — .ft — FT) 

cos + sin ^(7i-i2-^)' 

S,Q r — — (/l>-/*3) cos ^(rr ^ Ä — W r )-t~(gp — Ä@) sin fl— JP)' 

Denkt rann sich nun diese Ausdrücke in die aus dem Obigen 
bekannten Ausdrücke von /*, nämlich in 

| cos U cos F-f-33 sin t/ cos V+<& sin P 

^ ' & 

P — W cos U cos sin cos f -+-(£' sin f 

eingeführt, und dann die Producte 

P cos ü cos F, P sin £/ cos F, P sin F, 

als die Werthe von 

entwickelt, so ist klar, dass die Grösse i ganz aus der Rechnung 
herausfällt, und man daher für jede der Differenzen 

» „ • - 



nicht, wie es nach dem Obigen scheinen konnte, vier, sondern 
bloss zwei Werthe erhält. Zugleich erhellet aber auch aus dem 
Bisherigen mit völliger Deutlichkeit, dass man für U bloss die bei- 
den Werthe {{Q — W) und {(n — Si — W), oder dass man bloss 

co setzen braucht. 

Hat man 17, so findet man F am leichtesten mittelst der aus 
dem Obigen bekannten Formel 

tang F = — -j- cos U — ^ sin U, 
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Ist l P der Werth von F, welcher, absolut genommen, am klein- 
steo ist, so ist bekanntlich allgemein 

wo /• jede positive oder negative ganze Zahl sein kann, und 
folglich . • 

sin F=(--l)* sin ^, cos F=(-l)* cos 

woraus man sieht, dass die, geraden und ungeraden Wertben von 
Je entsprechenden Werthe von sin V und cos F immer entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben. Ob man nun für k eine gerade oder 
ungerade, übrigens an sich willkührliche, ganze Zahl setzen muss, 
ist nach den Vorzeichen zu beurtheilen , welche sin V und cos V 
zufolge der aus dem Obigen bekannten Formeln 

. r __ t(g cos U+® sin U) 

sin v _ (/•£ — *g) cos U+{g$>-h&) sin Ü 1 

nna TT J§ 

C0S V — (/|> -Ag) cos V-r-igp-h®) sin U 

haben müssen. Weil man aber nach dem Vorhergebenden bekannt- 
lich sowohl i=E cos C s als anch i = — E cos C setzen kann, 
es aber auch ganz gleichgültig ist, welches von beiden man tbut, 
da i am Ende aus der Rechnung ganz herausfällt, so kann man 
offenbar immer 

F='/' 

setzen. 

Hat man auf diese Weise auch F gefunden, so berechne mau 
P mittelst einer der beiden Formeln 

„ g 

ä cos U cos Fh-$ sin U cos F-t-<£ sin F' 

P *' cos U cos r-T-& sin U cos F-f-g' sin F ; 



und hierauf die Differenzen & y — g, st — h mittelst der For- 
meln 

■ 

cc —f—P cos U cos F, 
y — g = P sin Z7 cos F, 
s — // = P sin F; 

oder die Coordinatcn ar, * mittelst der Formeln 

.r rrr ./*-+- 7* cos Z7 cös F, 
y = ^-f-i > sin 17 cos F, 
«^z/z-f-P sin F. 

Dann berechne man .r r y a , s, mittelst der Formeln 

or,^= — r sin (w— <p)-Mr sin w cos 15T-f-y sin w sin 15T— * cosw, 
y x — — x sin 15T-r-y cos 157 7 , 

s,= — r cos (w— y)4-^r cos a> cos cos w sin 1574-s sin w; 
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und behalte bloss dasjenige der beiden Systeme von y, % und 
.r r 7/j, *, bei, welchem ein positiver Werth von *, entspricht, 
an berechne man endlich noch Ii und Jl t mittelst der For- 

m • 

tang 



mein 



taD S * = ^ cos tang X = ~ $5 



und 



cos { cos x 1 sin £ cos /' sin / 

ton? cos £„ tang =^ sin 




* cos {, cos Xt* * sin £, cos/, 

Auf diese Weise ist nun die Lage der Wolke im Räume vollkom- 
men bestimmt. 

*. 9. ' \ 

Will man die gemessene Höhe der Wolke von der Strahlen, 
brccbung befreien, so muss "man, wie hier aus der Lehre von der 
terrestrischen Refraction, die doch*) bei unserm Problem jedenfalls 
in Anwendung zu bringen ist, als bekannt vorausgesetzt werden 
kann , die horizontale Entfernung der Wolke von dem Beobach- 
tnhgsorte wenigstens näherungsweise kennen. Cm daher im Stande 
zn sein, die Refraction in Rechnung zu bringen, kann man nur so 
verfahren, das man nach der im vorigen Paragraphen gegebenen 
Anleitung zuerst mit der uncorrigirten Höhe der Wolke deren 
Coordinaten wr„ y ti z t berechnet, und daraus die horizontale Bnt- 
fernung 

Vx % * -f- y, 2 = \X X \\ -t- f ;I) = V* % »(1 -f- tang £, ») . 



= V*S sec £,*=d= 



cos 

wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muss, jenach- 
dem der Bruch ^ ^ e * ne P 08 'tive oder eine negative Grösse ist, 

der Wolke von dem Beobachtungsorte herleitet, dann die gemes- 
sene Höhe auf die aus der Geodäsie hinreichend bekannte Weise 
mit Hülfe des bekannten Coefficienten der terrestrischen Refraction 
wegen der Strahlenbrechung corrigirt, und hierauf nach der im 
vorigen Paragraphen gegebenen Anleitung mit der corrigirten Höhe 
der Wolke deren Coordinaten von Neuem berechnet, wobei wohl 
kaum noch besonders bemerkt zu werden braucht, dass man dieses 
Verfahren nach der bekannten Methode der successiven Näherungen 
beliebig oft wiederholen oder beliebig weit fortsetzen kann. 

°) Nicht die astronomische Refraction. 
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XXXII. 

Aufgaben über das Maximum und Minimum. 

Von 

Herrn L. Mossbrugger 

Lehrer der Mathematik an der CantonsschuU zu Aarau. 



I. 

, 

Es ist ein rhombisches Octaedcr gegeben: es solldas 
grösste dreiachsige RllipsoLd in dasselbe beschrieben 
werden. 

Es sei ABCDEF (Tal. V. Fig. 1.) das gegebene Octaeder; 
nehmen wir seine drei Diagonalen IC, BD> hF res pect ive als 
Achsen der y und s, ihren Durchschnitt 0 zum Coordinatenan- 
fang, und setzen AC=2a, BD = 26, EF=2c\ so erhalten wir 
die Gleichungen seiner Seitenflächen folgende: 

c h a ' ' ' * ' 

ex 



Die Gleichung der Fläche ÄßE ist: * = 



ADE r , * = 



CDE „ 
IJCE 
ABF „ 
ADF || 



*y 
T 



c+-t ~ 



*y 



cx 



cx 



, cx 

* = -c- T + — 
ry cvr 



cy 



rar 



- BCF „ * = -c-*-y r 



...2) 
...3) 
...4) 
...5) 
...6) 

...7) 
...8) 



Bezeichnen wir mit .sr,, y,, s,| .r,, y„ *:„ y,, a? 4i y 4 , 

* 4 ; y*i **; ^.i y«, y t > *. die Coordi- 

naten der Berührungspunkte des Ellipsoids mit den respectiven Sei- 
tenflächen ABE, CDF, ADE, BCF, CDE, ABF t BCE, ADF-, 
so haben wir folgende Bedingungsgleichungen: 



l£c\J UV VJUU; 
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c 



* — ** = — -^-(y— y a ) — — (^r — ^r 3 ) 

*— *• = -f (y-y.) — -| 

* — ** = x (y— y«) — ~ 

* — *» = j(y— 

* 

* — = - j (y-yt)+ ~ - ^t) 



• • . • 9) 



AuSl diesen folgt aber, dass: 








a?i = — a?„ yi 


=— y.» 




= — 


ar, = .r,, y, 


= -y», 


*. 


= 


a:, = — .r 4 , y, 


= y-, 


*i 


= — *«; 


4?i ■ — «^» » y i 


= — y»> 


*i 


= *»; 


or x = .r,, y L 


= y«, 


*i 


= -*.; 


*i — ^7 > y i 


= — y» 


*i 






==— y.i 


*i 





.10) 



Schon aus diesen Gleichungen zwischen den Coordinaten der Be- 
rührungspunkte können wir schliessen, dnss der Mittelpunkt des 
Ellipsoids im Coordinaten -Anfang O liegt; wir wollen jedoch die- 
ses genau auf rein analytischem Wege nachweisen. 
Es sei nämlich: 

H- 2.4"* -4- 2J?"y-+- 2C"or — 0 = 0) 

die Gleichung des gesuchten Ellipsoids, so ist die Gleichung der 
Ebene welche diese Fläche berührt: 

» - Z = (x - X) (%) + (y - T) (|) . . . . 12) 

wo X', F, Z' die Coordinatcu des Berührungspunktes sind. Wir 
finden aber 

( dx_. Cx + Ay + C" .th_. Btj -f- A'x C's B" 

[ dx> — ~~A%-i-/rx-+. C'y -h A" Vy'~~ A^-\- Wx -\- C'y -+- A" 

Soll nun die erste der Ebenen in 9. (also die Ebene ABBÜ) das 
EHipsoid im Punkte :r n y, , x, berühren, so muss jene Gleichung 
mit der in 12. identisch sein, wenn wir in diese die soeben gc- 
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fundenen Werthe von (^) und (~) einfuhren, und alsdann statt 

ar t y, x die Coordinaten jp l9 y x) % x des Berührungspunktes setzen; 
dadurch erhalten wir aher: 

b Ax x +-Bm v +.C'y x a Az x + Wx x ^-Vy x -^A^ 

oder, wie sich hieraus leicht ergiebt, 

(B'c--A'b)a: t -i-(C'c-Bt)y l -HAc-- C'b)% 1 +A»c-,B*b=xQ ... 13) 
(B'c- Ca)x l +(C'c-A'*)y l +(Ac--B'a)x t +A»c- C'a=0 ... 14) 



Ebenso erhalten wir mittelst der übrigen Gleichungen in 9., wenn 
wir die in 10. gefundenen Gleichungen zwischen ^r n y xt 
V%i *t s « w. berücksichtigen: 

(B'c—A'bfa-rt C'c-Bb)y x -t-(Ac- Cb)% l -(A''c—B'6)=fi...tt) 
( B'c~ Ca)* , H-( C'c-~A'a)y x +(Ac-B'a)z , C"a)=0 ...16) 

(Ä'r-r-^/'Ä)^ x —(C'c+Bb)y x C'^)* i H-4V-f-Ä"4=0...17) 

(Ä'c— O»)^, - ( C'c— ^'«) yi , ^a=0 ...18) 

— (J^c+^^-H C'c+Bb)y x —(Ac+Btyz , +^'W-^=0...19) 
-(/IT— Ca)x x -{-(C'c— A'a)y x — (Ac—B'a)x x +A"c— C«=O...20) 
— ( B'c+A'L)* , -( C'c-\-Bb )y x -h(Ac+ C'b)z , +^V+< 4*4^0 „.21) 
— (Zrc+O*)^— (^4-^ Ä ) yi +(^cH-Ä'«) 3l -+.^''c-f.^V=0...22) 
(Ä W-^);r , +( C'c+Bb)y x —(Ac+ C'b)z , +^r+ü"Ä=0...23) 
( Ä W- C«)* , +( CV*->«)y , — MW-ZT*)* , -f-^T V + C"«=0 ...24) 

^0' c -4-C*).r , -f-( CV-4-^'«)y l - + -(^ c -hÄV)* , +^'c-C''«==0...26) 
. (/ft? —A'b)a: x —(C'c —Bb)y x — (Ac —d)z x +A''c — B'b=0 ...27) 
Cb^-^CV-K*'«)?, — (^<Hr Ä'«)* , -^'W-C^as-O ...28) 
Aus 13. 14. 15. 16. folgt: 

A"c=B"b=Ca. 



Dieses in 17. und 19. eingeführt, alsdann beide Gleichungen addirt, 
giebt: 

• • • '. * . » 

8A'c = 0. 

Dieser Gleichung kann aber nur für A"=:0 Genüge geleistet wer- 
den, mithin ist auch, Ä"=rO, C" = 0. 

Aus den nemliclien Gleichungen 17. und 19. erhalten wir auch, 
mit Berücksichtigung der soeben gefundenen Werthe von A'\ B" t C: 

(C'c ■+• Bb)y x =s (B'c-h A'b)x x -+- {Ac C'b)z x ; 

aus 18. und 20. ist aber: 

( C'c — A'ä)y x = (B'c — Cä)a: x (Ac — B'a)z x ; 

und aus 14. ist: 

(C'c - A'a)y x = - - - (Ac - . 
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Addiren wir die beiden letztern Gleichungen, go erhalten wir: 

' Cc — A'a = Q also C'cssJtm 29) .. 

Dadurch ist aber auch: 

(Ac — B'a)x x = — (B'c—Ca)x x 30) 

Ferner folgt aus 21. und 23. 

(Ac -+- C'b)% x ss (B'c ■+■ A'b)x x -+- (C'c -f- Bh)y x .... 31) 
und aus 17. ist: 

{Ac C'b)% l= =-(B'c + A'b)x x -f-AfPc -+- Bb)y t .... 32) 
also 

(AC-+- C'b)* x = (C'c -f- Bb)y x .... 33)' 
Eben so linden wir aus 22. 24. 26. 

{Ac -\- B'a)z x = (B'c -h Cd)x x .... 34) 

Addiren wir die Gleichungen 30. und 34. so ist 

Acx x ss Cax x .... 35) 

Subtrahiren wir aber 30. und 34. voneinander, so ist: 

B'a% x na B'ca: x oder ) > 

l . . . . oül 

Auf ähnliche Art finden wir aus 22. 24. 26. 

(C'c -f - Äd)y x == 0 oder Cc = — A'a .... 37) 

Wir bemerkten aber, dass die Gleichungen 29. 36. und 37. um 
die, welche wir aus 1. erhalten, wenn wir statt sc, y, % die Coor 

dioaten d?„ y„ % x setzen, nemlich x x =c — ^j- — -jp nur als 

dann zugleich bestehen können, wenn wir 

^' = 0, C' = 0, B' = Q 38) ( # 

setzen. Führen wir die gefundenen Werthe ' von A\ B\ C 
Ä\ B", C" in irgend zwei der Gleichungen 13. 14. und 15. u. i 
w. ein, so erhalten wir: 

^ * * 

Die Gleichung 11. erhält also die Form: 

A* 2 -+- By* Cr* — D = 0 40) 

Aus 39. und der Gleichung *, = c — ^ — ~ 1 erhalten wir: 

a WcBC 

a*c*bAC L . . 

^ — oWBC-i-aWAC+bWAB'l > 

b*c*aA8 
Xx — a % b i BC-{-d t c 2 AC-\- b'c* AB 

Da der Punkt (*„ Jf,, *,) ebenfalls auf der Oberfläche des Ellip 
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* t 

/ 

soids licprcu muss, so rouss auch der Gleichung 40. Genüge gelei- 
stet werden, wenn wir die soeben gefundenen Werthe von a?,, y v 
X, statt x y //, x in dieselbe einführen; dadurch erhalten wir aber: 



* * c A • J * " ' A ' A ' A A ' A 



. . v 42) 



ß C D 

Setzen wir in dieser Gleichung: ^ = *> ^F ==w > ~Ä = V ' also 

D v D v . 

= -j, "c = 80 erna » teQ wir: 

«*£ 9 c* tu — d i b*tuv — a*c*uv — h*c* *tf = 0 . . . .43) 

Aus 40. erhalten wir, wenn wir zuerst jc und y, alsdann v und x, 
und endlich y und % gleich Null setzen: 

Dieses sind die Grössen dreier zugeordneten halben Durchmesser 
des Ellipsoids, die mit den Diagonalen FE, BD, AC des rhombi- 
schen Octaeders zusammenfallen. Bezeichnen wir die Winkel je 
zweier dieser Diagonalen a, b\ a, c\ b, c respective mit y, jS, a; 
ferner die Halbachsen des Ellipsoids mit VI, 33, (£, so ist bekasot- 
lich der Körperinhalt desselben =«2UB@7r. 

Sind aber allgemein c/, , d 2 , d t drei zugeordnete Durchmesser 
und Yi ßj a die Winkel, welche d x und d 2i d x und d z und d t 
einschliessen, so ist bekanntlich: 

§i23{T = d t d t d t Vi — cosa 2 — cos — cos/ 2 4-*2cos a cos/f cosy; 
folglich ist: 

Minimum = cos a*— cos ß 2 —cos y*-f-2cos a cos/S cosx)^~, 

oder, wenn wir die obige Bezeichnung gebrauchen, und 

*^\/\ — cos a 2 — cos 8* — cos y a -f-2cos a cos ß cos y = Ä 

3 % 

setzen: 

Minimum === J5f 1/ 2l • ... . 45) 
V ut 

Wird v als eine Function yon t und « angesehen, und zuerst nach 
v und f, alsdann nach u und f differentiirt, so ist: 

t<l*\ v 'dv. v * 

( dt> — ä7' ( 55 } — • • * • 40 ' 

Dift'erentiiren wir endlich auch die Gleichung 43. nach v und «, so 
erhalten wir 

.dv. a'C*u — a*uv — c 3 v , //»c 3 ^ — Ptv — c % v 

{ dt )m —° aWut+a*c*u+b*c*e K du) — a a<l>>ut+a*c*u+l>*c>f" ' 

Aus 46. und 47. erhalten wir: 
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Aa*b*utv -+- A&*c*iv -+- a*c*uv — 3«*£»c 8 ftf = 0, 
Aa*b % utv -+- Aa*c*uv -+- £ 3 c 2 /f; — 3«*£ a c 2 */ = 0. 
Durch Subtraction dieser Gleichungen erhalten wir: 

Diese Wertbe von u und v, in 43. Bubstituirt, geben: 

f=^, also «=jü *=yS 
mithin wird die Gleichung 40. zu: 

•(^)' + (2£>' + (2£)» = l....») 

2« 2^ 2c 

Es sind daher py, py diejenigen drei zugeordneten Durch- 

messer des Ellipsoids, welche mit den drei Durchmessern A(\ BD 
und EF des rhombischen Octaeders zusammenfallen. 

Endlich linden wir die Coordinaten der Berührungspunkte, in- 
dem wir jede der Gleichungen 41. im Zähler und Nenner mit -j— 

vervielfachen, alsdann statt ^ji ^ die gefundenen Wertbe 

c> , . 

y> y, y setzen, wodurch wir: 





0 






c 

— • ' 
3 » 




« 


y» = — 


3 ' ** — 


■ • 

3 » 




3» 


y. = — 


3 ' ** — 


3 ; 


* 


T» 


!/* = 


b 

*4 


c 

3 5 




« 


y« = - 


3 1 ** — 


c 

- • 

3 » 




a 

3» 




3 » *• — ~~ 


■ ■ ■ • 

3 » 




a 
3 • 




b 

3 1 * 7 — 


3 5 




a 

3' 


y. = - 


b 

3 \ ** =x ~~ 


c 



erhalten. 

II. 



Es ist ein Parallelepiped gegeben: man soll das 
kleinste Ellipsoid um dasselbe beschreiben. 

Wir nehmen die drei in einer Ecke F (Taf. V. Fig. 2.) des 
Porallelepipeds zusammenstossenden Kanten FI, FH und FP als 
die Am n der x , ?/, z ; die Grössen dieser Kanten selbst seien 
TheUII. 27 
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respective «, 6, c y ferner bezeichnen wir mit y, ß t a die Winkel, 
welche die Kanten «ar, a, c und 6, c einschliessen. Die Gleichung 
der zu bestimmenden Fläche selbst sei 

Ax* By* -+- Cr* lA'xy IB'xx -+- 2C'y* j 

+ 2^* + 2Ä'y-T-2C'.r-t-Z>=:ol ' 



+ <lB"y + %C' 

Setzen wir in dieser Gleichung ,r=0 und y=0, so erhalten wir: 

AT \/a* — au 

Die Coordinatenwerthe r=0, y— 0 entsprechen den beiden Punk- 
ten F und P\ für den erstem muss die Ordinate x gleich Null, 
und für den andern gleich c werden; der gefundene Ausdruck gibt 
aber den erstem Werth nur wenn 

D = 0 

ist, und wir erhalten daher auch für den Punkt P: 

c = -j- oder A n = g-. 

Die Gleichung 1. reducirt sich aber dadurch auf: 
Ax* -+- By* •+- Cr* -f- lA'xy 2ß'&z -+- 2 C'yx 



— Ac% -f- 2B"y + %C* = 0 ( 2) 

Auf gleiche Art entsprechen den Coordinaten a:=a y y=0 in die- 
ser Gleichung zwei Werthe von *; der eine ist Null, und bezeich- 
net die Grösse der Ordinate in ./; der andere ist c y und giebt die 
Grösse der Ordinate des Punktes M an. 

Durch diese Annahmen erhalten wir aus der Gleichung 2. 

iRa — Ac V&Ka — Ac)* — *Aa{Ca ~+- 2C ") 
*— 2A — ZA 

Ca 

Damit hieraus *=0 werde, muss C*-f-2C" = 0, also C" = — 

sein; für die andere Ordinate ist 

— Ac 

c=* 1 , 

woraus wir B' = 0 finden. Dadurch geht die Gleichung 2. über in: 

A%* -f- By* -\-Cx*-\-<lA'xy-*- s lC , yx —Acx-\-2B"y—Caa: =0...3) 

Die Coordinaten der Punkte //und R sind ^r = 0, y = £, * = 0 
und .r = 0, y — b, x = c. Für .r:=0, y=b ist aus 3.: 

Aus dieser Gleichung ist wieder wie vorbin für * = 0 und x=c: 

Ä"=-f^, ^' = 0; 
mitbin wird die Gleichung 3. zu: 

Ax* By* ~f- Cr» -f- %A'a;y—Acx — Owr = 0 4) 
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■ • 

Ganz wie so eben finden wir mittelst der Punkte A und deren 
Coordinaten & = a. y = b, x = c und & = a> y-=.b, * = 0 sind, 
den Werth von ^' = 0, so dass sich also die Gleichung 4. auf: 

A%* -*- By~ Cr 3 — Ac% — Bby — Caa: = 0 5) 

reducirt. 

Verlegen wir jetxt den Coordinaten-Anfang in den Mittelpunkt 
0 des Parallelepipeds, und nehmen a:\ ?/, %' für die neuen Coordi- 

Daten an, so dass also ac— — -+-a;\ y= — -\-y' i x=z — -\-%' ist, . 

so wird die Gleichung 5) zu: 

+Ä y + e x * - - <£ = o . . . . 6) 

B ' C B t 

Setzen wir -j = = «, also — = — , und lassen die Accente 

weg, so ist: 

c 2 iL 2 IUI* 

z* -i-ty* -f- «jt 2 = — -f- jH j- oder 

. 

Aus diesen Gleichungen erhalten wir, wenn wir zuerst & = 0 und 
y= 0, alsdann ^r = 0 und % = 0, und endlich y = 0 und * = 0 
aooehmen: 

i % = c a -f- 0 % t y = iVr^* "+" £V-f- 

I 

' ' = i|/"^(c a + 1>H -+- a*u). 

Dieses sind die Grössen der drei halben Durchmesser des Ellip- 
soids, die durch den Mittelpunkt des Parallelepipeds .gehen, und mit 
den drei in F zusammenstossenden Kanten desselben parallel sind. 
Bezeichnen wir wie in I. die drei Achsen des Ellipsoids mit 21, 23, 
(£, so haben wir: 

Min.==r^|/^(c*^ a ^« a «i)\(l-cosa*-cos/S*-cos/ 8 -f-2cosacos/?cos/) , 

ond wenn wir £=1 — cos et* — cos ß* — cos y s -f-2cos a cosß cos ^ 
setzen : 

Pifferentiiren wir zuerst nach /, alsdann nach u, und setzen die 
>itferentialquotienten gleich Null, so erhalten wir: 

(2A*t -C>- a*u)V c* -h &t -+■ a*u , 
2t ^ä = 0 .... 9) 

(2**u — c* — bHyc^ + IPt + tfl, _ _ ft . 
, / — — — U . . . . IUI 

2uVut 

Uesen Gleichungen wird Genüge geleistet, wenn: 

27* 
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U % t — a % u— c* = 0 und Za*u — &*t — c* = 0 

ist, woraus wir ' = p, * == ^ ««"halten. 

Führen wir diese VVerthe von t und u in die Gleichung 7. eio, 
so finden wir für die Gleichung des gesuchten Ellipsoids: 

=•••••") 

Der Inhalt desselben ist 

= ^^3(1 — cos a 2 — cos ß* — cos y 2 -+- 2cos a cos /? cos y). 

Aus der Gleichung 11. sehen wir, dass c\/Z> b\/Z^ #1/3 diejeni- 
gen drei zugeordneten Durchmesser des Ellipsoids sind, welche mit 
den Kanten des Parallelepipcds parallel laufen. 

HI. 

Es soll um ein gegebenes Dreieck ACB das grösste 
Parabclstück beschrieben werden. 

Es sei die Höhe des gegebenen Dreiecks gleich h> AM=a< 
und AB = c (Taf. V. Fig. 3.). 

Die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte ist: 

Aiß Bxy -+- Cac* Dy-\- Ex-\- F—§ . . . . 1) 

Weil in diesem Falle der Kegelschnitt eine Parabel sein soll, 
so haben wir: 

, B*=\AC 2) ; 

folglich 

Bx + -D , \ / 2(Bü — 2AE)x -f- 1> 2 — *AF 
V—~ 2A — 2Ä * 

Da für .r = 0 einer der beiden Werthe von y ebenfalls zu Null 
wird, so muss auch F = 0 werden; mithin ist * 

Bx + D _|_ V2{lW — 2AE)x+-D * . 
V—~~ 2A — 2A 6 ) 

Da aber auch für jc = c ein Werth von y verschwindet, so erhal- 
ten wir aus 3. 

E=-Cc; 

folglich: 



Bx + D _j_ \/ß{Bc -+- 2D)x + D* 

y—~~ 2A — 2A — 

Für & = a muss y=/* werden; durch die Substitution 
Werthe von x und y in der Gleichung 4. erhalten wir: 

n B*ac — (2AA+ Ba) % 
. U — AM ~ 

also 

Bc 1 = {2M ± Da) (ßc ~ Ra ~ 2Ah \ 

2 Ah 
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Multipliern wir die Gleichung 4. mit eijp, und integriren sodann, 
so erhalten wir: 

r Bx*+2Dx \D* + B(Bc + 2D)x\l . r „ 

Da das Integral für a: = 0 verschwinden muss, so wird 

U>ost p—g-g—-^. 

Setzen wir in 5. die Grösse x — c und fügen die Constante bei, 
so ist die parabolische Fläche 

4rR D* Bc* + 2D c , \D*-j-B(Bc-j-2D)c\t 

AVif t-tAWßc+W) \A — lAB{Bc + 2Ü) 5 

oder; wenn wir die obern Zeichen beibehalten, so erhalten wir den 
Inhalt der parabolischen Fläche 

* CI * — \2J(Bc + 2Dy 

Setzen wir in dem Nenner statt Bc-\~2D seinen oben gefundenen 
Werth, so ist, wenn wir den parabolischen Raum ABC durch P 
bezeichnen: 

p B*hc* 

6(2M -+- Ba) (Bc — Ba — 2Ah) 0dCr 



6(2- ( c -a—2^h) 



Die Grösse j, ist noch unbestimmt Setzen wir dieselbe = x, 

so ist: 



6(2*3 -f- a) ( c — a — 2hz)' 

Wird dieser Ausdruck nach * differentiirt, und das Differential 
dP 

^ = 0 gesetzt, so kann das Maximum oder Minimum desselben 

bestimmt werden. 
Ks ist aber 

log» P—\ogn hc l — log» 6 — log» \ llt\-\-u) — log*(c — « — 2»*), 
mithin 

dP_ 2h 2h 

dz + ö c — « — Viz 

folglich , \ 

c — 2a A . n . hAh 
* = —h~ = B> Ü,8Ü ü = 7=2a- 

Werden nun die gefundenen Werthe von B, C\ D, E t F in der 
(ileichunjr 1. substituirt, so ist folgende die Gleichung der gesuch- 
te d Parabel: 

/ « * * > 4A\r 3 . hciha — c)y hh*cx n ÄX 
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Wird die Ordinateo - Axe unter einem Winkel $p gegen die Abris- 
sen -Axe genommen, und die Coordinaten in Bezug auf diese Axeu 
mit :v\ y\ bezeichnet, so ist 

» 

y = y sin 9, a: = sc' -+- y' cos <jp. 
Durch die Einführung dieser Werthe von .r, y in 6. bekommen wir: 
{(<?*— 2a) 2 &\ny> 7 -{-4/t(c — 2a) siny cosgp-f-4^* cos<p a }y' 3 
-\-\\k(c — 2a) sin y + 2/<' cos yi^Vl 

-\-A/i*a?A = 0 ..1) 
-\-\fic{\a — c) sin g> — Ac/t* cos 9>}y| 

Bestimmen wir nun tp so, dass die beiden ersten Glieder dieser 
Gleichung hinwqgfalleu, so muss 

(c — 2a) sin tp-\-2h cos <jp = 0 sein, also tang y = c * 

Um diese Tangente zu construiren halbiren wir AB in />, so ist 
DM=^^ und CM=A, mithin ist der Winkel <p = /_CDB. 

Aus dem so eben gefundenen Werthe von tang </> folgt aber 
auch, dass 

2A , 2a — c 

sin q> — und cos cp = —7^ 

K^-MÄa — c)» (2a — c)* 

ist, mithin 

hc{h.a — c) sin a> — A/1 7 cos <p = ,-7= 

V r T K4A*-+-(2a — c)» 

Die Gleichung 7. wird daher zu folgender: *. - 

a/t — ctf+zr? gV — = 0. 
^fcK4A 2 -f-(2« — c) a 

Diese Gleichung lässt sich in die Proportion 

JD* : ÄPX BP= CD : PQ 

auflösen, und es ist daher CD ein Durchmesser der Parabel, AB 
eine diesem Durchmesser zugehörige Ordinate. 

Führen wir endlich den Werth Von z in den zuletzt gefunde- 
nen Ausdruck für den Inhalt der Parabel ein. so erhalten wir 

P—\hc. 
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XXXIII. 

IVüfungs- Aufgaben, die in Cambridge den Can« 
didaten des Baecalaureates gegeben worden 
sind *). Aus dem Englischen übersetzt und 
mit Bemerkungen begleitet 

von dem 

Herrn Professor Dr. Mens in g 

zu Erfurt. 



Nr. 1. 1834. 



(A.) 

1. Reducire 36 L. 7 sl. M d. in Farthings. 

2. Dividire 19 L. 16 sl. 10± d. durch 46 . > . . Antw. 8 sl. 

1 3.* Wefelen Preis haben 5 Ctr. 3 Qrt. 18 Pfd. zu 3 sl. 6 d. 
per Pfd.? 

4. Beweise dass | dividirt durch 7 ist r 5 T : 

5. Multiplicire 2,83 mit 0,013 und beweise die Richtigkeit des 
Produktes. 

6. Verwandle 15 sl. )\ d. in T \y des Pfundes, und finde den 
Werth von 0,4786 Tagen in Stunden, Minuten und Secunden. 

7. Ziehe die Quadratwurzel aus 2209. Beweise die Regel für 
die Bestimmung der Anzahl von Stellen in der Wurzel. 

8. Welche Länge muss ein Teppich haben der £ Yard breit 
ist und ein Zimmer von 6£ ydt lang und 5£- breit bedecken soll? 



*) Nicht wegen der Aufgaben an sich, sondern um zu zeigen, wie auf 
den englischen, so manche bemerkenswertbe Eigentümlichkeit darbie- 
tenden Lehranstalten die mathematischen Prüfungen gehandbabt werden, 
habe ich die folgenden Aufgaben nebst den höchst einsichtsvollen Be- 
merkungen des Herrn Uebersetzers zu denselben hier abdrucken lassen, 
welchem letztern die Leser des Archivs sich mit mir für diese in. pä- 
dagogischer Rücksicht so interessante Mittbeilung gewiss zu dem auf- 
richtigsten Danke verpflichtet fühlen werde«. 

Der Herausgeber. 
,8 ) Die Antwort musste heissen 8 sf. 7£J d.; aber die Engländer rechnen 
nach Farthings, drücken übrigens dieselben als £ von ihren Pfennigen 
(pence) aus, geschrieben d (da* Normannische deniers) danach sind 
# Pf. = 51 f. = | d. ,V M - 
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9. Was betragen die einfachen Zinsen von 63 L. 15 sl. 7 d. 
in 1| Jahr zu 4£ l'roc; und wie viel ist der Betrag zusammenge- 
setzter Zinsen von 540 L. in 3 Jahren zu 4 Froc.? Antw. 3 L. 
11 sl. 8 J . . . . 607 L. 8 sl. 6£ d. °) 

10. Wenn 7 Mann 6 Acker in 12 Stunden arndten können, 
wieviel werden 15 Acker in 14 Stuuden arndten? 

11. Suche das grösstc gemeinschaftliche Maass für die Bruchs- 
.. , x* — 9 x 9 -f- 23a;— 15 t . , ' . „ 

gheder von — &g-f-7 bringe den Bruch auf seine 

kleinsten Glieder. 

12. Löse folgende Gleichungen: 

\*) . . . ? -1- 5 — i — | 
[») — c 3- — *i 

(4) ... a?+ y— *==8 
'2^r— y-t-3* = 21 
4* -t- 3y — 2.r = 17 

13. Beweise die Regel für die Ergänzung des Quadrates bei 
der Auflösung quadratischer Gleichungen, und löse 

(1) ...4^ s — 3or = 85 

(2) ... »^^^ S = 



°) 3 L. 11 sl. 9,01875 d. und 607 L. 8 sl. 6,3744 d. M. 

••) Schreibt man zuvor 4L — J= — b, was nur einfacher, sonst aber 

y — V — a* 

dasselbe ist, so wird + V * ~ + 2 ^ 3 "j!, A> 

tyVy* — a * = a a Ä _f_ _ oy» = 1) — 2y*, 

— 2 « J = « 4 (^ l) a ■+- 4y« — 4a*(4 ■+- l)y*. 
Da^stch 4y*^und dann a* als Factor hebt, so wird (1(6 -+- 1) — k)y l 



=fc (m _|- n ) 
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14. Zeige dass T V? t> t Grössen sind, die in arithmetischer 
Progression stehen, und bestimme die Summe von 8 Gliedern der 
Reihe, von welcher sie die drei ersten sind. 

Suche auch die Summe von n Gliedern der Reihe 

— r -f- — r — .... In welchem Falle wird eine unendliche 

T T T* 

Menge von Gliedern der letzten Reihe endlich sein? 

15. Beweise die Regeln, durch welche die Anzahl von Permu- 
tationen und Combinationen von n Dingen, die 3 und 3 zusammen- 
genommen werden, zu finden ist. 

, Wenn das Gesetz für den Ausdruck der Permutation von Dingen, 
die zu r und r zusammengenommen werden, zugegeben wird, zu 
beweisen, dass es auch richtig ist, wjenn man sie zu r+1 und 
r+1 zusammen nimmt. 

16. Wenn a : b = c : d=e :f beweise dass — \b = —\d 

und a : b a -\- c -\- € : b -f- d-\-f 

17. Suche den Werth von 1 L. das 100 Jahr zu 4 Proc. Zins 
von Zins getragen hat. > 

Gegeben ist log 1,04 = 0,0170333 • 

und. log 1,482 = 0,70333 • 

18. Gieb das (— )te Glied von (a — a:) n wenn y unpaar ist. , 



Nr. 2. 1834. 
(B.) 

1. Reducire 125 Yard 2' 4" zu Zollen. 

2. Beweise dass •§- von y so viel als -yf- sind. 

3. Theile 3 L. 15 sl. 5] d. durch 23. Antw. 3 sl. 3| d. ffr. 
Vergleiche die Anm. zu 2. in der vorigen Aufgabenreihe. 

4. Sucbe den Lohn von 6 Arbeitern für 28£ Tag wenn 2 sl. 
3 d. täglich bezahlt werden. 



x = — a T7= 

Im Original ist angegeben: 



was offenbar fehlerhaft ist: denn die kleinere Wurzel wird positiv, 
die grössere negativ, und beide können nicht einerlei Zeichen er- 
halten. M. 
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5. Multiplier 36,2 mit 4,57 and beweise die Richtigkeit des 
Pro du et es. 

6. Verwandle 15* 4- 6* in Zebnteltage; und finde deo 
Werth von 5,734 L. 

7. Suche die Interessen von 063 L, 10 sl. 6 d. für \ Jahr 
zu 3£ Proc. Suche gleichfalls den Betrag von 130 L. in 3 Jahren 
zu 5 Proc. in Zins von Zins. 

8. Ziehe die Quadratwurzel aus 167281. Beweise die Regel 
die Anzahl der Wurzelstellen zu bestimmen. 

9. Wenn 69 Yard eines Teppichs von £ Yard Breite ein Zim- 
mer Von 10| Yard Länge bedecken, die Breite des Zimmers zu 
Hnden. 

10. Wenn 800 Soldaten 5 Tonnen Mehl in 6 Tagen verzeh- 
ren, wie viel Soldaten werden 15 Tonnen in 2 Tagen verzehren? 

11. Suche das grösste gemeinschaftliche Maass'der Glieder des 
jP> \ hx* | 5jr | 2 . s 

Bruches = rr— — und reducire den Bruch auf seine klein- 

x* — l*x — 15 / 

sten Glieder. 

12. Löse folgende Gleichungen: 

i 

(1) ...«-»-f + fsMT- f — -f 

(2) . „-1-^=12-^ 

8 2 — 7 

x * 
Arno, des Ueb. Im Original steht =— in der vorletzten Gleichung, was 

ein Druckfehler ist. 

(4) ...^r+ y— * = 13 

3^r— 2y-|- j» = 19 

. 5.Z- 4 s — 2a: = 40. 

13. Beweise die Regel für die Ergänzung des Quadrates bei 
der Auflösung quadratischer Gleichungen; und löse 

(l) ...7a:'— 4.r = 660 

"\/2ax-hx* — x c 

b d 

14 Wenn a\bz=,c\d beweise dass a : — = c : — und dass 

» 

a : b = a -f- mc : b -+- md ist. 

15. Dieselbe . Frage wie 15. in der vorigen Reihe. 

16. Zeige dass -\ . 2 ; , 3-j in arithmetischer Progression stehen 
und finde die Summe von 13 Gliedern der Reihe worin sie die 
ersten sind. 

Suche auch die Summe von n Gliedern der Reihe 

, X ,x 2 ,x* 

*>T-% +i T>--- 
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In welchem Falle wird eine unendliche Menge von' Gliedern 
der letzten Reihe etwas Endliches geben? 

17. In wie viel Jahren wird 1 L. das auf Zins von Zins zu 
5 Proc. steht sich verdoppeln? 

Gegeben sind log 1,05 = 0,0211893 

log 2 = 0,3010300 

18. Gieb das pte Glied von (* + .r)* an. 



Bemerkungen zu den vorhergehenden in Cambridge e r- 
. theilten Aufgaben. Vou dem Lebersetzer. 

Vielleicht lächelt mancher deutsche Lehrer über diese Aufgaben, 
indem er urtheilt: sie möchten wohl für abgehende Schüler unserer 
Gymnasien zu leicht sein. Es scheint wirklich so beim ersten An- 
blicke: aber, man vergesse nicht, dass diese Aufgaben eine ganz 
andere Bestimmung haben als künftige Mathematiker zu prüfen; 
man lege dieselben alle denjenigen vor, die einen sorgfältigen 
Unterricht in den Anfangsgründen gehabt haben, und ich glaube 
man kann eine Wette eingehen! dass unter 10 jungen Leuten nicht 
9 diese Aufgaben, in einer gegebenen Frist, z. B. in einem Tage, 
unter Aufsicht eines Inspicienten lösen. 

Wer das nicht glaubt der mache die Probe. 

Ks ist wahr, die Aufgaben sind leicht; darin besteht aber ihr 
Vorzug, und ein erfahrener Lehrer wird sie um so leichter machen, 
je weiter seine Erfahrung reicht: denn an leichten Aufgaben kann 
man eben so gut sehen wie ein gegebener Stoff verarbeitet wird, 
ja noch besser als an solchen, bei welchen man den gleichsam 
starren Stoff erst bildungsfähig machen muss. Erfindungs- und 
Combinationsgabe sind zu sehr von einer eigenthümlicheu Meinung 
abhängig als dass sie vergleichbaren Prüfungen unterworfen wer- 
den köonten. Durch vielfache Hebungen kann zwar Mancher eine 
Richtung darauf erhalten; es ist aber sehr zu bezweifeln, ob es 
segensreich wirken würde, wenn eine solche Richtung bei irgend 
einer Bildungsanstalt die vorherrschende wäre. Weno Lehrer der 
Mathematik auf Gymnasien darauf ausgehen , ihren Schülern eine 
Vorliebe für die Mathematik beizubringen, so werden ihnen die 
Lehrer in den Sprachen aufsässig; und das hat einen sehr guten 
Grund: denn, nach meiner Erfahrung, ist die Richtung desjenigen, 
der Mathematik vorzugsweise treibt, einseitig, in einem andern 
Sinne wie die Richtung desjenigen, der vorzugsweise alte Sprachen* 
treibt. Diese Behauptung könnte das Thema zu einer weitläufigen 
Abhandlung werden: ich will mich kurz durch einen Vergleich er- 
klären. Beide sind zwei Sehwimmern zu vergleichen, von denen 
aber der eine blos lange und tief tauchen kann, während der an- 
dere dieses nicht vermag, dagegen sich mit Anmuth und Leichtig- 
keit auf der Oberfläche zu bewegen versteht. Der erste taucht 
nach Perlen, findet aber meist leere Muscheln; der andere müht 
sich ab im Wasser, indessen ein gemeiner Fischer in dem gcbrech- 
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lieben Nachen verwundert an ihm vorüber fährt. Beide üben je- 
doch ihre Kräfte, und dieses ist der alleinige Zweck jedes Unter- 
richtes, nicht blos bei körperlichen sondern auch bei geistigen 
Exercitien. Der Lehrer in den Sprachen muss deshalb Uebungen 
vornehmen, die dem Unkundigen als Zeitverlust erscheinen. Der 
Lehrer in der Mathematik giebt oft Aufgaben, die ganz zwecklos 
erscheinen, weil sie meist unpraktisch sind; und wenn man die 
Aufgabensammlungen durchgeht, so muss man sich wirklich, wun- 
dern, weshalb nicht praktische Aufgaben genommen werden, da sie 
doch häuGg eben so nahe liegen wie diejenigen, die selbst den 
Schülern lächerlich vorkommen. Die meisten derselben sind Copien 
oder kleine Erweiterungen der Sammlung von M. Hirsch. Seine 
Periode ist vorüber; Heis in Aachen steht an der Spitze einer 
neuen *). 

Die Engländer sind im allgemeinen praktischer wie die Deut- 
schen, und das zeigt sich auch wieder an den vorangegangenen 
Aufgaben. Man sieht sie enthalten einen Auszug der Elementar- 
Algebra, und wer eine solche Reihc^ wie sie unter den Rubriken 
(A) und (B) mitgetheilt sind, ganz ohne fremde Hülfe, in ge- 

S ebener Frist lösen kann, der kennt diese Elemente ganz gewiss. 
iass dieses nicht ganz leicht ist, dazu folgender Beleg. Ein junger 
Engländer war zwei Jahre bei mir, besuchte mit Nutzen Secunda 
und Prima unseres Gymnasiums, und war nicht ohne Talent für 
die Mathematik. Er ging nach Cambridge, blieb auch dort zwei 
Jahre, trieb daselbst besonders Mathematik, machte die Prüfung 
mit, und — fiel durch. Nicht wahr das klingt unglaublich? und 
dennoch ist es buchstäblich wahr. Ich weiss freilich nicht, ob er 
in der Algebra, oder in der Geometrie, die dort streng nach Ro- 
bert Simson durchgemacht wird, deren Fragen aber sicherlich eben 
so leicht sind wie die algebraischen, nicht bestanden hat. Nur 
derjenige der häufig Prüfungen zu leiten hat, weiss es mit welcher 
hemmeuden Kraft die Befangenheit wirkt. 

Ich will nun nicht behaupten, dass wir unser Abiturienten- 
examen nach englischer Art einrichten sollten; aber unsere Vor- 
schriften, nach denen wir in der Mathematik prüfen sollen, könn- 
ten gewiss besser sein. Sind die Aufgaben auch nur annähernd 
dem Zwecke der Prüfung entsprechend, so kann auch der ge- 
schickteste Schüler sie in 5 Stunden nicht ausarbeiten. 

Gäbe man aber eine leichte geometrische Aufgabe, so könnte 
man dieselbe so einrichten, dass Alles darin läge worüber man 
prüfeu sollte; und dann möchte der Schüler aufhören wo er wollte, 
an der Spur wäre denn der Löwe wohl vom Hasen zu unter- 
scheiden. 



•) Sollte es meine Zeit erlauben, so werde ich einmal auseinandersetzen, 
worin die Vorzüge dieses gediegenen Schulbuebes nach meiner Ueber- 
zeugung bestehen. 
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XXXIV. 

Ueber eine geometrische Aufgabe. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. Mens in g 

zu Erfurt. 



In den vortrefflichen „Beiträtren zu der Lehre von den 
positiven und negativen Grössen von Diesterweg; Bonn , 
1831, hei Habicht" findet sich folgende erste geometrische 
Aufgabe: 

Es ist ein Rechteck gegeben, und auf der Verlänge- 
rung einer Seite desselben ein Punkt; durch diesen 
soll man eineGerade so legen, dass dadurch das Recht- 
eck in zwei Paralleltrapeze zerschnitten wird und 
durch Zusammentreffen dieser Schnittlinie mit einer 
verlängerten Seite des Rechtecks ein Dreieck entsteht, 
welches zu einem jener Trapeze ein vorgeschriebenes 
Verhältnisshabe. 

Es wird, wobei Taf. V. Fig. 4. zu vergleichen, verlangt dass 



x 



(y + *)ö ! \p — y)-i±=V ' *=(y -*-*)« : (br-y\a: sei. 

Setzt man p : t — a : r, so wird 

y-f-Ä : (b — y)x = 1 : r, 

oder (y-j- = — y)x (1) 

Das ist .also die zu lösende Gleichung, die zu der von Diester- 
weg angegebenen Construction führt, wenn mau durch 

9 :' m r=r y : * oder * : m -f- * = y ' y -+- % 

und 9 : yz=uc : b — y das y und % eliminirt und x behält. 

Wir wollen aber" unsere Aufmerksamkeit auf <p richtet], wodurch die 
Aufgabe auch gelöst wird. 
Es ist 

* » 

V = s tg gp also y-\-x = (s-\-m) tg q> 
x=m tg © und durch Substitution in . . . (1) 



i 

i 
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(s + m) tg 9. r = - 1 ^ 

(*-j-«f)r tg 9p 1 = £ ' — 2£y-f- y * = l*—2!>s tg <jp-f-*» tg 
( + — tg 5p»+2^ tg y = J*. 



Man setze 
so ist 



(#H-«i)r — # a =^ 



tg^-l-2^ tg — + _=--(, 

also 

Unterscheiden wir nun die beiden Auflösungen, so wird 



t *-h^U-+-ffl)r _ * 

E s handelt sich mithin nur um eine bequeme Construction der Linie 

\/(#-h aw)r, damit diese Auflösung eben so zierlich wie die ?on 
Diesterweg werde. 

Einfach ist folgende Construction, wobei man Taf. V. Fig. 5. 
zu vergleichen hat. 

D£=zIJC=a; LM\\ED. Man nehme EP=p und ET-=t\ 
ziehe MR || PJ\ so ist EJi = r. Man halbire DC in V und 
mache UV= V E, so ist EU = s-k-m; beschrei be QR\ _EU 

so ist EQ — *»)r, folglich A'C= s -\- tn)r und 

JV'C = *— V/(# 4-«»)r. Ziehen wir endlich J^F || A 7 Ä, so ist 
FEC=z<p', und wenn J££'||iV'Ä gemacht wird, so ist : F'EC=f. 

Hier schliesst sich eins dem andern ganz natürlich an. Die 
speciellen Fälle lassen sich leicht nach den gefundenen Fällen dis- 
cutiren. Auch ist der Winkel, den beide gesuchte Linien ein- 
sehliessen, leicht aus den Formeln 

h h 
tg (p" = ^ - und tg cp' = s _^_y zu ermitteln, 



iniem i+r g /vv = tg (s> "- y,) = «»^fV* ist - 

Ich enthalte mich, um nicht zu weitläufig zu werden, aller 
weitern Bemerkungen über diese Aufgabe, die Manches darbietet 
was nicht ohne Interesse ist. 



1 
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XXXV. 

Aufgabe aus der analytischen Geometrie. 

Von 

Herrn C. Scherling 

Lehrer der Mathematik und Naturkunde am Catharineum zu Lübeck. 



Es ist irgend ein Kegelschnitt und ein Punkt gege- 
beu. Zieht mau durch den Punkt gerade Linien, welche 
den Kegelschnitt in zwei Punkten durchschneiden, so 
fragt es sich, auf welchem geometrischen Orte die Hal- 
birungspunkte der tod dem Kegelschnitte begrenzten 
Stücke der letztern liegen? 

Auflösung. Die Gleichung y % =pae — jj^r* stellt bekannt- 
lieh alle Kegelschnitte dar, wenn der Scheitel eines Durchmessers 
(2m) als Anfangspunkt der Coordinaten genommen wird; nein lieh 
eine Ellipse, wenn m positiv, eine Hyperbel, wenn /// negativ, eine 
Parabel, wenn m unendlich, und einen Kreis/ wenn pz=2m ist; 
in allen Fällen bedeutet p den Parameter des Durchmessers 2m. 

Man lege nun durch den gegebenen Punkt und den Mittelpunkt 
des Kegelschnitts die Axe der a: (bei der Parabel parallel mit der 
Axe), die Axe der y aber wieder durch den gegebenen Punkt und 
parallel mit dem conjugirten Durchmesser (bei der Parabel parallel 
mit der Tangente durch den Scheitel, in welchem die Axe der x 
dieselbe schneidet); so. hat man, wenn a die Abscisse des Scheitels 
des Durchmessers ist, welcher als Axe der as dient, die Gleichung 

y* = p(x — a) — ^(a: — a)\ 

Legt man nun durch den gegebenen Punkt oder den Anfangspunkt 
der Coordinaten eine gerade Linie y=<?.ar, so hat man für die 
Abscissen der Durchschnittspunkte die Gleichung 



= p{& — «)— £ A (* — «)* 



2iw v 
oder 

2;>(w+a) pa(2m er) 

Die beiden Werthe, welche diese Gleichung für a: liefert, stel- 
len also die Abscissen der Durchschpittspunkte jener geraden Linie 
und des. Kegelschnitts dar; die Abscisse der Mitte dieser Linie ist 
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aber bekanntlich gleich der halben Summe jener beiden, also gleich 
dem halben Coefficienten von x in der letzten Gleichung mit ent- 
gegengesetztem Zeichen. Nennt man nun die Coordinaten des ge- 
suchten geometrischen Ortes a/ und //'. um sie von den vorigen 
zu unterscheiden, so hat man jetzt 

£Z?+l oder W^H-^'=p(«-t-a) ; 

oder, wenn man mit :r' multiplicirt und bedenkt, dass die Coordi- 
naten .v' und y* immer auch der zugehörigen von a abhängigen 
Linie angehören, also immer auch y' = aa:' ist, 

2**^* -+- prf* = p(m -+- \ 

oder 

welches die Gleichung des gesuchten geometrischen Orts ist. Man 
sieht, dass die Halbirungspunkte immer wieder auf 
einem ähnlichen Kegelschnitte liegen, dessen Parameter 

p' = ^~(«» H- «) > und dessen Durchmesser für dieses Coordinaten- 

S) stein z=zm-{-a ist. Setzt man ,2*=0. so findet sich auch y=0, 
also geht die neue Curve durch den gegebenen Punkt. Setzt man 
y — 0, so findet sich entweder ,ar = 0, oder ao=m-\-a y also gebt 
die Curve durch den Mittelpunkt des gegebenen Kegelschnitts. 

1. Es sei mm der gegebene Kegelschnitt eine Ellipse oder 
Hyperbel, so zeigt sich folgender merkwürdige Umstand. Nennt 
man den zu 2m gehörigen (conjugirten) Durchmesser 2» für die 
gegebene Curve, aber für die neue "2*»' und 2/»', so hat man 

2n' 2 v n 2 

also 

2« l a' , =2««' , /l , oder m ' : ri = m : n. 

Es haben also die zusammengehörigen conjugirten Durchmesser 
in der alten und neuen Curve einerlei Verhältnis«. Da nun m' be- 
kannt ist { = m -\- c). so lässt sich n' mit Leichtigkeit finden; und 
so hat man gleich vier hervorstechende Punkte für den neuen Ke- 
gelschnitt, wodurch sein Lauf bestimmt ist. 

2. Es sei feruer der Kegelschnitt eine Parabel, also m — oc, 

so erhält man y 2 = — ac\ woraus hervorgeht, dass der Parameter 

der neuen Parabel gerade halb so gross ist, als der der alten, 
oder gleich der Subnormale derselben , woraus sich eine höchst 
einfache Construction ergiebt. 

3. Es sei endlich der gegebene Kegelschnitt ein Kreis, also 
p = 2m, so wird die Gleichung: 

y- =: (m -\- u)a: — ac % 

oder, wenn wir m-+-u = 2r setzen, 

y 2 ss (2r — x)a: oder auch y 2 4-(jr — r) 3 = r 2 , 

welche Gleichung einen Kreis darstellt, dessen Mittelpunktsabsciase 



Digitized by Google 



421 

r = •£(*» + <*), und dessen Halbmesser eben so gross ist. Die 
Gleichung des gegebenen Kreises wird mit Leichtigkeit auf die 
Form gebracht 

y'-f-far — 2r)*=*» 2 , 

wobei 2r, wie oben, m + a bedeutet. Für den Fall nun, dass der 
gegebene Punkt ausserhalb des gegebenen Kreises liegt, müssen, 
sich offenbar die Kreise schneiden, und die gemeinschaftliche 
Chorde wird erhalten durch Subtraction der beiden Gleichungen; 
sie wird nemlich dargestellt durch die Gleichung 

■ 

\ 

*lrac = «(2r m) oder x = 

Die liier in Rede stehenden Coordinaten sind jedenfalls rechtwink- 
lig; also sieht man, dass diese gemeinschaftliche Chorde auf der 
Aoscissenaxe senkrecht steht. Es lässt sich aber auch noch mit 
grosser Leichtigkeit nachweisen , dass die Durchscbnittspunkte die 
Berührungspunkte der Tangenten sind, die man vom gegebenen 
Punkte nach dem gegebenen Kreise ziehen kann. 

Sind a? und f/ die Coordinaten eines Punktes ausserhalb des 
Kreises, und man zieht durch denselben zwei Tangenten, so ist 
die Gleichuog der Chorde, welche die Berührungspunkte verbindet, 
. » 
yy' «+• jco:' = H 3 , 

wenn R den Radius bedeutet, und die Gleichung aus dem Mittel» 
punkte zum Grunde liegt. Im gegenwärtigen Falle haben wir zu 
nehmen 

yy'^-{a: — 2r) 2r) = ; 

da aber der Punkt, durch den jetzt die Tangenten gezogen werdeu 
sollen, der Anfangspunkt der Coordinaten ist, so ist y==0, a/=0, 
mithin ist * V 

— -f-4r 3 =m* oder 2rvr = 4r a — m x = (2r -f- m) (2r — m) 

d. i. 2r.r = a(2r m) ) 

dieselbe Gleichung, die wir vorher für die, beiden Kreisen gemein- 
schaftliche Chorde hatten; es ist mithin unsere Ordinatenaxe die 

Polare des Punktes a? = a ®'£' m \ y = 0; oder es ist dieser 

Punkt der Pol zu unserer Ordinatenaxe. 

Bei der Ellipse und Hyperbel erhält man, falls der gegebene 
Punkt ausserhalb des gegebenen Kegelschnitts liegt, für die ge- 
meinschaftliche Chorde einen ganz ähnlichen Ausdruck: man findet 
nemlicb 

a(2m a) 

& = -, 

m-k-a ' 

was ganz dasselbe ist, wie oben beim Kreise, wenn man m-\-a—2r 
setzt. Dieser Werth nun aber, in die Gleichung der Curve gesetzt, 
Theü II. 28 
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würde zwei absolut bleiche Werf In- für y geben ; es wird also je- 
denfalls die gemeinschaftliche Cborde mit dem zugeordneten Durch- 
messer oder unserer Ordinatennxe parallel und von der Axe der 
ac balbirt. 

Am einfachsten stellt sich diese Eigenschaft der gemeinschaft- 
lichen Chorde für die Parabel heraus, wo man erhält a? = 2o, und 

also y=±Vpa. 

Nachschrift des Herausgebers. 

Bei dem ungemein grossen Reichthume der Mathematik hat es für den 
Herausgeber einer mathematischen Zeitschrift häufig grosse Schwierigkeit, 
sicher zu entscheiden, ob eine solche snecielle Aufgabe wie die vorstehende 
nicht schon anderwärts behandelt worden ist. Auch zweifle ich kaum, dass 
dies bei der obigen wirklich der Fall ist, da dieselbe eigentlich nur eine 
Verallgemeinerung des bekannten Satzes enthält, dass die Mittelpunkte 
aller parallelen Chorden einer jeden Linie des zweiten Grades in einer 
geraden Linie liegen, oder dass der geometrische Ort der Mittelpunkte 
aller einander parallelen Chorden einer jeden Linie des zweiten Grades 
eine gerade Linie ist. Da aber das Archiv nicht bloss absolut Neues mit- 
zutheilen den Zweck hat, sondern auch schon bekannte, nur nicht in jedem 
Lehrbuche sich findende Sätze und Aufgaben aufnimmt, überhaupt auch eine 
gewisse praktische Richtung verfolgt, um Lehrern bei ihrem Unterrichte 
sich nutzlich zu machen: so werde ich, wie früher, auch fernerhin keinen 
Anstand nehmen, auch solchen Aufsätzen, deren Inhalt mir zwar nicht ab« 
solut neu, aber doch instruetiv, und den Zwecken, welche ich durch das 
Archiv zu erreichen beabsichtige, in irgend einer Beziehung forderlich zu 
sein scheint, die Aufnahme nicht zu versagen. Dabei versteht sich aber 
von selbst, dass ich auch Gegenreden immer sehr gern einen Pratz in mei- 
ner Zeitschrift vergönnen werde; nur eigentliche scharfe Polemik, nament- 
lich wenn sich dieselbe nicht bloss auf das rein Wissenschaftliche beschrän* 
ken sollte, muss ich ganz von derselben entfernt halten, so wie ich selbst 
mir nie erlauben werde, ein Urtheil über einmal aufgenommene Aufsätze 
zu fallen oder dieselben mit kritisirenden Bemerkungen zu begleiten. Ich 
wünsche diese gelegentlichen Bemerkungen von den Lesern des Archivs 
als eine allgemeine Erklärung aufgenommen zu sehen. 

Was übrigens die in dem obigen Aufsatze behandelte Aufgabe insbe- 
sondere betrifft, so scheint mir dieselbe ihres Interesses wegen wohl auch 
eine ganz allgemeine analytische, von der allgemeinen Gleichung der Linien 
des zweiten Grades ausgehende Behandlung zu verdienen. Vielleicht möchte 
auch eine rein geometrische Auflösung derselben zu bemerkenswerthen Re- 
sultaten führen. 
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XXXVI. 

J 

Fibonacci, der erste christliche Verfasser einer 
Abhandlung über die Algebra *). 

Von dem 

i % 

Herrn Doctor Gerhardt 

Lehrer am Gymnasium zu Salzwedel, 



Unter der Menge kleiner Staaten, in welche Italien gegen 
Ende des 12ten Jahrhunderts getheilt war, zeichneten sich beson- 
ders die Republiken Venedig, Genua, Pisa aus, deren Hauptstädte 
während der Zeit der Kreuzzüge sich des ganzen Handels nach 
dem Orient bemächtigt hatten. Sie waren dadurch reich, mächtig, 
blühend geworden. Genuesische und Pisanische Kaufleute hatten 
Niederlagen auf der Nordküste Afrikas, auf den Inseln des Arcbi- 
pelagus, in allen grossen Städten des Orients, und kamen hier 
Uberall mit den Arabern in Berührung, die damals die Träger der 
Wissenschaften waren. Auf ihren Reisen dahin sammelten die ita- 
lienischen Kaufleute ausser Ungeheuern Reichthümern einen Schatz 
neuer Anschauungen und neuer Keuutnissc, die sie wiederum in 
ihrer Heimath verbreiteten. So erhielten die Christen von den 
Arabern fast gleichzeitig die Algebra und die Boussoie, so wie 
auch die Philosophie des Aristoteles. 

Ein Kaufmann aus Pisa, Leonardo Fibonacci **), ist der erste 
christliche Verfasser einer Abhandlung über Algebra. Von den Le- 
bensumständen dieses Mannes kennen wir nur das Wenige, was er 
selbst in der Vorrede zu seinem ersten und, wichtigsten Werke, 
dem Abbacus, das im Jahre 1202 lateinisch geschrieben ist, er- 
wähnt. Leonardo war noch Knabe, als ihn sein Vater, der die 
Rechte der pisanischen Kaufleute au der Douane von Bongia in, 
Afrika wahrnahm, zu sich rief, um ihn seines künftigen Berufes 
wegen in der Arithmetik unterrichten zu lassen. Die Nordküstc 
Afnka's war damals im Besitz der Araber, welche besonders die 



•) Nach Libri hist. des math. en Italie Tom. IT. gearbeitet. 

°) Der Name Fibonacci ist aus filius Bonacci zusammengezogen, denn das 
Manuscript des Abbacus in der Magliabeclrischen Bibliothek zu Florenz 
aus dem 14ten Jahrhundert beginnt mit den Worten : Incipit liher abbaci 
compositum a Leonardo filio Bonacci pisano, in anno 1202. Zahlreiche 
Beispiele ähnlicher Zusammenziehungen linden sich noch jetzt in tosca- 
nischen Familiennamen. 

28* 
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Algebra mit Hülfe des indischcu Zahlensystems, das sie sich ange. 
eignet, weiter ausgebildet hatten. Hier lernte Leonardo das indi- 
sche Zahlensystem kennen. Auf seinen Kelsen, die er später durch 
Aegypten, Syrien, Griechenland, Sicilien und die Provence in Han- 
delsgeschäften unternahm . überzeugte er sich besonders von den 
Vorth eilen, die dasselbe vor allen andern, in jenen Ländern ange- 
nommenen Rechnungswesen voraus hatte. Desshalb beschäftigte 
er sich ernstlich damit, benutzte die Geometrie des Euklid und ver- 
fasste so das oben erwähnte Werk in 15 Capiteln, von denen das 
letzte eine Abhandlung über Algebra enthält, auf die wir weiter 
unten zurückkommen werden. Vom Jahre 1202, wo Fibonacci zu- 
erst den Abbacus herausgab, bis 1220 fehlen alle Nachrichten über 
unsern Schriftsteller*; im letztern erschien von ihm ein zweites 
Werk, practica geometriae *) , worauf 1228 eine zweite Ausgabe 
des Abbacus mit Zusätzen folgte. Ausser diesen beiden Schriften 
verfasste Fibonacci noch eine Abhandlung über die Quadratzalilen 
(man weiss nicht, in welchem Jahre), deren Manuscript sich in 
neuester Zeit nicht wieder hat auffinden lassen, die aber nach den 
Zeugnissen von Lucas Paciolo und Ghaligai sehr geistreiche Unter- 
suchungen über die Zahlen enthielt. 

Das ist Alles, was sich über Fibonacci's Lebensumstände bei- 
bringen lässt. Kein gleichzeitiger Historiker gedenkt seiner; dess- 
halb ist auch das Jahr seines Todes unbekannt. Nur das weiss 
man noch, dass Fibonacci von seinen Mitbürgern mit dem Spott- 
namen Bigollone belebt wurde, indem er wahrscheinlich ganz sei- 
nen liebgewonnenen Studien sich hingab, und den Handel, die be- 
liebteste' Beschäftigung seiner Mitbürger, vernachlässigte. Seine 
Werke blieben bis auf unsere Tage in dem Staube der Bibliothe- 
ken vergraben; Commandin, der gelehrte Uehersetzer der griechi- 
schen Geometer, gedachte einst die Practica geometriae durch den 
Druck zu veröffentlichen, aber der Tod hinderte ihn daran. 

Unter den Schriften Fibonacci's ist das wichtigste der Abbacus, 
das, wie schon erwähnt, in 15 Capitel geth eilt ist ••) und unter 



') Der vollständige Titel desselben ist: Inripit pratica geometrie compo- 
sita alconardo Bigollosio fillio Bonacii pisauo, in anno Mt < XXI. 

*) Das Inhaltsverecichniss derselben möge hier eine Stelle finden: 

1) De cognitione novem rigurannn Yndorum et craaliter cum eis oro- 
nis nuineris scribatur, et qui nnmeri et qualiter retineri debeant 
in manibus et de introduetionis abbaci. 

2) De multiplicatione integrorum numerorum. 

3) De additione ipsorum ad invicem. 

4) De extractionc ininorum numerorum ex majoribus. 

5) De divisione intogroruin numerorum per integros. 

G) De inultiplicatione integrorum numerorum cum ruptis, atque rupto- 
rum sine sanis. 

7) De additione et extractione et divisione numerorum integrorum 
cum ruptis atque partium numerorum in singulis partibus re- 
duetione. 

8) De emptione et venditione rerum venalium et sünilium. 

9) De barattis rerum venalium et de emptione bolsoualiae et quibus- 
dam reguüs similibus. 

10) De societatibus faetis int er consocios. 

11) De consolamine monetär um atque eorum reguüs quae ad conso» 
lamen pertinent. 
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andern eine Darstellung des indischen Zahlensystems üud in dem 
letzten Capitel eine Abhandlung über Algebra enthält. Da dieses 
Capitel in dem 2ten Theile von Libri's Geschichte der Mathematik 
in Italien vollständig abgedruckt ist, so können wir uns genau 
von seinem Inhalte uberzeugen. Es besteht aus 3 Tb eilen: in dem 
ersten ist über Proportionen, im zweiten über geometrische Pro- 
bleme, i in dritten über Algebra gebandelt. Dieser letzte Tbeil ist 
der interessanteste des ganzen Werks; jedoch zeigt eine Ver- 
gleichung desselben mit dem bekannten Werke Mohammed ben Mu- 
sa's, dass Fibonacci bei der Abfassung desselben das berühmte 
Werk dieses arabischen Schriftstellers vor sich hatte und darnach 
arbeitete. Kr giebt zuerst dieselben Erklärungen , betrachtet dar- 
auf dieselben sechs Fälle von Gleichungen, nämlich drei einlache, 
wohin die Gleichungen von der Form 

ax % = bjv. f/jv 2 — b. x = a 

gehören, und drei zusammengesetzte, d. h. Gleichungen von der Form 

a>v 2 -\-bx=LC, — ax-\- S, .r 3 -f- « = b. 

Bei der Lösung dieser Fälle verfahrt Fibonacci ebenso ganz auf 
dieselbe Weise, wie Mohammed ben Musa, er giebt immer zuerst 
numerische Beispiele, darauf die allgemeine Regel für die Lösuug 
jedes einzelnen Falles ohne Beweis. In allen Fällen « erden, eben- 
falls nach dem Beispiel der Araber, sämmtliche Glieder der Glei- 
chungen als positiv angenommen. Zuletzt folgt der Beweis, der 
in einer geometrischen Construction der Gleichung besteht. Das 
Ganze bcscbliesst eine Menge von Aufgaben, von denen jede auf 
einen der oben erwähnten sechs Fälle zurückgeführt wird. 

Demnach scheint dieser algebraische Tbeil nur eine Bearbei- 
tung des oben erwähuten arabischen Werkes zu seiu. Die Wissen- 
schaft selbst ist hier von Fibonacci nicht weiter gefördert, denn er 
lässt ebenso wie die Araber, die zweite Wurzel bei der Lösung 
der Gleichungen des zweiten Grades unberücksichtigt; ja er ist 
Dicht einmal so weit gegangen, als Mohammed ben Musa, der 
die Kxistenz der zweiten Wurzel wenigstens für die Gleichung 
ax* -+- Iß = ex angedeutet hatte. 

W ir Rind jedoch weit entfernt, diesen Mangel Fibonacci zum 
Vorwurf zu machen; seine Schriften zeichnen sich nicht allein vor 
denen seiner Zeitgenossen, sondern auch vor denen eines ßaco, 
eines Ruimundus Lullus, eines Albert des Grossen, die nach ihm 
schrieben- und die ausgezeichnetsten Männer ihrer Zeit waren, 
rühmlichst aus, indem sie nur Wahrheiten enthalten, anstatt dass 
man in den Werken der damaligen Zeit den finstersten Aberglauben 
mit einzelnen richtigen Aussprüchen und ürtheilen gepaart findet. 



12) De Solutionibus imiltanmi positarum qnaestionum quas erraticas 
appellamus. 

13) De regula eleatayin, qualiter per ipsum ferc omnes erraticae quae- 
stiones solvantur. 

14) De reperlendis radieibus quailratis et eubiis et multiplicatione et 
divisione seu extractionc earum in sc, et de tractatu binomiorum 
et recisorum et eonun radicium. ' 

15) De regulis et proportionibus geometriae pertinentibus, de quaestio- 
nibqs algebrae et altnachabclae. 

t 

•> - 

Digitized by Google 



426 



Fibonacci hatte auch bei der Abfassung- seines Abbacus nur das 
rein Praktische im Auge "); er wollte seine Mitbürger mit den Vor- 
theilen bekannt machen, die das indische Zahlensystem in der 
Rechnung vor denen voraus hatte, die bisher in Italien und andern 
Ländern gebräuchlich waren. Dies ist sein Hauptverdienst, wofür 
ihm die Nachwelt den grössten Dank schuldig ist. — 

Da aber die übrigeu Schriften Fibonacci's erwähnt worden 
sind , so möge jetzt noch eine kurze Beschreibung derselben fol- 
gen. Die Practica ßeometriae ist ein sehr voluminöses Werk, das 
in 8 Distinetionen eingeteilt ist und von dem verschiedene Manu- 
Scripte existiren, die beweisen, dass es der Verfasser mehrmals 
überarbeitet hat. Den Hauptinhalt desselben bilden Untersuchungen 
über die Ausmessung der Körper; besonders zu bemerken ist aber, 
dass darin das Theorem vorkommt, in welchem die Fläche eines 
Dreiecks durch die 3 Seiten bestimmt wird, ein Satz, ' der sich schon 
in den Schriften Bruhmeguxta's findet 00 ). Fibonacci hat ihn wahr- 
scheinlich aus einer Schrift des Juden Savosardu entlehnt, der im 
12ten Jahrhundert lebte und dessen Werk von Plato von Tivoli 
ins Lateinische übersetzt ist. Indessen werden uueh in der Practica 
geometriae algebraische Gegenstände abgehandelt; so findet sich io 
der zweiten Distinction die Ausziehung der Quadratwurzeln, in der 
fünften die der Cubikwurzeln und am Ende des Werks Probleme 
aus der unbestimmten Analysis. 

Fibonacci, hat auch eine Abhandlung über die Quadratzahlen 
geschrieben, die von ihm selbst, von Lucas Paciolo, Ghaligai, Xy- 
lander und Baldi erwähnt wird, die aber in neuester Zeit nicht 
wieder hat aufgefunden werden köunen. Paciolo hat einen Theil 
derselben seiner Summa arithmetica einverleibt, und Ghaligai scheint 
alles das daraus entnommen zu haben, was er über unbestimmte 
Analysis sagt. Aus einer Vcrglcichung beider Schriften lässt sich 
die Behauptung Xylander's, Fibonacci habe diese Abhandlung aus 
der Arithmetik des Diophantus entlehnt, zurückweisen; beide habea 
keine Aehnlichkeit mit einander. Fibonacci giebt unter andern 
darin die Summe der Reihe der natürlichen Zahlen, die ihrer Qua- 
drate, so wie auch die allgemeine Formel zur Bildung arithmeti- 
scher Dreiecke; es findet sich auch daselbst die Lösung eines be- 
sondern Falles von dem schwierigen Problem: eine Quadratzahl 
zu finden, so dass, wenn mau zu derselben eine gegebene Zabl 
addirt oder davon subtrahirt, sie immer ein Quadrat bleibt. 



°) Sane hie liber magis quam ad theoricam spectat ad practicam , sagt er 
in der Vorrede. 

00 ) Vergl. die historischen Notizen, die Ghasles über dieses Theorein in 
seiner Geschichte der Geometrie (p. 480 ff. der Uebersetzung von 
Sobnke) beibringt. Derselbe sagt, dass es sich in der Practica geome- 
triae nach der Art der Araber bewiesen findet; hieraus konnte man 
schliessen, dass Fibonacci es unmittelbar von den Arabern entlehnt 
habe, und nicht von Savosarda, 'wie Libri nieint, zumal da in dem 
Werke des letztern der Beweis fehlt. 
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lieber de« rrsprans «ml die Verbret nmf 
seres geseowärtisefi Zahlensystems *). 

Bern Doctor Gerfeardt 



Zwischen Libri «s4 Ca a^le-i. itm Verfasser dtes Kf^r^m iUiv> 
nquc sar 1'oririne et k &rte!ea$eci< E st des a*<z<?«d*s ea G-t*a-etr>e 
etc. Bru\. \~iz< Dests-cle iWrseü: S*k*k<"> ts* ia *i*v^ 

4p Zahlensystems aassreWT>eieB. Jener kki^M. ~d*ss 
Christen dasselbe dea Arakern za verdaaken kälten and l*s& n. 
tueotlirb Fibaaacci znersi die fteemaiss desse'iea verWe;tef kahe : 
dieser aeiat. dass aaser Zahlensystem sr> c > » der Griechen aad 
Römer entstanden sei. und will was erste Vorkommen desselben 
den Werkea des Baerias Tiniieirt wissea, der es wieaerna dea IV- 
tliagoraera zuschreibt. Libri bat jecocb die käkaea Hypothesen 
und irrigen Ansichten des letzteren geaiigead widerlegt, aad Caas- 
les selbst kat ia einer Xote aa Ende seines Werkes seinen Irrthum 
lieLaaot. Die Stelle des Boetins, auf welche CVasIes seine Ansich- 
ten tiasirt und die au ia dea oben ernannten Werke tollsiand»* 
abgedruckt Cndet, beweist weiter nickte, als dass aan siek zur 
Zeit dea Boetins gewisse Abkörzungeu ia der Multipliern on aad 
Division erlaubte, and besonderer Kanstsriff«* nnd Zeichen dabei 
bediente, wie es schon seit den ältesten Zeiten Sitte war, aad die 
ribonacci auch auf seinen Reisen fand. Cbasles hatte sich durek 
diese Stelle zu der offenbar irrigen Ansiebt verleiten lassen, das» 
die Zahlensysteme der Griechen and Köaer tob dea nasrigea aar 
weoijf versebieden wären, denn beiden laare eine Prorression aack 
zu Grande und beide druckten irsreud eine Zahl auf dieselbe 
Art durch Einer t Zehner, Hunderte , lausende u. s. w. aus ait 

Hülfe der neun Grundzahlen Eins, Zwei, Drei Neun. Aber 

es ist bekannt, dass unser Zahlensystem von denen der Alten sich 



e ) "Ausser Libri bist, des math. en Italie ist hierbei iK.cb benutzt Chasles 
Geschichte der Geometrie übersetzt vou Sobnke, und liullutann über 
das Städtewesen des Mittelalters. 
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hauptsächlich dadurch unterscheidet, dass einmal in dem unsrigen 
der Werth der Ziffern von ihrer Stellung abhängt , und zweitens 
dass wir aus den neun Zahlzeichen mit Hülfe der Null, deren 
lateinischer Name Zephirum offenbar arabischen Ursprungs ist, alle 
Zahlen bilden, anstatt dass die Griechen und Römer zur Bildung 
der Zahlen über Zehn hinaus neuer Zeichen sich bedienten. Ausser- 
dem werden auch unsere gegenwärtigen Zahlzeichen von allen 
christlichen Schriftstellern, die in der frühesten Zeit über Arithme- 
tik und Algebra schrieben, wie Fibonacci, Sacrobosco, Jordan us, 
Valla, u. a. m. indische genannt. 

Eine andere Frage ist aber die, ob nicht vielleicht schon vor 
Fibonacci unser gegenwärtiges Zahlensystem von den Arabern zu 
den Christen herübergekommen ist. Libri sagt, es gäbe Manu- 
scripte von ungewissem Datum, die vor dem Jahre 12Ö2 ab^efasst 
zu sein schienen und in welchen sich neun Zahlzeichen fänden, 
deren Werth von ihrer Stelle abhinge; aber sie schienen sämmtlich 
von Juden geschrieben oder von Christen während ihres Aufenthal- 
tes bei den Mauren in Spanien, und entschieden desshalb nichts 
über die erste Einführung unseres Zahlensystems bei den Christen *). 
Nun ist es aber bekannt, dass es namentlich die Judeu waren, 
welche den Verkehr zwischen Arabern und Christen vermittelten. 
Uchcrall zerstreut und mit Handel beschäftigt hatten sie sich in 
Asien, in Europa und Afrika ausgebreitet. Die zahlreichen Syna- 

Sogcn^ welche sie im Süden Frankreichs, in Spanien und Italien 
atten, correspoudirten mit einander. Sie übersetzten eine grosse 
Menge griechischer und arabischer Werke über Astronomie, Philo- 
sophie und iMeüicin. Sollten sie bei diesem Geschäfte sich Dicht 
auch mit dem Inhalte der Werke, die sie unter den Händen hatten, 
befasst, und die arabischen Zahlzeichen, die überall iu diesen Wer- 
ken vorkommen mussten, bloss copirt haben, ohne ihren Werth 
kennen zu lernen? Es lässt sich wohl annehmen, dass sie hei 
ihren fortwährenden" Korrespondenzen auch einander ihre Kennt- 
nisse mittbeilteu, und dass eine Mittheilung des arabischen Zahlen- 
systems, das vor allen übrigen damals gebrauchten so grosse Vor- 
theile gewahrte, au ihre Glaubensgenossen, bei ihrem entschiede- 
nen Hange zu Handel und Gewinn," gewiss nicht unterblieb. Gleich- 
wohl muss man gestehen, dass alles das, was von den Juden, einem 
verachteten un 1 mannichfach gedrückten Volke ausging, von den 
sieh erhaben dünkenden Christen verabscheut wurde. 

Was nun aber die Christen betrifft, die nach Spanien gingen, 
um sich bei deu Maureu zu unterrichten, so ist wohl dicht wabr- 



°) Libri bleibt in seinen Behauptungen nMit consequent; denn auf Seite 
298 ff. führt er ein Manuscript an, «las im Jabro 1134 mit Hülfe eines 
Juden aus dem Arabischen übersetzt ist und Arithmetik enthält. Ainsi 
ce manuscript, fährt er fort, ne peut fournir aueun arguroent eontre la 
priorite de l'Abbacns de Fibonacci, qui cepeudant (com ine nous le re- 
connaissons avec la plupart de ceux qui ont-discute ce point de l'hi- 
stoire des sciences) n*a pas cte le premier ouvrage latin oii Von 
ait employe les chiffres arabes, maisqui, jusqu'a ce que d'antres faits 
viennent prou\cr le eontraire, doit etre considere cominc le premier 
traite avee date certaine ecrit originaireinent en latin par un Curctien, 
-ou les regles de la nouvelle arithmetique sc trouvent exposces. 
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scheinlich, dass sie ihre dort erworbenen Kenntnisse fdr sich be- 
hielten und die Ausbreitung derselben unter ihren Landsleuten un- 
terliesscn. Als Beispiel mag hier der bekannte Gerbert erwähnt 
werden, der zu seiner Ausbildung nach Spanien zu den Sarazenen 
gegangen war und nach seiner Rückkehr, im Jahre 999 unter dem 
Namen Sylvester II. den päpstlichen Stuhl bestieg. Auf seinem 
Rückwege verbreitete er eifrigst seine Kenntnisse, aber die Un- 
wissenheit seiner Zeitgenossen war so ungeheuer, dass man ihn 
seiner neuen Lehren wegen verketzerte und der Magie anklagte« 
Seine geometrischen Schriften behandeln zwar nur die elementar- 
sten Gegenstände, aber unmöglich kann diess Anlass zu zweifeln 
geben, ob Gerbert wirklich seine Kenntnisse den Arabern verdankt, 
wie Chasles zu behaupten geneigt ist; vielmehr beweist es meiner 
Meinung nach, dass Gerbert ein guter Pädagog war, der erkannte, 
dass die hohen Kenntnisse, die er bei den Arabern gewonnen hatte, 
für seine Landsleute eine zu unverdauliche Speise waren. Von grös- 
serer Wichtigkeit scheinen seine arithmetischen Schriften zu sein, 
die grösstenteils noch nnedirt in der Bibliothek des Vatikan liegen. 
Ks findet sich darin nach der Behauptung Chasles ein Zahlensystem, 
von, dem damals gebräuchlichen lateinischen verschieden ist. Der 
Tbätigkeit und dem Lehreifer Gerberts verdankte namentlich die 
Schule zu Rheims ihre Blüthe. Wissbegierige Männer strömten aus 
Frankreich und Deutschland herbei, um sich unter ihm zu bilden, 
and die hinterlasse neu Manu Scripte eines Adalboldus, Bischofs von 
Utrecht, eines Heriger, Abts von Laubes, und Bernelius, die sämmt- 
lich seine Schüler waren, beweisen, dass Gerbert denselben seine 
bei den Arabern gewonnenen Kenntnisse mittheilte. Sie setzten 
das angefangene Werk ihres Meisters eifrigst fort, und noch im 
12ten Jahrhundert gewährten die Bäume Schatten und Früchte, 
welche Gerbert im lOten au Rheims gepflanzt hatte. Durch Spröss- 
linge davon sind in Frankreich und Deutschland verschiedene 
Stämme unmittel- oder mittelbar veredelt worden. Solange jedoch 
die bisher in dem Staube der Bibliotheken vergraben liegenden 
Manuscripte nicht veröffentlicht werden, lässt sich über die Tbätig- 
keit und Wirksamkeit Gerberts, wie seiner Schüler, nichts behaup- 
ten, und Franzosen und Deutsche müssen vor der Hand zugestehen, 
dass zuerst von Italien aus durch Fibonacci unser gegenwärtiges 
Zahlensystem in Europa verbreitet worden ist. Das steht aller- 
dings fest, dass in Deutschland die Geistlichen, denen die Sorge 
des Unterrichts oblag, im Ilten, 12ten, 13ten Jahrhundert an nichts 
weniger dachten, als für Bildung thätig zu sein. Seitdem hohe, 
wie niedrige Stellen käuflich wurden, seitdem die hohe, wie die 
niedrige Geistlichkeit dahin strebte, immer mehr weltliche Macht 
sich zu verschallen, seitdem jene den lebhaftesten Antheil au der 
Politik nahm, und diese sich sogar mit Handel befasste, da gingen 
auch die letzten Spuren der ächten, wissenschaftlichen Bildung ver- 
loren. Der Unterricht beschränkte sich auf nothdürfiiges Leseu und 
Schreiben. - Es blieb ihnen keioe Zeit übrig, au ihre eigene Aus- 
bildung zu denken, fortwährende Streitigkeiten mit den Bürger- 
schaften, in deren Nähe sie wohnten, über Gerichtsbarkeit und welt- 
liche Macht nahmen ihre ganze Tbätigkeit in Auspruch, und sie 
hielten mit aller Gewalt, die ihnen zu Gebote stand, das Volk in 
Unwissenheit zurück und hinderten jedes kühne Emporstreben. 
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Dies änderte sich jedoch, als in Folge der Kreuzzüge ein kräf- 
tiger llärgerstand sich zu bilden anfing, der sich besonders mit 
Handel beschäftigte und zur Förderung des Kunstfleisses sehr tbä- 
ttg war. Zur Zeit Friedrichs II, des grossen Hohenstaufen, kam 
eine grosse Uandeisstrasse von Wien nach Venedig in Gang, da 
um diese Zeit Constantinopel aufhörte, Haupt nie derlage der nor- 
genländischen Güter zu sein und die Venetianer dieselbe in ihrer 
Stadt einrichteten. Schon seit der Mitte des 13teo Jahrhunderts 
zogen die reichen Kaufleute von Augsburg, Nürnberg, Ulm, Mem- 
mingen, über die Alpen nach Venedig, und 1268 dacbte man da- 
selbst auf die Anlegung eines eigenen Kaufhauses für die Deut- 
schen. Aber nicht allein gingen deutsche Kaufleute nach Italien 
und verweilten dort längere oder kürzere Zeit, sondern auch Itali- 
ener, besonders Venetianer, Florentiner, Lombarden, besuchten die 
grossen Handelsplätze Mitteleuropas, und erhielten die Erlaubniss, 
sich daselbst häuslich niederzulassen. Grösstenteils war das Wech- 
selwesen in Deutschland, Frankreich, England, in den Niederlanden 
in den Händen Italienischer Kaufleute, von denen die meisten aus 
der Lombardei und Toscana gebürtig waren, besonders aus Florenz 
und Siena. Damals, bei diesem wechselseitigen Verkehr, geschah es 
wahrscheinlich, dass die Deutschen zum zweiten. Male mit unserem 
gegenwärtigen Zahlensysteme bekannt wurden, nachdem der von 
Gerbcrc ausgestreute Same längst spurlos verschwunden war. Denn 
Libri zeigt, dass es damals in allen Städten Italiens Mathematiker 
gab, besonders in Florenz, wo lange Zeit die von Fibonacci ge- 

g rundete Schule blühte. Alle Bibliotheken Italiens, Frankreichs, 
nglands und Deutschlands enthalten eine Menge Manuscripte, die 
011 Italienern über verschiedene mathematische Gegenstände im 



14ten und 15ten Jahrhundert geschrieben worden sind, und in eini- 
gen wird ausdrücklich bemerkt, dass sie für Kaufleute bestimmt 
waren, für welche die Kenntniss der Algebra BedürfnisS war. Ge- 
wiss brachten damals auch deutsche Kuufleute solche Manuscripte 
in ihre Heimaib oder im Auslande lebende Italiener verbreiteten sie 
tn ihrem neuen Vaterlande. Und wahrlich, es gereicht Deutschland 
zur Ehre, dass dieser neue Same auf keinen unfruchtbaren Boden 
fiel; denn in der That, seit <dem Anfange des löten Jahrhunderts 
wurde in Deutschland und von Deutschen eine Menge, namentlich 
arithmetischer Schriften, verfasst, deren Titel ,,die coss, Wälsche 
Practica, u. s. w." zwar italienischen Ursprung verratben, die aber 
nichts destoweniger der Deutschen eigenthümlicbe Fortschritte in 
der Behandlung der Arithmetik zeigen *). Hierher gehört beson- 
ders der Gebrauch der Zeichen -+- und — , die nach Libri's aus- 
drücklicher Bemerkung in den Manuscripten italienischer Mathema- 
tiker dieser Zeit nicht vorkommen. Gewiss wird auch noch mehr 
dergleichen, was den Deutschen zum Ruhme gereicht, zu Tage ge- 
fördert werden, wenn ein deutscher Mathematiker, der Gelegenheit 
hat, die Bibliotheken Nürnberg's, Wien's, Müuchen's, Aucsburflfs 
u. s. w. zu benutzen, sich mit der Lösung der von der Fürstlich 
Jablonowskischen Gesellschaft zu Leipzig für das Jahr 1842 ge- 



°) Vergl. Drobisch de Joan. Widmanni Egerani Compendio Arithmeticac 
inercatonun, wo p. 33. gezeigt wird, dass Rechnungsbeispiele aus dem 
Abbacus Fibonacci's sich bei Weidmann finden. 
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stellten Preisaufrabe befassen sollte, ob es nämlich vor Radolff von 
Jauer deutsche Kossiflten gegeben Labe, welche die Algebra auf 

Weise ausbildeten. 



XXXVIII. 

Ueber eine Aufgabe der praktischen Geometrie. 

Von dem 

Herrn Prof. C. A. Bretsckncid er 



in Gotha. 



Im ersten Theile von Meier Hirsch's Sammlung geometrischer 
Aufgaben findet sich folgendes Problem in §.149. vorgelegt: aus 
den drei Spitzen eines gegebenen Dreieckes wird ein 
Thurm gesehen, dessen Fuss mit dem Dreiecke in Einer 
Ebene liegt; die Winkel, unter welchem er aus densel- 
ben erscheint, sind gegeben: man soll die Entfernung 
des Thurmes von jedem dieser drei Punkte finden. Die 
Lösung hat der Verfasser dadurch erhalten, dass er zwei Hiilt's- 
linien einführt, x und //, welche zuletzt ans zwei Gleichungen ge* 
fanden werden müssen, von denen die eine vom ersten und die 
andere vom zweiten Grade ist. Die Coefficienten dieser Gleichun- 
gen sind aber bereits so zusammengesetzt und so wenig elegant 
oder symmetrisch gebaut, dass Meier Hirsch sich begnügt hat, die 
erwähnten Kndglcichun^cn aufzustellen und die wirkliche Entwicke- 
lung von x und y aut die jedesmalige numerische Rechnung zu • 
verweisen. 

Indessen lässt die vorgelegte Aufrabe eine sehr einfache und 
auch ziemlich elegante Lösung zn. Bezeichnet man nämlich die 
Winkel des gegebenen Dreieckes mit ABC y ihre Gegenseiten mit 
aic, die Höhe des Thurmes mit /t, seine Abstände von den Drei- 
ecksspitzen ABC bezüglich mit a x b x c xy ferner die zwischen a x 
und c x und zwischen b x und c x am Fusse des Thurmes liegenden 
Winkel respective mit o und.», und nennt endlich die Winkel, 
unter welchen der Thurm von ABC aus gesehen wird, der Reihe 
nach aß/j so ist die Auflösung in folgenden einfachen Formeln 
enthalten : 

,~ x a x cot 2 a-f-Ä 3 cot *« — c* cot 2 y 

C08 ((■+»+«)= g g - g cot ß y - 
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hl — 

cot 2 «-t-cot 2 ß — 2cot « cot ß cos (o-f-t»)' 
a x =h cot a, b x -=h cot /?, c l = /i cot y. 

Die Aufgabe hat übrigens eine doppelte Lösung, da C-f-o-f-w 
kleiner oder grosser als 180° sein ,kann. Die Gründe, auf welchen 
vorstehende Formeln beruhen , sind sehr einfach. — Es bildet 
nämlich der Fusspunkt des Thurmes mit den Spitzen des gegebe- 
nen Dreieckes ein Viereck. Nun habe ich aber in einem bereits 
früher in diesem Archive mitgetheilten Aursatze, die trigonometri- 
schen Relationen des geradlinigen Viereckes betreffend, den Satz 
bewiesen, dass in jedem beliebigen Vierecke das Quadrat 
des Produktes beider Diagonalen gleich ist der Summe 
der Quadrate von den Produkten je zweier Gegensei- 
ten, weniger dem doppelten Produkte aller vier Seiten 
in deu Cosinus der Summe zweier Gegenwinkel. Dies auf 
das vorliegende Viereck angewendet giebt die Gleichungen: 

= b*b x * +c ? c, s - 2bb x cc x cos (C+ö + «) 
b?b x * = « a « I * -\-c x c x l — 2««,^, cos (B — o) 
c*c x *=:a*a x 2 -i-b*b x * — 2bb x aa x cos (A — v) 

Substituirt man hierin die Werthe von a x b x c x aus den Gleichungen 

a x =h cot «, b x = h cot /?, r, = // cot / 

so fällt //- als gemeinschaftlicher Factor auf beiden Seiten ganz 
heraus, und man erhält: 

2£c cotß cot / cos (C-{-o-\-ii) = a' t cot 2 «+6 3 cot c 1 cotV 

2ac cot« coty cos{ß-—o) =«* cot*« — b % cot *ß-t-c* cot*/ 

"2ab cot« cotß cos(^4— «) =ei 2 cot 2 «-M 2 cot cot *y 

woraus die Winkel o und #/ gefunden werden. Nur bleibt hierbei 
die in der Natur dieser Aufgabe liegende Zweideutigkeit zurück, ob 

C-h©-f-«^180° und mithin B^o und A^u 

ist, d. h. ob der Fuss des Thurmes innerhalb oder ausserhalb des 
um das Dreieck ABC beschriebenen Kreises liegt. Lässt sich die- 
ser Punkt nicht anders woher entscheiden, so hat die Aufgabe zwei 
Lösungen. Es ist nun aber ferner 

c* = a x 3 -f- 6 t * — 2a x b x cos(o-f-w) 

= /< a (cot 3 «-|-cot 2 ß — 2cot a cot ß *os (o -4-«)) 

woraus sich sofort // und mit dessen Hülfe unmittelbar a x b x c x er- 
giebt. Wollte man der Sicherheit der Rechnung halber oder aus 
einem anderen Gruude alle drei Werthe von // berechnen, so würde 
die Rechnung am schicklichsten nach folgeuden transformirten 
Ausdrücken angestellt werden. Man setze 

a cot « = a, b cot ß = l), c cot yz=zc 

so ist 



Digitized by Google 



433 

tang -tt)—±y (a-hb-f-c) (-a+b + c) 
Ä \ |_l/ (fl + b — c) (— q.f-b-+-c) 

taug l(C+o + u) = +y - (tt4 . bH _ c)(aH . b ^ c) 

dann berechne man die Hunswinkel '/v/V/j aus den Gleichungen: 
cos 2gp, = coa 2ß cos 2y-f-sin 2/J sin 2/ cos « 
cos 2$p 3 = cos 2a cos 2y-f-sin 2a sin 2y cos o 
cos 2y,=cos 2a cos 2ß -f- sin 2a sin 2ß cos (o-fr-«) 

so wird 

. -a siu ß sin y £ sin a sin y c sin « sin ß 

fl SSS 1 = : = : , 

sm y-, sin y> 2 sm y , ' 

woraus sich wiederum a x b y c x unmittelbar ergeben. — Beispiels- 
halber füge ich noch die Resultate einer Rechnung bei, die nacb 
folgenden Daten geführt wurde: 

c = 1370,059 y= 9° 54' 

b= 870,417 p=10° 35' 

a= 707,295 a = 12° 14'. 

Dies gab zuvörderst: 

67=120° IV 8",88 und c = 7850,085 

B= 33 18 39,66 b = 4658,687 

^= 26 30 11,46 0 = 3262,180. 

Hieraus ergab sich nun in dem einen Fall, nämlich A<u> 

0 » = 75° 33' 25",96 Cl = 1282,52 

* = 42 28 50,00 £,=1197,98 // = 223,836 , 

«# = 32 54 35,96 «, = 1032,37 

für den andern Fall A ^> m hingegen wurde 

o -f- u = 44° 14' 16",28 c x = 2058,26 

o = 24 8 29;32 = 1922,59 // = 359,224 

« = 20 5 46,96 «,=1656,81 

gefunden. 



Ich bemerke bei dieser Gelegenheit, dass das Pothcn ot'sche 
Problem sich mittelst der von mir für das geradlinige Viereck auf- 
gefundenen Relationen ebenfalls sehr schnell und direkt lösen lässt. 
Behält man nämlich die Bezeichnung des Vorhergehenden bei, in- 
dem man den Fusspunkt des Thurmes als vierten Punkt betracb- 



« * 
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te't, der durch die gemessenen Winkel o nnd // gefunden werden 
soll, so ist jederzeit, wenn man zur Abkürzung die Hülfsgrössen 
aßy mittelst der Gleichungen 

0 sin (A — *)=za 
ß sin {B — o) = b 

y sin (C-f-o-f-sf) = c ' 
einführt, unmittelbar und ganz allgemein; 

= ßy sin (A — u) 

1 ± ^ß 2 -*-y 2 — 2ßy cosüi 



ay sin (B — o) 
■■Va*'+y* — -2y cos o 



«/? sin (C-f-o-f-tt) 



wobei von den beiden Zeichen im Nenner stets dasjenige genom- 
men werden muss, was die Wcrthe von a x b l c x positiv macht. 



Einige Eigenschaften der binomischen Koeffi- 
zienten. 

* 0 

Von 

Herrn O. Schlömilch 

zu Wien. . 



I. Eine wichtige Rolle spielen die Binomialkoeffizienten bei 
folgender Untersuchung: . . 

Es sollen die Redingungen aufgefunden werden, unter welchen 
die beiden unendlichen Reihen 

a x x-\- a 2 x % + a 3 x z -+- -+- <r„+ia: n +* -f- . . . . (1) 

deren Conrergenz vorausgesetzt wird, identisch sind. 
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Man erhält aus der «weiten Reibe durch Entwickelung aller 
Glieder: 



* * i ■ 



. . . . . 



ziz » 0 - b | ^?r w "*"l »-j- .... 

=fc» a £ a 



« 1 



* • . 

. • . 



(3) 



* — nn-\h n i 

Folglich durch Vergleichnng mit (1) 

b x =«!, £ a = £j -+-<ar a> = 2£ s — «+• «u • • . u. 8. f. 

Diess scheint auf folgendes Gesetz zu deuten: 

l) QÄ1 -|-( Ä —.l) 1Ä2 -|-( Ä -_ l) a « s +....H-(ii— 1)«-!«,,. (4) 

Wir wollen nun annehmen, dass diese Relation für diesen und 
alle vorhergehenden Koeffizienten richtig sei und dann den folgen- 
den Koeffizienten daraus ableiten. Durch Vergleichuiig der 
allgemeinen Glieder von (1) und (3) erhält man sogleich: 

Folglich, wenn wir jeden der Koeffizienten b„, b n -i, . . . aus der 
Formel (4) bestimmen: 

&n+i = n n -\{[n — l) 0 a x -f- {n — 1) , « a -f- (» — 1) 3 «, -+- ] 

— *«- 2 [(»-2) 0 « I -f-(»-2) 1 «, + (»-2) a «,-f- ] 

-+- nn-z[{n — 3)0«, -f- (1» — 3),0 2 + (a — 3) 2 «, -+-... ] 



0;h-i ... 
oder, wenn wir diese Reihen in vertikaler Richtung summiren: 

«irt-1 SB — l)o — — 2) 0 -4- — 3) 0 — \a x 

— 1), — *n-2(» — 2), -f- nn-i[n — 3) , — 

-+- — 1) 2 — »«-2{» — 2), — 3) 2 — . . . ]<JF, 
-H . 



Da 



*to_i = #i 1 , nn-Ji=zn^ . . . ist, so lässt sich jede der ein 



geklammerten Reihen nach der bekannten Formel 



«V 



Digitized by Google 



Hr = «,(»- l)r " »,(»- 2) r + - 3) r -.. . 

i 

summiren, indem man r = 0, 1, 2, . . setzt. So hat man # 
= n 0 a x -f- »,« a -h -f- Hh (5) *) 

Diess ist aber ganz das nämliche Gesetz, wie das in (4) ausge- 
sprochene. Es gilt daher dasselbe für 6 n +u wenn es für 6 n 
6„ . . . Ä n ' richtig war; d. h. allgemein, da es für n = 1 gilt. 

Diese schon für sich bemerkenswerthe Transformation einer 
Reihe lässt eine fruchtbare Anwendung auf die Entwicklung ver- 
schiedener Eigeuschaften der Binomialkoeffizienten zu. * Kann man 
nämlich unabhängig von diesem Theoreme irgend eine Funktion 
in zwei Reihen von den Formen (1) und (2) entwickeln, so kennt 
man die Koeffizienten *„ und l>„+\. Da diese zugleich 

die Gleichung (5) erfüllen müssen, so giebt diese eine Eigenschaft 
der Binomialkoeffizienten eines positiven ganzen Exponenten. Da- 
von einige Beispiele. 

x 

IL Es ist identisch 1 w = (1 — r— ) (1 -+-.*)» folglich 

, * 

jPHc»J»4saf>-r i+Jr + x+J also wenn man beide Binome 
entwickelt: 

1 , 1.3 : 1.3.5 



• • • . 



1.3.5»..* 1 ) / & i 

2.4.6 (2w) + 



Es sind daher die Koeffizienten 

1.3.5...(2*- 1) . '"' _Li Ä — — 

*H4= 2.4.6 (2*) > — <3r '— 2> *»— 2.4' 

• • • 1.3.5 

. . - ■ • m *\ — -*7n?'— 

iid«1 nach (5) •» -> 

1.3. 5 (2/1-1) 4 • KJ • LlllA- . fß), 

2.4-6 (2«) - fc? * r * • * • » 

• > • i • 

1 

III. Aus der identischen Gleichung r ^z=l--- T ~ folgt 

Log 3^- = -Los (1 + *)=W (l-r~) und durch bei- 
derscitige Entwickelung: 



•) Dieses Theorem wurde mir ohne Beweis von Herrn Professor Kunze 
zu Weimar mitgetheilt. 
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rf __ — — nr * I t * /*•* 



2 



• . • . 



• Jini; 



also : 



. 1 1 _ _1_ _ 1 

f I m - m. _ 

und nach (5) 



Diese 1 schon bekannte Eigenschaft der Binomialkoeflizienten findet 
sich gewöhnlich mit bei der Integration logarithmischer Differen- 
tiale. Will man einmal höhere Analysis zulassen, so kann man 
alle hier entwickelten Formeln sehr kurz mittelst bestimmter Inte- 
grale ableiten, auf welchem Wege sie auch gelegentlich gefunden 
werden. 

« 

IV. Eine andere ähnlich gebildete Relation beruht auf der 
Summe der Reihe 



«« - <i _ 1)*. +( i _ 2- + i-^. 



»- 



4 • 

• • •> 



X > — 1. 



(8) 



Um dieses S zu finden multipliziren wir die Reihe mit und 
erhalten so: 



1 V ' 



(i + ^)Ä=^-(i-^ , +( 1 -i- t -T^ , -( l -i + T-T^ 4 + 



• 1 



-f" 1 

f \ 



2' 



» • • . I 



4- — .r 4 -*-.. 



, = — Log (1-.*:) 
lithin 



< • • • 



z . . . 



/y — Log 0-*) 



Ein zweiter Ausdruck für dieses S findet sich so. Es ist 

-Log ,<!-*) = Log (l-^-Log d~g-h 

folglich, wenn man noch mit 1 -+- ac dividirt und die Logarithmen 
in Reihen Verwandelt, 



Theil II. 
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Multiplizirt man noch beide Werthe von *V mit .r, so kommt: 

*»-(l-|)*>+(l-i+4)* 4 -(l-Y-<-,T-T>*' + "' 

o i x 2 3 1 x 2* 1 x 

+^- ( n^" +,+ - 



. • ■ 



Es sind daher die 

2* 1 1 11 

Vh=— — «,=0, «,=1, «,= -(1- 2 ), «4=(l— 2~ t-y), 
und r 

5 (9). 

III f 

V. Ein Paar aodere Relationen ergeben sich aas den beiden 
bekannten Reihen: 

1 1 1 
x Arctan*=3* 1 — y**-f-y* Ä —y* 1 -h (10) 

» Arctan* = (j£y) + jij^Y + ' + 



2.4.6... (2n) / «* \ . , 
V"" h 3.5.7...(2«- f -l) 



(11). 



Nehmen wir zuerst = .r, so folgt 

1 . , 1 1 . 

tut** "•"xfnp^ 1 + *C ?i + "*~ • • • 

2.4.6... ✓(!») 



3.5.7 (2» + l) U-f- 



_ 2. 4.6....(2w) 1 1 „ 1 

3.5.7.. .'.(211 + 1)' Ä| — lf j. 5 . — 7»- 

und 

■ 

2.4.6 (2n) 1 _l__L. 1 , . m * 

s.5.7... .(2» -hi) — "° 3 "i y*» — y*» -1- l"J« 

*V • ♦ ^ • » « 

VI. Nehmen wir dagegen 1 _^ g3 = — or, also ** =i — j - ^.» 
so vertauschen (10) und (11) ihre Rollen und es wird: 
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also 



1 2 2.4 

&H4 = 2«-f- i» a% ^ ' ä * = T' Ä * ~ sTB' * ■ * 

■ * 

"DO . 

. # • .. s > » . . . • . 

I 2_ ,2.4 2.4.6 n 

2«-Hl— /4 ° 3* 1 ~*~3.5"»~~S.5.7"»"' , ~ ' * ^ 

was man als die Umkehrung der vorhergehenden Formel an 
sehen kann. 

•» s >»i. .. •• • » • : ••■ » 



i 



• ■ • 



XL. 



• t * *. 



Berechnung des Wheats ton eschen Versuches 
zur Bestimmung der Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des electrischen Lichtes. 

V° n . . ! f. . . 

Herrn J. Flescli 

Lehrer der Mathem. und der Naturwissensch, an der Realschule zu Düsseldorf. 



-. » 



I 



• 



1. 

Eine breite Metallplatte, in Form eines Parallepipedon, mit zwei 
polirten Grenzebenen bewege sich um eine vertikale Achse, welche 
die Platte in der Mitte ihrer Dicke, den vier vertikalen Seitenflächen 
parallel, durchsetze. A (Taf. V. Fig. 6.) sei ein leuchtender Punkt, 
AO = a seine Entfernung von der Drehungsachse, die in 0 auf 
der Ebene der Figur senkrecht stehe; OS der Durchschnitt des 
Metall -Doppelspiegels mit einer den leuchtenden Punkt enthalten- 
den Horizontalebene ; A und A" die Bilder des leuchtenden Punk- 
tes für die Lagen des Spiegels OS und OS"; es sei ferner der 
Drehungswinkel des Spiegels S'OS"—a. Dann ist auch AAA''=a. 
und Ap = a cos a; folglich AA"z=z2a cos a; mithin ist 

r = 2« cos a... (I.) 

die Polargleichung der Kurve, welche das Bild des leuchtenden 
Punktes beschreibt, der Pol derselben der leuchtende Punkt selbst. 
Auf rechtwinklige Coordinaten vom Anfangspunkt A und der Ab- 
scissenachse AO bezogen nimmt dieselbe die Gestalt 

29* 
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iß = lax — jv* (II.) 

an, stellt also einen Kreis dar, dessen Radius a ist. Jeder Punkt 
einer leuchtenden Linie wird also bei der Umdrehuog eines ebenen 
Spiegels um eine durch seine Mitte gehende Achse einen Kreis 
beschreiben, dessen Radius gleich ist der Entfernung des Punktes 
von der Rotationsachse. Ist die leuchtende Linie eine Grade und 
parallel der Cmdrehungsachse des Doppelspiegels, so ist die von 
ihrem Bilde beschriebene Fläche ein senkrechter Cyliuder, dessen 
Basis ein Kreis ist, der als Radius die Entfernung irgend eines 
leuchtenden Punktes von der Umdrehungsachse und zur Höbe die 
Länge der Lichtlinie selbst bat. Das Bild dieser Linie durchstreicht 
nach und nach alle Seiten der Cylinderfläche. Geschieht die Be- 
wegung des Spiegels so schnell, class zu einer ganzen Umdrehung 
höchstens so viel Zeit erfordert wird, als der Lichteindruck auf 
der Netzhaut des Auges andauert: so sehen wir auf einmal alle 
Cy lindersei ten . folglich die ganze Cylinderfläche, erleuchtet. Nen- 
nen wir das eben bezeichnete Maximum der Umdrebungszeit /, so 
werden wir für die Umdrehnngszeit ut nur den arten Theil der 
ganzen Cylinderfläche erleuchtet sehen, welcher über die ideale 
Fläche eine progressive Bewegung hat. Wäre die Empfindung 
des Lichteindruckes im Momente des Entstehens augenblicklich 
auch wieder verschwunden, so würden wir bei jeder beliebig schnel- 
len Bewegung des Spiegels immer nur eine leuchtende Seite der 

Cvlinderfläche wahrnehmen. 

>•* . •'••»•.» •, •» 

2. 

Es sei nun (Taf. V. Fig. 7.) AB-=.a der von dem leuchten- 
den Punkt zu durchlaufende Weg, v dessen Geschwindigkeit, f 
die Zeitdauer des Lichteindruckes; dann ist AM — vi der Weg, 
den der leuchtende Punkt in der Zeit t' durchläuft; wenn derselbe 
also in- M anlangt, erlischt sein Eindruck in A und die leuchtende 
Linienlänge AMr= vi' scheint sich jetzt mit der Geschwindigkeit 
v längs AB nach // hin zu bewegen; denn nach einer gewissen 
Zeit l hat der Punkt A den Weg vi zurückgelegt und das vom 
Punkte / angerechnete, schon erloschene Stück der leuchtenden 
Linie beträgt offenbar (t — *>; folglich ist 

vt — (t — V)v = vt' 

die übrig bleibende leuchtende Linienlänge, also unabhängig von 

^ = 0 

ist dieselbe auch =0, und der leuchtende Punkt scheint sich also 
mit der Geschwindigkeit *>, ohne eine Spur zu hinterlassen, von A 
nach // hin zu bewegen. Es sei nun 

und c die Hotationsgeschwindigkeit des Spiegels; dann hat nach 
einer gewissen Zeit t der leuchtende Pnnkt den Weg 

AM=vt 

und der Spiegel den Bogen ] ' . 

MX=zct 
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beschrieben; folglich scheint der leuchtende Punkt durch die Be- 
wegung des Spiegels statt in M in N sich zu befinden und den 
Weg AN durchlaufen zu haben, während er doch wirklich den 
Weg AM zurück gelegt hat. Seine scheinbare Geschwindigkeit 
auf dein Wege AP zur wahren Geschwindigkeit auf dem eigent- 
lich durchlaufenen Wege AB verhält sich wie 

- > (Hl.) 

ist also grösser geworden. 
Ist nun aber 

<>°> . 

dauert also der Lichteindruck eine Zeit lang fort, so erscheint z. B. 
wenn der leuchtende Punkt in M anlangt, sein Bild in N. Nun 
dauert aber der Lichteindruck in \ während / Sekunden fort; der 
Spiegel beschreibt während dieser Zeit den Bogen cf 9 folglich be- 
schreibt auch das Bild des leuchtendeu Punktes M von N aus 
einen gleichen Bogen et'. Der leuchtende Lichtweg, welcher für 
f / = 0 eine blosse "Linie Jhl* ist, wird also für f>0 ein Paralle- 
logramm sein, dessen andere Dimension folglich et', gleich dem 
Produkte der Rotationsgeschwindigkeit in die Zeitdauer des Licht- 
eindruckes ist; also unabhängig von v. 

Ks sei nun a der Winkel, um welchen das Bild der leuchten- 
den Linie von der vertikalen Lage abgelenkt erscheint; dann ist 
offenbar 

c = v tang a ... . (IV.) 

und hieraus ergiebt sieb die Geschwindigkeit des leuchtenden 
Punktes 

Macht z. B. der Doppelspiegel in 1 Sekunde u Rotationen, so wird 
das Bild eines leuchtenden Punktes in derselben Zeit 2/> Kreisum- 
fange durchlaufen; ist der Radius des Kreises = r, so ist also der 
in 1 Secunde von dem Bilde des leuchtenden Punktes beschrie- 
bene Weg 

c — \rcnr 

und dieser Werth, in die Formel (V.) substituirt, gibt 

v — - — - — .... (VI.) 
tang a y ' 

3. 

Aus dieser Gleichung geht hervor, dass unter übrigens gleichen 
Umständen die zu bestimmende Geschwindigkeit des leuchtenden 
Punktes um so grösser ist, je weniger sich das Bild seines Licht- 
weges von der vertikalen Lage entfernt. Bliebe letzteres bei jeder 
beliebig grossen Rotationsgeschwrndigkeit des Metallspiegels und 
jeder möglichen Entfernung der leuchtenden Linie von der Um- 
drehungsachse stets senkrecht, so könnte die gesuchte Geschwin- 
digkeit nur unendlich gross sein. Da aber eine absolut unendliche 



r 
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Geschwindigkeit in der Natur kaum denkbar ist, so muss in jedem 
besondern Falle eine, wenngleich für unser Auge selbst nicht wahr- 
nehmbare und für unsere Instrumente nicht messbare, Abweichung des 
leuchtenden Bildes von der normalen Lage nothwendig vorhanden 
sein; und es wird nunmehr blos darauf ankommen, durch eine ge- 
schickte Wahl der bedingenden Umstände dieselbe möglichst gross 
zu machen. Dieses erreicht man aber in vorliegendem Falle, wie 
Formel (VI.) zeigt, wenn man n und r, d. b. die Umdrehungsge- 
schwindigkeit des Spiegels und die Entfernung der leuchtenden 
Linie von der Rotationsachse so gross nimmt, als es angeht. Will 
es aber dennoch nicht gelingen, eine merkliche Abweichung des 
Bildes von der vertikalen Lage mit Bestimmtheit nachzuweisen, 
und weiss man ausserdem, dass ein gewisser Deklinationswinkel 
w den Messungen nicht entgehen könnte: so hat man wenigstens 
ein Maximum , welches die wirklich vorhandene Abweichung nicht 
erreicht, und hieraus ergiebt sich mittelst der Gleichung (VI.) 
ein Minimum, welches die verlangte Geschwindigkeit nothwendig 
übertrifft. Es ist dieses dasselbe Verfahren, wozu man bei Unter- 
suchung der Phänomene der Natur so oft seine Zuflucht 
wenn direktere Wege noch nicht zu Gebote stehen , so z. B. 
Bestimmung der Parallaxe und Entfernung der Fixsterne. 



Bekanntlich hat Wheatstone, dem wir so manche 
Versuche im Gebiete der Naturwissenschaften verdanken, die im 
Vorhergehenden besprochene Idee zuerst angeregt und zur Bestim- 
mung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der hlectricität benutzt. 
Denkt man sich nämlich die Lichtlinie AB (Art. 2.) erzeugt durch 
einen elektrischen Funken, der zwischen zwei senkrecht über ein- 
ander liegenden Metallkugeln von A nach ß überspringt, lässt je- 
doch im Uebrigen Alles ungeändert und giebt nun jeder der bei- 
den Kugeln eine Entfernung r=4 Meter von der Umdrehungsachse 
und dem Doppelspiegel eine Geschwindigkeit von »==50 Rotatio- 
nen während 1 Zeitsekunde: so ist also 

_ kiinr = 800.3.1415926 
taug a tang « 

Der Winkel « der Abweichung des leuchtenden Bildes von der 
vertikalen Lage ist durch direkte Messung zu ermitteln. Hier fol- 
gen einige correspondirende Werthe von a und v. 

Für a = 30' ist nämlich t>= 38 geographische Meilen 
« = 20' - - v = 58 

■ 

« = 10' - - v= H6 
. « = 5' - - v=z 211 

«= V - - *= nte 

« = 30" - - v= 2328 
a=zW - - «, = 6980 
«= 1" - - v = 69800 - - 

geographische Meile zu 7420 Meter gerechnet. Dieses ist Re- 
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sultat der Rechnung; der Versuch aber zeigt unter den angeführ- 
ten Bedingungen das Bild der leuchtenden Linie vollkommen ver- 
tikal, was uns also zu dem Schlüsse berechtigt, dass die (Ge- 
schwindigkeit des elektrischen Lichtes ausserordentlich gross sein 
müsse, so dass wir auf diesem Wege nicht im Stande zu sein schei- 
nen, dieselbe numerisch zu bestimmen. Wheatstdne hat deshalb 
diesen Versuch dahin abgeändert, dass er dem oben beschriebenen 
Spiegelapparate 6 gleich grosse, auf derselben Vertikallinie befind- 
liche, Metallkugeln gegenüberstellt (Taf. V. Fig. 8.), von denen 
die erste a mit der äusseren Belegung eines geladenen Condensa- 
tors, z. B. einer Leidener Flasche, die beiden folgenden b und c, 
so wie d und <\ aber durch 2 Messingdrähte von gleicher und mög- 
lichst bedeutender Länge mit einander verbunden sind. In dem 
Augenblicke nun, wo man die Kugrel /mit der inneren Belegung 
der Flasche in Verbindung setzt, zeigen sich 3 elektrische Funken, 
welche von a nach 6, von c nach d und von e nach / übersprin- 
gen. Jeder derselben bildet eine senkrechte Lichtlinie , deren Bild 
vollkommen vertikal erscheint. Das Auge erkennt die 3 Funken 
als gleichzeitige, aber der Spiegel zeigt durch Reflexion die Bilder 
der beiden äusseren in derselben Vertikailinie, das Bild des mittle- 
ren hingegen merklich von dieser Linie entfernt. Hieraus scblie- 
ssen wir, dass die beiden äusseren Funken genau in demselben 
Augenblicke überspringen, der mittlere dagegen um eine nicht zu 
vernachlässigende Zeitgrösse gegen die andern verspätet ist. Und 
dieser Zeitraum ist offenbar derselbe, den die Electricität gebraucht, 
um einen der beiden Metalldrähte Ige = dher=zp Meter zu durch* 
laufen. Misst man nun den Bogen cc'-=.a Meter, den während 
derselben Zeit der Spiegel durchlaufen, so findet man die gesuchte 
Geschwindigkeit des elektrischen Fluidnms durch die Proportion 

folglich ist 

V=Z ^TE Metei , (V |I.) 

9 

Auf diesem Wege fand Wheatstone, dass die Electricität auf 
einem Messingdrahte von 0,002 Meter Dicke mit einer Geschwindig- 
keit von. ungefähr 460000000 Meter— 02000 geographischen Meilen 
in 1 Secunde, also bei weitem schneller als das Licht, sich fort- 
pflanze. Man vergleiche Lame* Cours de physique de Pecole poly- 
teebnique. 717. 

Ich weiss nicht, ob ich mich täusche; aber mif scheint dieser 
Versuch ein nicht unwichtiges Element zu Gunsten der Symmer'schen 
Hypothese über die Elektricität zu enthalten; denn die Gleichzeitig- 
keit der beiden äusseren Funken und die Verspätung des mittleren 
gegen jene, so wie überhaupt die Symmetrie der Erscheinung, von 
der Mitte aus betrachtet, scheinen auf zwei verschiedene, einander 
gegenseitig entgegenströmende und in der Mitte sich oeutralisirende 
Fluida hinzudeuten; — jedoch sei diese alte Streitfrage Männern 
von gediegenerem Urtheil übergeben. 



■r 
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XLI. 

Mathematische Hemer klingen. 

Von 

> • »• ■ 

Herrn J. Flesch 

Lehrer der Mathem. und der Naturwissensch, an der Realschule zu Düsseldorf. 



Es seien *, b und c die drei Seiten eines Dreieckes und der 
Kürze halber 



a-\-b-\-c~ 
so ist der Inhalt des Dreieckes 

J— \/t/(n — a) («-— b) (« — c). 

Bezeichnet man nun die Radien derjenigen drei Kreise, von de- 
nen der erste mit dem Dreieck gleichen Inhalt, der andere gleichen 
Umfang hat und der dritte demselben eingeschrieben' ist, respective 
durch r, q und q\ so hat man zur Bestimmung dieser drei Grössen 
bekanntlich die Gleichungen 

4 

Vu{u — a) O — A) (u — c) 
r = — — 

q = — und 



, V{u-ä) ju — 6) ju-c) 

Q = TZ 



und hieraus folgt 



r*= QQ ' 



Der Radius desjenigen Kreises, welcher mit einem Dreieck 
gleichen Inhalt bat, ist also die mittlere geometrische Proportionale 
zwischen den Radien derjenigen beiden Kreise, von* denen der eiue 
mit dem Dreieck gleichen Umfang hat, der andere demselben ein- 
geschrieben ist. 



Es sei P eine durch eine Parallelebene mit der Basis abge- 
stutzte »seitige Pyramide, R und b ihre Grundflächen und // ihre 
Höhe, so ist 
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P=±\B + b-\-VBb\ (1) 

Denn zerlegt man dieselbe in n dreiseitige Pyramiden, so hat 
man (Elements de geometrie par Legend re liv. VI. prop. 21) 
ähnlichen Bezeichnungen folgende Gleichungen: . 

;/> = -4- r*VW¥\, (2) 

fF = ^\B*+u*-\VTFir\ u. s. w. 

3 . ff • I . • - ' ... v .-I, 



mithin , . 

etc. = 4i B'+B'-hB'"-+- etc.) H- etc.) 

' > u - 1 +(\ZWl'+\/WW'+\/WW ! -*-etc.)\ (3) 
Nun aber ist olfenbar 

. • • • 

p' -|- -4- -4- etC = P 

B' + B'+B" + etc = B , . : . . , „ 
# + 4'-4-£'''-l-etc*==:£ 

folglich ist 



»= yJÄ + (1/^-4- + etc.)}. (4) 

Es muss also noch gezeigt werden, dass '• 
. r= V {B' -+- /f" -f- + etc.) (// -4- P -f- 4"' -4- etc.) 

= \/WV+V^W&+VW'W'+tlc^ (5) 

Aber 

£ == £L == £L_ etc., mithin (Archiv. Th. I. S. 292.) ist auch 

OHO 

wenn man beiderseits mit (£H-*»-|-#?H-ete.) a multiplizirt, 
(^'-f-tf"+Ä'"-r-etc.) (^4-^4-Ä w -|_etc.)=^(Ä'-4-^Ä w -|-etc.)»; also 

i/(B'+B' , +B"'-hetc.) (^'+^4-Ä w +etc.)=(^H-A''^ / '^tc.)l^ , 

= l^W-r- 1/5^ H- etc., 

Es gilt also dieser merkwürdige Satz (1), welcher in den Lehr- 
büchern der Geometrie gewöhnlich nur für dreiseitige Pyramiden 
bewiesen wird, für jede Beliebige Anzahl von Seitennachen. 
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XLII. 

Miscellen. 



In Nr. 446. der astronomischen Nachrichten hat Herr 
Thomas Clausen eine sehr bemerkenswerthe Auflösung des irre- 
ducihlen Falls bei den cubischen Gleichungen durch die Ketten- 
brüche gegeben, welche ich im Folgenden mittheilen, und mit eini- 
gen zur strengen Begründung dieser schönen Methode mir nöthig 
scheinenden Zusätzen begleiten werde. 

Die gegebene cubische Gleichung sei 

x % — ax — h = 0, 

wo a und 6 positive Grössen sind, und 27£*<^4«* ist. In diesem 
Falle bat die Gleichung drei reelle Wurzeln, von denen jederzeit 
die eine positiv ist, die beiden andern negativ sind, welches am 
einfachsten aus der bekannten Lösung dieser Gleichung durch die 
goniometrischen Formeln erhellet, welche wir daher hier im Kur- 
zen recapiiuliren wollen °): 

Man bestimme den zwischen 0 und \n liegenden Bogen <f, 
welcher der Gleichung 

3Ä1 /3 
cos SP = ^|/- 

genügt, welches immer möglich ist; dann sind 
2cos \<p . |/y , — 2cos |(tt H- (f) . l/y , — 2cos !(tt — y) , J/y 

die drei Wurzeln der gegebenen Gleichung. 
Setzt man nun 



so verwandelt sich die gegebene Gleichung, wie man leicht findet, 
in die folgende: 

y*— 3y — 2c = 0. 
Weil 27^<4a' ist, so ist 

und folglich auch 



*) M. s. u. A. meine Elemente der ebenen, sphärischen und sphü- 
roidischen Trigonometrie. Leipiig. 1837. S. 325. 
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woraus sieb leicht ergiebt, dass die Gleichung 

y ._3y — 2c = 0 

auch zum irreduciblen Falle gehört, und daher drei reelle Wurzeln 
hat, von denen die eine poskiv ist, die beiden andern negativ sind, 
welches übrigens auch unmittelbar aus der Formel 



geschlossen werden kann, da x nur einen reellen positiven Werth, 
und zwei reelle negative Werthe haben kann. Setzt man jetzt 



VW 



und führt dies in die obige Gleichung für y ein, so erhält man zur 
Bestimmung von y x nach leichter Rechnung die Gleichung 

wenn man x 

setzt, die Gleichung 

y, s -3^-2^=0. 

Da nach dem Obigen c <* 1 ist, so ist offenbar auch c x <" 1 , und 
die vorhergehende Gleichung gehört folglich wieder zum irreduci- 
blen Falle, so dass also auch y , drei reelle Werthe bat. von denen 
der eine jederzeit positiv ist, die beiden andern negativ sind. Setzt 
man nun ferner u 




und führt dies in die obige Gleichung für y, ein, so erhält man 
ganz wie vorher zur Bestimmung von y 2 die Gleichung 

oder wenn man 

1/1 -+-c l 

setzt, die Gleichung 

Weil nach dem Vorhergehenden r, «< l ist, so ist olfenbar auch 
r <^1, und die vorstehende Gleichung gehört folglich wieder zum 
irreduciblen Falle, so dass also y 2 drei reelle Werthe hat, von de- 
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nen der eine positiv isj^ die beiden andern negativ sind. Wie man 
auf diese Art immer weiter geben kann unterliegt keinem Zweifel. 
Setzt man also 1 



U. g. W. 



1^ 2 — "* 



und lässt jetzt 



y> yi» y» y»> — y* 

die reellen positiven Wurzeln der Gleicbuugen 

y« — 3y — 2c = 0, 

y 3 '-3y,-2* a =0, 

y $ ' — 3 y* — = o, 

u. s. w. 

bedeuten» was offenbar verstattet ist; so ist nach dem Verher- 
gebenden 

N 2c 

y yi 

U. 8. W. 

20m 



y n -\ = 1 H- 



folglicb 



y« 1 



1 + .. In 



y« 
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Weil nach dem Vorhergehenden r.,< r f , r 4 , . . .c H und auch 
r/n, wie gross man auch n annehmen mag, lauter positive Grössen 
sind; so ist, wenn man 

*0 



1H- 



2c 2 



> 



2*. 



1+ . . . 



setzt, nach der Theorie der Kettenbrüche y zwischen jeden zwei 
einander benachbarten Partialbrüchen des Kettenbruchs auf der 
rechten Seite des Gleichheitszeichens als Kränzen enthalten, und, 
dieser Kettenbruch kann also zur annähernden Berechnung von y 
sehr zweckmässig gebraucht werben. Hat man aber auf diese 
Weise y gefunden, so erhält man ferner mittelst der Formel 



• i 



sehr leicht die reelle positive Wurzel, welche die Gleichung 



im irreduciblen Falle jederzeit haben muss. 
Zur Berechnung der Zähler und Nenner 



V 1 -ii 
p *.i . 



i 0 , m x , «r 2 , «i,, «» 4 , #f,, . . . .; 



*»o> **i> »j> n *t »«> 



\ ... - 



. » . 



des oben für y gefundenen Kettenbruchs hat man nach der Theorie 
der Kettenbrüche bekanntlich die folgenden Formeln: 



m 0 = 1, 

M } — 1 *+- , 

m 2 53* **i ~f" 2c,»» 0 , 

*» 4 = w», -f- 2c 4 »i 2 , 

U. 8. W. 



und 



»o=Ip 

»1 = 1» 

. » ... > 
U. S. w. 



I .. > Hfl- r f „. u *i 



»i • - • | •» 



.1 



Setzt man 



•!* i? .»Ui Vi« rr: 
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»„ = &:, >„. 
m , — . 2c, . /U 3 , 

2 — —~ 2c, • 2c, • 2c ■ • M"4J 
OTj j . 2 • 2c, • 2C 4 • f^$i 

m 4 =2c 1 . 2c, . 2c, . 2c 4 . 2c, . f* e , 
»i s =2c, . 2c, . 2c, . 2c 4 . 2c, . 2c 6 . p'„ 

ö. s. w. 



« • * ♦ 



so ist nach dem Vorhergehanden 

. ► • • » • • 

« a =2c, .2c» (l* 8 -r-f*,)> 

= 2c, . 2c, . 2c, . -f- /i* 4 ), 
*» 4 =2c, . 2c, . 2c, . 2c 4 . 0* 4 -r-/t* 8 ), 
fw,=2c, .2c, .2c, . 2c 4 ,2c, . (/t* g 



und folglich, wenn man diese Ausdrücke von 01,, *» 4 , 

mit den vorhergebenden Ausdrücken derselben Grössen vergleicht, 

offenbar/ 

2c, .^ 4 =t^,-H^„ 

. 2*4 - -*-/*4> 
2c 6 . f* a =^ 4 -f./» s , 

2c. . f* 7 = (* t 4- f*„ 

U. 8. W. 



I \ 



folglich 



• . * * 



2*, 

: 

U. 8. W. 

Weil nach dem Obigen offenbar 

1 1 -h2c, 

2c,' 2c7^c7 

ist ; so ist, wenn man fi 0 == 0, f*, = 1 setzt, 

1 

J** — - 2c, > — 2c t 
Setzt man auf ähnliche Art 
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#» 0 = 2c. . r„ 

=2c, . 2c, . v ty 
n 2 =2c t ,2c, .2c, . v 4 , 
*, =2c, . 2c a . 2c, . 2c 4 . v„ 

#», =2c, . 2c 2 . 2c, . 2c 4 . 2c 5 . 2c, . v 7 , 

u. 8. w. 

so ist nach dem Obigen 

» 3 =2cj . 2c, . (v, 
#»,=2^ .2c, .2c, . (v, -r-v 4 ), 
« 4 = 2c. .2c,. 2c, .2c 4 .(f 4 +v s ), 

=±=2c, .2c, .2c, .2c 4 . 2c, .(f.H-y.), ..;.«, t 
u. s. w. 



• 1 



\ 



/ 4 4 



L' .'• '** ) 



und folglich 



-i 



2c, . v 4 =v,H-v,, 

• 

2c 4 .y 4 =v 8 -M' 4 , 
2c 5 .t' 6 =v 4 -f-v,, 
2c« . v 7 =j> 5 +y„ 

U. 8. W. 



». 



also 



. , . | y 2 ~H y i 



. I» 



2c, ' 




F4 - 2c $ 1 
V7 "~ 2c a ' 



a 



l l 



u. s. w. 

Weil nach dem Obigen offenbar 

_ J_ 
2c,' 2c,. 2c, 

ist; so ist, wenn man v 0 = l, y,=0 setzt, 

„ "o-H*i „ Yx+v% 

V% — 2c. > V * 2c, ' 

Ueberhaupt hat man also zur Berechnung der Grössen 

***<» i^i» /*i> (*u ^4> /**>••••; 

die folgenden Ausdrücke: 



€ * 



V V V V V V 

V 0i V U ?2i V li y 4» V t> • • • • 
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7*»— 2c, » — 2c, ' 

** 4 2c, ? v « — 2c, 5 

^ s ~~ 2c 4 » — 2c 4 9 



— 2c 4 » v « — 2c» * 



.1 II. 8. W. U. 8. W. 

Hat man auf diese Weise die in Rede bebenden Grössen berech- 
net, so sind die l'artiulbrüche des oben für y gefundenen Ketten- 
brucbs offenbar nacb der Reihe: 



£i /"» f*. i". 

v * V 1 TT' TT' TT» • • * 
* 4 y s y % 



Clausen bat seine Methode erläutert und ihre Zweckmässigkeit 
nachgewiesen an dem aus dem Mathematischen Wörterbuche. 
Tbl. 1. S. 390. entlehnten Beispiele 

«2F* — 2100 ar — 24000 = 0, 

wobei wir jedoch hier nicht länger verweilen wollen, da die Rech» 
nung nach den obigen Formeln keine Schwierigkeit hat. 

Nach dem Obigen sind die Grössen c, er,, c,, e mt c 4 , 

sämmtlich kleiner als die Einheit: Leicht kann man aber auch 
zeigen, dass dieselben fortwährend wachsen, und sich daher der 
Einheit immer mehr und mehr nähern. Es ist nämlich überhaupt 

und folglich ' ' 

c» r 2c«* r 2c« 2c«»' 

Weil nun <?*<<1, also auch c« a <l ist, so ist 2c« <2, so wie 
2c«» < 2, und folglich 

1 ^ 1 1 J_ 
2c« %* 2c«* a* 

also . 

1 I ' 1 F ■ ' • ' ' 

2c„ 2*** ^ K 2c« + 2c«* 
d. i. nach dem Vorhergebenden 

— >1 0.4er <?«+!><?«, 
wie behauptet wurde. • G. 
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